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WPROWADZENIE

Zgodnie z definicja Encyklopedii PWN eksperyment to ,,proba, doswiad-
czenie naukowe; podstawowy, oprocz obserwacji i pomiaru naukowego, zabieg
badawczy polegajacy na celowym wywotywaniu okreslonego zjawiska (lub jego
zmiany) w warunkach sztucznie stworzonych (laboratoryjnych) oraz zbadaniu
jego przebiegu, cech lub zalezno$ci; celem eksperymentu jest najczesciej spraw-
dzenie sformutowanej uprzednio hipotezy, ktora w wyniku eksperymentu zostaje
potwierdzona (wzrasta jej prawdopodobienstwo) lub obalona” (PWN, 2024).
W niniejszej pracy rozwazane beda metody planowania eksperymentow, ktore
nalezg do metod stosowanych w zakresie statystycznej kontroli jakos$ci.

Na poczatku XX wieku nastapit intensywny rozwdj teorii rachunku praw-
dopodobienstwa. Pozwolito to na wzrost znaczenia metod wnioskowania staty-
stycznego. Rownolegle miat miejsce postep technologiczny, ktory stuzyt popra-
wie mozliwosci produkcyjnych w przemysle. Wtedy tez metody wnioskowania
statystycznego zostaly zastosowane w kontroli jakosSci rezultatow procesu pro-
dukcyjnego. W.A. Shewhart wprowadzit karty kontrolne, ktore pozwolily na ste-
rowanie jakoscig w toku produkcji. Z kolei H.F. Dodge oraz H.G. Roming przed-
stawili propozycje planow odbiorczych, ktore stanowig alternatywng metode dla
kontroli peinej (Konczak, 2007). Wzrost liczby zastosowan metod statystycznych
w kontroli jako$ci nastapit w czasie Il wojny $wiatowej, gdy dazono do poprawy
wynikow procesow produkcyjnych zwigzanych z dziataniami armii Standéw Zjed-
noczonych (Montgomery, 2009). Po zakonczeniu Il wojny $wiatowej metody staty-
styczne w toku produkcji oraz metody kontroli odbiorczej zostaty wdrozone w prak-
tyce przedsigbiorstw produkcyjnych w Japonii, dzigki dziatalno$ci W.E. Deminga.
Rozwdj metod doskonalenia jako$ci przyczynit si¢ do sformutowania koncepcji
kompleksowego zarzadzania jakoscig TQM (Total Quality Management), ktora
W.E. Deming przedstawil w postaci 14 postulatow (Wawrzynek, 2009). Sukces
japonskich produktow wysokiej jakosci byl spowodowany w znacznej cze$ci



zastosowaniem metod zaproponowanych przez G. Taguchiego, ktory zauwazyl,
ze metody statystyczne mozna wykorzystac juz na etapie konstrukcji wyrobu lub
ustugi oraz podczas projektowania procesu produkcyjnego. Metodologia Tagu-
chiego jest sformutowana w postaci siedmiu postulatow, gdzie najwieksze zna-
czenie odgrywaja metody planowania eksperymentéw (DOE — design of experi-
ments) (Montgomery, 2009). Wykorzystanie metod planowania eksperymentow
prowadzi do efektywnej poprawy rezultatow technologicznych procesu produk-
cyjnego, co istotnie wptywa na poprawe rezultatdw ekonomicznych procesu. Do
najnowszych metod zarzadzania jakos$cia wykorzystujacych metody statystyczne
zalicza si¢ metode Six Sigma, ktéra polega na takim przygotowaniu procesu
produkcyjnego, aby jego rezultaty w jak najmniejszym stopniu odbiegaty od
zalozen projektowych (Konczak, 2007). Metodologia Six Sigma nie zostata jed-
noznacznie sformalizowana, jest nieustannie rozwijana i doskonalona.

Obecnie, w dobie dynamicznie rozwijajacej si¢ technologii procesow pro-
dukcyjnych, jednym z gléwnych celow przedsigbiorstwa jest uzyskanie produktu
wysokiej jakosci. Nierzadko wazne jest uzyskanie pozadanej lub ustalonej jako-
$ci produktu w mozliwie krotkim przedziale czasowym. Ponadto realizacja pro-
cesu produkcyjnego jest uwarunkowana ograniczonymi lub zadanymi maksy-
malnymi kosztami produkcji. Wowczas metody statystycznej kontroli jakosci,
a w szczegolnosci metody planowania eksperymentow, pozwalaja na odpowied-
nie zaprojektowanie i przeprowadzenie procesu produkcyjnego. Rozwo6j metod
statystycznych oraz wzrost mocy obliczeniowej komputerdw przyczynia si¢ do
poszukiwania alternatywnych metod statystycznych, ktére pozwalaja na przygo-
towanie 1 monitorowanie procesu produkcyjnego, gdy zatozenia klasycznych
metod statystycznej kontroli jakosci nie sa spetnione.

Niniejsza praca dotyczy metod planowania eksperymentow wykorzystywa-
nych w statystycznej kontroli jakosci oraz ich modyfikacji. U podstaw planowania
eksperymentow lezg klasyczne metody statystyczne, ktdore moga by¢ stosowane
tylko wtedy, gdy spelnione sa zatozenia dotyczace postaci rozktadu zmiennej
wynikowej oraz gdy poszczegélne pomiary (do$wiadczenia) sa wykonywane
W sposob niezalezny. Gtownym celem pracy jest przedstawienie autorskich mo-
dyfikacji metod planowania eksperymentéw z wykorzystaniem nieklasycznych
metod statystycznych oraz wskazanie mozliwo$ci wykorzystania alternatywnych
metod planowania eksperymentéw wowczas, gdy zatozenia klasycznych metod
analizy wynikow eksperymentu nie sg spetnione.

Praca sktada si¢ z czterech rozdziatow. Rozdzial pierwszy rozpoczyna si¢
od zarysu historycznego rozwoju metod planowania eksperymentow. Nastepnie
przedstawiono poszczegodlne etapy procedury planowania eksperymentéw oraz
sformutowano cele i korzysci zastosowania metod planowania eksperymentoéw
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w projektowaniu procesow produkcyjnych. Wprowadzono roéwniez szczegdtowy
opis teoretyczny planu eksperymentu, obszaru eksperymentowania oraz funkcji
powierzchni odpowiedzi. Ostatnia cz¢$¢ rozdziatu dotyczy przegladu mozliwo-
$ci wykorzystania metod planowania eksperymentdw w obszarach, ktore nie sa
$cisle powigzane z przemystem produkcyjnym.

W rozdziale drugim zostaty wyrdéznione dwie czesci. Pierwsza z nich dotyczy
konstrukcji wybranych klasycznych plandéw eksperymentéow, ktére zazwyczaj
znajdujg zastosowanie w naukach przyrodniczych. W drugiej czesci rozdziatu
przedstawiono zasady konstrukcji catkowitych i1 utamkowych planow ekspery-
mentéw czynnikowych uwzgledniajacych czynniki wystepujace na dwoch lub
trzech poziomach.

W trzecim rozdziale zaprezentowano autorskie propozycje konstrukcji wy-
branych planow eksperymentow czynnikowych oraz zaproponowano metody
analizy wynikow zrealizowanych doswiadczen. W pierwszej czesci rozdziatu
opisano alternatywne metody konstrukcji planéw eksperymentéw czynnikowych,
ktére miedzy innymi uwzgledniaja mozliwos$¢ realizacji do§wiadczen przy ogra-
niczonych kosztach eksperymentu. Druga czg¢$¢ rozdziatu dotyczy zagadnien
z zakresu metodologii funkcji powierzchni odpowiedzi. W szczegdlnosci przed-
stawiono autorska propozycje konstrukcji planu eksperymentu dla estymacji
nieliniowej postaci funkcji powierzchni odpowiedzi. Ponadto zaproponowano
modyfikacje alternatywnej metody poszukiwania optymalnych warunkéw analizy
funkcji powierzchni odpowiedzi. W trzeciej czgsci rozdziatu rozwazono mozliwosci
zastosowania testow permutacyjnych w procedurach zwigzanych z planowaniem
eksperymentow. W tym celu omowiono konstrukcje testow permutacyjnych oraz
autorskie propozycje wykorzystania tych testow w analizie wynikow ekspery-
mentu oraz w ocenie estymacji parametrow funkcji powierzchni odpowiedzi.

Rozdziat czwarty ma charakter aplikacyjny. Zaprezentowano w nim mozli-
wo$¢ wdrozenia metod planowania eksperymentow w toku produkcji pelletu
drzewnego. Przedstawiono kolejne etapy procesu produkcji pelletu drzewnego
oraz scharakteryzowano dziatalno$¢ przedsigbiorstwa, w ktorym zostato prze-
prowadzone badanie. Dla rozwazanego procesu produkcyjnego zaproponowano
konstrukcje planu eksperymentu oraz przedstawiono autorskg metode analizy
wynikow przeprowadzonych doswiadczen. Omoéwiono mozliwosci aplikacji wy-
branych autorskich metod planowania eksperymentéw oraz sformutowano zale-
cenia technologiczne dla rozwazanego procesu produkcji pelletu drzewnego.

Przedstawione w niniejszej pracy modyfikacje planow eksperymentoéw
czynnikowych pozwalaja na zaprojektowanie rezultatow procesu produkcyjnego
wtedy, gdy wykorzystanie klasycznych planow eksperymentow nie jest uzasad-
nione. Zaproponowane metody analizy wynikow doswiadczen znajdujg zasto-



sowanie wtedy, gdy zalozenia klasycznych metod statystycznych nie sa spetnio-
ne. Ponadto zaprezentowana alternatywna metoda konstrukcji planu ekspery-
mentu dla rzeczywistego procesu produkcyjnego pelletu drzewnego pozwala na
skuteczng analize wynikow przeprowadzonych doswiadczen.



1 WPROWADZENIE
DO PLANOWANIA EKSPERYMENTOW

Niniejszy rozdziat stanowi wprowadzenie do metodologii planowania eks-
perymentow. W jego pierwszej czesci przedstawiono genezg teorii eksperymen-
tu. Poczawszy od rozwazan filozofow dotyczacych realizacji do§wiadczen, przez
schematy realizacji eksperymentéw w ramach doswiadczalnictwa rolniczego, az
po zastosowanie metod planowania eksperymentéw w badaniach technologicz-
nych. Za prekursora teorii planowania eksperymentéw uwaza si¢ R.A. Fishera.
W latach 20. XX wieku R.A. Fisher wprowadzit metody pozwalajace nie tylko
na skuteczne zaprojektowanie do§wiadczen rolniczych, ale rowniez zaprezento-
wat odpowiednie metody statystyczne, ktore umozliwiaty analizg otrzymanych
wynikow doswiadczen. Sukces eksperymentow na gruncie do$wiadczalnictwa
rolniczego przyczynit si¢ do zastosowania planowania eksperymentéw w bada-
niach przemystowych, ktoérych celem bylo doskonalenie jakosci produktow.
Ugruntowanie procedury planowania eksperymentu w przebiegu procesu pro-
dukcyjnego przedstawia czgs¢ druga rozdziatu.

W czesci trzeciej scharakteryzowano sformalizowany zapis poszczegdlnych
poje¢ dotyczacych eksperymentu. Zaprezentowano model statystyczny, ktory jest
rozwazany w metodologii planowania eksperymentéw. Wprowadzono réwniez
pojecie funkcji powierzchni odpowiedzi, ktora stanowi matematyczny opis ba-
danego problemu.

1.1. Rys historyczny metod planowania eksperymentéw

Poczatki teorii planowania eksperymentéw sa powigzane ze wzrostem zna-
czenia wlasciwego przygotowania i przeprowadzenia do§wiadczen, ktoére umoz-
liwialy poznanie zachodzacych zjawisk w przyrodzie. W XVI wieku filozof
F. Bacon (1561-1628) podjat pierwsze rozwazania dotyczace zasad realizacji



doswiadczen. Zauwazyt, ze na warto§¢ poznawcza eksperymentu wptywa swia-
dome i celowe przeprowadzenie doswiadczen, a eksperyment powinien by¢ reali-
zowany zgodnie z ustalonym schematem. Ponadto wskazal zasady eksperymentu
krzyzowego (tac. experimentum crucis), ktory prowadzit do rozstrzygnigcia po-
migdzy dwoma réznymi wynikami realizacji doswiadczen (Leciejewski, 2013).
Rozwazania F. Bacona staly sie¢ podstawami teorii indukcji eliminacyjnej, ktora
zostata formalnie skodyfikowana przez J.S. Milla (1806-1873) w 1843 roku
w ksigzce System logiki. Sformutowat on schematy wnioskowania indukcyjnego
(tzw. kanony), w ktorych rozwazat miedzy innymi przyczyny (okolicznosci)
wystepowania badanego zjawiska w roznych przypadkach. Mozna przyjaé, ze
J.S. Mill podjat probe sformutowania pierwszych planéw eksperymentow uwzgled-
niajacych wptyw jednego czynnika na rezultat doswiadczenia (Wawrzynek, 2009).

Wiasciwy poczatek rozwoju metod planowania eksperymentéw datuje si¢ na
lata 20. i 30. XX wieku. To wtedy R.A. Fisher (1890-1962) pracowat w Rotham-
sted Agricultural Experimental Station w okolicach Londynu, gdzie byt odpo-
wiedzialny za opracowanie danych zebranych w doswiadczeniach polowych.
Podczas analizy obszernych zbiorow danych R.A. Fisher zauwazyt, ze nieprawi-
dlowosci w sposobie przeprowadzenia eksperymentu utrudniajg analiz¢ zebranych
danych (Montgomery, 2013). W 1925 roku R.A. Fisher opublikowat prace Statisti-
cal Methods for Research Workers, w ktorej zaprezentowal metody statystyczne
pozwalajace na analize danych pochodzacych z przeprowadzonych doswiadczen
rolniczych. W szczegolnosci przedstawit metode analizy wariancji (analysis of
variance, ANOVA), ktora pdzniej stala si¢ podstawowa metoda stosowang
w celu analizy wynikow eksperymentu. Przez kolejne lata R.A. Fisher w dal-
szym ciggu zajmowal si¢ rozwazaniami zwigzanymi z wykorzystaniem metod
statystycznych w doswiadczeniach rolniczych oraz formutowat zasady przepro-
wadzania tych doswiadczen. Efektem jego badan byla publikacja zatytutowana
The Design of Experiments, wydana w 1935 roku. W pracy tej, bedacej niejako
wprowadzeniem do teorii planowania eksperymentow, R.A. Fisher przedstawit
przyktad eksperymentu obecnie nazywanego The Lady Tasting Tea. Inspiracja
do przeprowadzenia tego eksperymentu bylo stwierdzenie pewnej kobiety
(W rzeczywistosci znajomej R.A. Fishera z Rothamsted — Mauriel Bristol), ktora
uwazala, ze na podstawie smaku angielskiej herbaty z mlekiem potrafi rozpo-
znac¢ sposob jej przygotowania i wskazaé co w pierwszej kolejnosci wlano do
filizanki: mleko czy herbate. R.A. Fisher zaproponowat eksperyment, ktory pozwoli
sprawdzi¢ czy stwierdzenie kobiety jest prawdziwe. Przygotowano 8 filizanek
herbaty z mlekiem: do czterech w pierwszej kolejnosci wlano mleko, a do pozo-
statych czterech jako pierwsza wlano herbate. Filizanki z przygotowana herbata
podawano w losowej kolejnosci, a kobieta na podstawie smaku wskazywata czy
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do filizanki w pierwszej kolejnosci wlano mleko czy herbate. R.A. Fisher przed-
stawil obszerne objasnienia eksperymentu z uwzglednieniem jego wszystkich
mozliwych rezultatéow i ich prawdopodobienstw, ale rzeczywiste wyniki prze-
prowadzonego eksperymentu nie zostaty opublikowane (Fisher, 1935; Salsburg,
2001). Warto nadmieni¢, ze wlasnie w kontekscie eksperymentu The Lady Tasting
Tea pojawia si¢ pojecie hipotezy zerowej, o ktorej R.A. Fisher napisat, ze jest to
hipoteza, ktorej nigdy nie mozna przyja¢ ani udowodni¢, jedynie na podstawie
przeprowadzonego eksperymentu mozna jg odrzuci¢. Co wigcej, stwierdzit na-
wet, ze eksperymenty sa przeprowadzane tylko po to, aby mozna byto odrzuci¢
hipoteze zerowa (Fisher, 1935). Pozostale rozwazania zawarte w The Design of
Experiments dotycza analizy eksperymentéw zwigzanych z doswiadczeniami
polowymi. R.A. Fisher badat wplyw miedzy innymi $wiatta stonecznego, rodza-
ju gleby, temperatury, obecnosci zwigzkéw chemicznych, dawkowania nawozu
i ilo$ci nawodnienia na wielko$¢ plonéw odmian réznych roslin uprawnych.
Badania te byly przeprowadzane zgodnie z odpowiednim schematem, ktory za-
zwyczaj byl ustalony na podstawie wnikliwej analizy aspektow i okoliczno$ci,
w jakich beda realizowane doswiadczenia. R.A. Fisher dzielit teren, na ktorym
zamierzal przeprowadzi¢ eksperyment, na mniejsze, w miar¢ mozliwosci jedno-
rodne czesci, ktére nazywat blokami. Nastepnie kazdy z blokéw dzielit na taka
samg liczbg mniejszych poletek, ktérym w sposob losowy przypisywat rozwaza-
ny zabieg (np. rodzaj nawozu, wielko$¢ nawodnienia). Tym samym wprowadzit
zasade tworzenia blokow i randomizacji w procedurze eksperymentu. Ponadto
dopuszczat réwniez mozliwos$¢ replikacji eksperymentu, czyli jego powtdrnej
realizacji. Wyniki przeprowadzonych do$wiadczen podlegaty analizie z wyko-
rzystaniem metod statystyki matematycznej, w szczegdlnosci analizy wariancji.
Fisher przedstawit wowczas rowniez schematy przeprowadzenia i analizy kwadratu
tacinskiego, planu blokow randomizowanych oraz eksperymentu jednoczynni-
kowego (Fisher, 1935). Przytoczone, dwie najwazniejsze publikacje R.A. Fishera
przyczynity si¢ do rozwoju metod statystycznych oraz daty poczatek teorii pla-
nowania eksperymentow.

Na poczatku lat 20. XX wieku w Panstwowym Naukowym Instytucie Rol-
niczym w Bydgoszczy jako starszy asystent statystyki zostal zatrudniony
J. Sptawa-Neyman. W tym czasie intensywnie zajmowat si¢ metodami staty-
stycznymi i ich zastosowaniem w doswiadczeniach rolniczych. Jednym z pierw-
szych efektow przeprowadzonych przez niego badan byta, wydana w 1923 roku
w Rocznikach Nauk Rolniczych, praca zatytutowana Proba uzasadnienia zasto-
sowan rachunku prawdopodobienstwa do doswiadczen polowych. J. Sptawa-
-Neyman przedstawil mozliwos¢ analizy wynikéw doswiadczen rolniczych z wy-
korzystaniem teorii rachunku prawdopodobienstwa, wprowadzajgc randomizacje,
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czyli losowy dobor odmian zboza i poletek, oraz okreslajac prawdziwa wielkosc¢
plonow jako warto$¢ oczekiwang zmiennej losowej (Bednarski, 2013). Na pod-
stawie prac z zakresu do§wiadczalnictwa rolniczego J. Sptawa-Neyman otrzymat
w 1924 roku tytul doktora nauk matematycznych (Krzysko i in., red., 2018).
W kolejnych latach udoskonalit swoje podejscie probabilistyczne w teorii ekspe-
rymentow i zaprezentowal je w formie wyktadu pod tytutem Statistical Problems
in Agricultural Experimentation, na posiedzeniu Sekcji Badawczej Przemystu
i Rolnictwa Krélewskiego Towarzystwa Statystycznego w 1935 roku. Prezenta-
cji wystuchat rowniez R.A. Fisher, ktory nie zgadzat si¢ z teoria zaprezentowana
przez J. Sptawe-Neymana (Lenhard, 2006). Mimo polemiki R.A. Fishera, model
probabilistyczny J. Sptawy-Neymana, ktory postuzyt do analizy doswiadczen
rolniczych, zostal powszechnie doceniony i stal si¢ swego rodzaju podstawa
statystycznej analizy przyczynowosci (Bednarski, 2013). Warto zaznaczy¢, ze
praca J. Sptawy-Neymana z 1923 roku zostata przettumaczona na jezyk angielski
i opublikowana w ,,Statistical Science” dopiero w 1990 roku przez D.M. Dabrow-
ska 1 T.P. Speeda (1990), wowczas potwierdzono, ze to J. Sptawa-Neyman jako
pierwszy w sposob formalny przedstawit pojecie randomizacji w doswiadcze-
niach rolniczych.

W latach 30. i 40. XX wieku nastapit rozw9j teorii planowania eksperymen-
tow zaproponowanych przez R.A. Fishera, w ktorych kolumny (bloki), wiersze
(poletka) i zabiegi byly uwzgledniane jako poszczegdlne czynniki. Opracowano
procedury takich planow eksperymentow, jak: zrownowazone bloki niekomplet-
ne, kwadrat Youdena czy ulamkowe eksperymenty czynnikowe. Pojawialy sie
wowczas pierwsze zastosowania planéw eksperymentow czynnikowych w pro-
cesach produkcyjnych, a szczegolne znaczenie praktyczne zyskiwaty utamkowe
plany eksperymentéw czynnikowych, ktore pozwalaty na redukcje liczby wy-
maganych do$wiadczen (Wawrzynek, 2009).

Wiasciwy rozwdj teorii i zastosowan metod planowania eksperymentow
w przemysle rozpoczat si¢ w latach 50. XX wieku. Wowczas zwrocono uwage
na réznice pomiedzy doswiadczeniami przeprowadzanymi w badaniach przemy-
stowych a tradycyjnymi doswiadczeniami rolniczymi. Zauwazono, ze w doswiad-
czeniach przemystowych niemal natychmiast mozliwe jest uzyskanie wartosci
zmiennej wynikowej. Ponadto stwierdzono, ze na podstawie wynikow niewiel-
kiej liczby przeprowadzonych dos§wiadczen mozna sformutowaé wnioski, ktore
pozwola na wilasciwe zaprojektowanie kolejnego eksperymentu. Autorami tych
stwierdzen byli G.E.P. Box i K.G. Wilson, ktérzy w 1951 roku przedstawili
koncepcje metodologii funkcji powierzchni odpowiedzi (Box, Wilson, 1951;
Montgomery, 2013). Elementy metodologii funkcji powierzchni odpowiedzi zo-
staty rozszerzone przez J. Kiefera i J. Wolfowitza (1959, 1960), ktorzy przed-
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stawili formalne podstawy teorii planow optymalnych. Zostaty wowczas sformu-
lowane kryteria optymalno$ci, majace wazne interpretacje statystyczne, oraz
algorytmy i twierdzenia pozwalajace na wyznaczenie planéw optymalnych. Me-
todologia funkcji powierzchni odpowiedzi oraz teoria planow optymalnych
przyczynity si¢ do licznych zastosowan planowania eksperymentéw w praktyce
przedsigbiorstw produkcyjnych, glownie w obszarach badawczo-rozwojowych

(Montgomery, 2013).

Dynamiczny rozw6j wykorzystania metod planowania eksperymentow

w projektowaniu procesow produkcyjnych zwiazany jest z dziatalno$cia badaw-

czg G. Taguchiego. Jego badania miaty istotny wptyw na spektakularny sukces

w zakresie jako$ci osiagniety przez Japonczykéw w latach 70. XX wieku.

G. Taguchi odkryl, Ze wykorzystanie metod statystycznych na etapie konstrukcji

wyrobu lub ushugi oraz w trakcie projektowania przebiegu procesu produkcji

przyczynia si¢ do zmniejszenia kosztow zwigzanych z jakoscia (Konczak, 2007).

System metod opracowanych przez G. Taguchiego (tzw. metodologia Taguchie-

go) pozwalal na okreslenie optymalnych parametrow jakosciowych wyrobu,

ktére zapewnialy wytworzenie produktu o ustalonych specyfikacjach. Metodo-
logie Taguchiego mozna przedstawi¢ w postaci ponizszych postulatow (Waw-

rzynek, 2009):

1. Jakos$¢ produktu jest mierzona wielkoscig catkowitej straty spotecznej spo-
wodowanej przez ten produkt.

2. Ciagte doskonalenie jakosci i obnizka kosztow sg niezbednym warunkiem
dobrej kondycji przedsigbiorstwa dzialajacego w warunkach konkurencji
ekonomicznej.

3. Ciagte doskonalenie jakosci polega na systematycznym zmniejszaniu zmien-
nosci cech produktu oraz stabilizacji zachowania si¢ procesu w odniesieniu
do wartosci docelowych lub pozadanych.

4. Strata spoleczna spowodowana zmiennoscig jest czgsto proporcjonalna do
kwadratu odchylenia charakterystyki jako$ciowej od wartosci docelowej lub
pozadane;j.

5. Projektowanie produktu i procesu ma istotny wplyw na jako$¢ produktu i na
koszty.

6. Zmienno$¢ cech produktu moze by¢ zredukowana dzieki wykorzystaniu
efektow nieliniowych pomiedzy parametrami procesu lub produktu a poza-
danymi charakterystykami jako$ciowymi produktu.

7. Zbior wartosci parametrow procesu lub produktu redukujgcy zmiennos¢ cech
produktu mozna wyznaczy¢ metoda planowania eksperymentow.

W swojej koncepcji G. Taguchi zalecat stosowanie utamkowych planéw ekspe-

rymentow czynnikowych oraz planow, ktorych konstrukcja opiera si¢ na wyko-
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rzystaniu odpowiednich tablic ortogonalnych. Plany te pozwalaly na uzyskanie
optymalnej jakosci produktu przy jednoczesnym zmniejszeniu kosztow badania.

Skutecznos¢ metod zaproponowanych przez G. Taguchiego przyczynita si¢
do wzrostu zainteresowania metodami planowania eksperymentéw zaré6wno wsrod
teoretykow, jak i praktykéw. Metody planowania eksperymentow z powodze-
niem zostaly zaimplementowane w praktyce przedsiebiorstw produkcyjnych
zwigzanych migdzy innymi z przemystem motoryzacyjnym, elektronicznym i lotni-
czym. Ponadto na metody planowania eksperymentéw zwrocili uwagg roéwniez
zarzadzajacy przedsigbiorstwami, w ktorych dotychczas korzystano z tych me-
tod w niewielkim stopniu (Montgomery, 2013). Proces ten spowodowat poja-
wienie si¢ nowych i uzytecznych propozycji konstrukcji planéow eksperymentow.
Ponadto rozwoj technologiczny oraz systematycznie rosngca moc obliczeniowa
komputerow pozwolily na wdrozenie specjalistycznego oprogramowania, ktore
umozliwito konstrukcje planow eksperymentu oraz analize¢ jego wynikow (Mont-
gomery, 2013).

Metodologia planowania eksperymentow, ktora ugruntowata swoja pozycje
w rolnictwie i przemysle, przenikngta do innych dziedzin nauki. Zastosowanie
planowania eksperymentow w medycynie, farmacji, biologii, biotechnologii, ge-
netyce, chemii i fizyce bylo nastepstwem wykorzystania planowania ekspery-
mentow w doswiadczalnictwie rolniczym (Dean i in., 2015). Sukces plandéw
eksperymentow na etapie projektowania procesu produkcyjnego sktonit prakty-
kéw do przeniesienia tych metod w inne obszary zastosowan. Z powodzeniem
podjeto proby wykorzystania planéw eksperymentdéw w zagadnieniach zwigza-
nych z marketingiem oraz sektorem ustug finansowych (Montgomery, 2013;
Dean i in., 2015).

1.2. Procedura planowania eksperymentow
w toku procesu produkcyjnego

Dynamiczny rozwdj technologiczny, masowa produkcja oraz szeroka do-
stepnos¢ towarow 1 ustug spowodowaly, ze dla klienta czynnikiem, ktory decy-
duje o wyborze produktu lub ustugi, jest wysoka jakos¢. Przedsigbiorstwa nieu-
stannie dgzg do uzyskania przewagi konkurencyjnej, ktéra uwarunkowana jest
migdzy innymi systematycznym podnoszeniem jakosci oferowanych wyrobow
lub ustug. Proces doskonalenia jakoSci jest procesem cigglym i wigze si¢ z wdro-
zeniem w firmie systemu zarzadzania jakoscig. Obok sformalizowanych syste-
mow jakosci ISO 9001, do nowoczesnych koncepcji zarzadzania jakoscig nale-
7a: kompleksowe zarzadzanie jakoscig (TQM — Total Quality Management) oraz
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Six Sigma. Zaré6wno w koncepcji TQM, jak i w metodologii Six Sigma przyjmu-
je sie, ze wysoka jako$¢ produktu lub ustugi jest zwigzana z zastosowaniem
metod statystycznych w trakcie monitorowania procesu produkcyjnego oraz na
etapie jego projektowania (Konarzewska-Gubata, red., 2003; Konczak, 2007
Wawrzynek, 2009).

Do metod statystycznych wykorzystywanych w monitorowaniu jakosci
procesu produkcyjnego zalicza si¢ 7 narzedzi statystyczno-logicznych (Konczak,
2007; Wawrzynek, 2009): diagram przeptywu, arkusz analityczny, diagram przy-
czynowo-skutkowy (diagram Ishikawy), wykres Pareto, histogram, diagram kore-
lacyjny, karte kontrolng. WWymienione metody statystycznego sterowania procesem
sa metodami pasywnymi, ktore dostarczaja informacji o przebiegu biezacego
procesu produkcyjnego. Najczesciej metody pasywne utozsamia si¢ z kartami
kontrolnymi Shewharta, ktore pozwalaja zidentyfikowa¢ rozregulowania wyste-
pujace w trakcie procesu (Konczak, 2007). Metoda aktywng w statystycznej
kontroli jako$ci jest planowanie eksperymentow, ktore moze by¢ stosowane
przed rozpoczgciem procesu produkcyjnego lub w trakcie jego trwania (Waw-
rzynek, 2009).

Wilasciwe zrozumienie i zastosowanie metody planowania eksperymentoéw
wigze si¢ z odpowiednim postrzeganiem ztozono$ci procesu produkcyjnego.
Pojecie procesu produkcyjnego mozna utozsamia¢ z zespotem maszyn, proce-
dur, metod, ludzi i zasobow, ktorych dzialania pozwalaja na przeksztalcenie
warto$ci wejsciowych (inputs) w produkt o okreslonych charakterystykach, ktore
w kontekscie planowania eksperymentéw moga by¢ nazywane warto$ciami wyj-
sciowymi (output) lub odpowiedzig (response) (Montgomery, 2013). Na proces
produkcyjny moga oddziatywaé dwa rodzaje czynnikow: kontrolowane (control-
lable factors) i niekontrolowane (uncontrollable factors). Czynniki kontrolowa-
ne pozwalaja na zmiany ich warto$ci w trakcie przeprowadzania eksperymentu
oraz maja znaczacy wpltyw na charakterystyke procesu produkcyjnego. Modyfi-
kacje czynnikow niekontrolowanych w trakcie eksperymentu sg bardzo trudne
lub niemozliwe. Schemat procesu produkcyjnego przedstawia rysunek 1.1.

Jednym z zadan stawianych przed planowaniem eksperymentow jest ogra-
niczenie wplywu czynnikéw niekontrolowanych (zaktocajacych) na przebieg
procesu produkcyjnego. Zazwyczaj przyjmuje si¢, ze czynniki niekontrolowane
zmieniajg si¢ w sposob losowy (Wawrzynek, 2009). Jezeli czynniki niekontro-
lowane zmieniaja si¢ nielosowo, to wyniki przeprowadzonego eksperymentu mo-
ga ulega¢ zakldceniom, a pojawiajace si¢ nieprawidtowos$ci negatywnie wpltywa-
ja na rezultaty procesu produkcyjnego. W celu redukeji oddzialtywania na wyniki
czynnikow niekontrolowanych, w trakcie realizacji eksperymentu wykorzystuje
si¢ trzy metody postepowania: randomizacje, tworzenie blokow i replikacje do-
swiadczen (Montgomery, 2013).
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Rysunek 1.1. Schemat procesu produkcyjnego

Zrodto: Opracowanie whasne na podstawie: Montgomery (2013).

Przyjmuje sig, ze pojecie randomizacji zostalo wprowadzone w metodologii
planowania eksperymentéw przez R.A. Fishera, ktory uwazal, ze poprawne
przeprowadzenie eksperymentu bez wprowadzenia randomizacji nie jest mozli-
we. Randomizacja polega na losowym przyporzadkowaniu ustawien poziomow
czynnikdéw w kolejnych doswiadczeniach, jak rowniez na losowej kolejnosci
realizacji poszczegolnych doswiadczen. Poprawna randomizacja zastosowana
w eksperymencie pozwala na ograniczenie efektu wptywu czynnikéw zaklocaja-
cych, ktore moga oddziatywa¢ na badany proces. Warto doda¢, ze w praktyce
mozna napotka¢ sytuacje, w ktorych wlasciwe wprowadzenie randomizacji
w eksperymencie nie jest mozliwe lub jest nieuzasadnione (np. ze wzgledu na
koszty czy czas realizacji eksperymentu) (Antony, 2003; Montgomery, 2013).

Replikacja polega na niezaleznym powtarzaniu kazdego z do$wiadczen
w eksperymencie z uwzglednieniem zasady randomizacji (Montgomery, 2013).
Uwzglednienie replikacji w procedurze eksperymentu ma dwie wazne zalety:
pozwala na oszacowanie wartosci btedu losowego eksperymentu oraz umozliwia
uzyskanie wigkszej precyzji oszacowania badanej charakterystyki procesu lub
efektu czynnika (Antony, 2003). W praktyce nalezy dostrzec réznic¢ pomig¢dzy
wielokrotnymi pomiarami (repeated measurements) a replikacja eksperymentu.
Wielokrotne pomiary w eksperymencie polegaja na kolejnych powtdrzeniach
pomiaru dla ustalonych warto$ci czynnikow, natomiast replikacja prowadzi do
powtdrzenia calego eksperymentu (Ryan, 2007).

Tworzenie blokéw utozsamiane jest z podziatem jednostek doswiadczal-
nych w taki sposdb, aby w poszczegdlnych grupach obiekty byly mozliwie jed-
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norodne. W eksperymentach zwigzanych z procesem produkcji blok moze obej-

mowac¢ do$wiadczenia przeprowadzane dla ustalonej partii produktow lub przez

ustalonego operatora maszyny. Podobnie jak w przypadku randomizacji, celem
tworzenia blokow w eksperymencie jest eliminacja niepozadanego wplywu czyn-
nikow zaktocajacych na wyniki do§wiadczen.

Wdrozenie metod statystycznej kontroli jakosci w praktyce przedsiebiorstw
produkcyjnych jest $cisle zwigzane z wlasciwym przygotowaniem metodolo-
gicznym pracownikow. W szczegdlnosci metody planowania eksperymentow
wymagaja od eksperymentatora nie tylko znajomosci szeroko pojetych metod
statystycznych, ale rowniez odpowiedniej wiedzy dotyczace]j specyfikacji bada-
nego procesu produkcyjnego. J. Antony (2003) wsrod umiejetnosci osob odpo-
wiedzialnych za wlasciwe przeprowadzenie eksperymentu w przedsigbiorstwach
produkcyjnych wymienia:

e umiejetnos¢ planowania (planning skill), ktora odnosi si¢ nie tylko do zapro-
jektowania eksperymentu, ale réwniez polega na uwzglgdnieniu liczby osob,
czasu i kosztow zwigzanych z realizacja eksperymentu,

e umiejetnosci statystyczne (Statistical skills), czyli znajomo$¢ metod statystycz-
nych niezbgdnych do realizacji eksperymentu oraz analizy jego wynikow,

e umiejetnos¢ pracy w zespole (teamwork skill), ktora gwarantuje wspotprace
i komunikacje pomigdzy osobami odpowiedzialnymi za przebieg procesu pro-
dukcyjnego, czego efektem powinno by¢ wlasciwe przygotowanie i realizacja
eksperymentu,

e umiejetnosci inzynierskie (engineering skills) obejmujace znajomo$¢ specy-
fikacji badanego procesu produkcyjnego, ktore pozwalajg na wtasciwe okre-
$lenie czynnikéw uwzglednianych w eksperymencie.

Gltéwnym celem wdrozenia metod planowania eksperymentow w praktyce
przedsigbiorstw produkcyjnych jest doskonalenie jako$ci oferowanych wyro-
bow. Cele szczegdlowe metod planowania eksperymentow mozna sformutowac
nastepujaco (Wawrzynek, 2009; Montgomery, 2013):

e okreslenie, ktory z czynnikow kontrolowanych ma najwigkszy wplyw na war-
tosci zmiennej wynikowej;

o okreslenie takich wartosci czynnikow, dla ktérych zmienna wynikowa osiaga
pozadang wartosc;

e okreslenie wartoéci czynnikow, dla ktorych zmienna objasniana charaktery-
Zuje si¢ najmniejsza zmiennoscia;

o okreslenie poziomow czynnikéw kontrolowanych tak, aby mozliwe bylto
wyeliminowanie wpltywu czynnikow niekontrolowanych na zmienng wyni-
kowa.
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Planowanie eksperymentow jest procedurg ztozong. Efektywne zastosowa-
nie narzedzia planowania eksperymentdw jest uwarunkowane postgpowaniem
zgodnie z okreslonym schematem, ktoéry mozna przedstawi¢ w nastgpujacych
etapach (Montgomery, 2009, 2013; Wawrzynek 2009):

Identyfikacja i sformutowanie problemu.
Wybdr czynnikow i okreslenie ich poziomow.
Okreslenie zmiennej wynikowej.
Wybdr odpowiedniego planu eksperymentu.
Realizacja eksperymentu.
Analiza otrzymanych wynikow.
Whioski i zalecenia.
Pierwszy etap planowania eksperymentow, czyli identyfikacja i sformuto-
wanie problemu, polega na okresleniu wszystkich aspektow, okolicznosci i po-
tencjalnych celow eksperymentu. W praktyce etap ten jest jednym z trudniej-
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szych, poniewaz odpowiednie sformulowanie problemu wymaga wnikliwego
zrozumienia istoty badanego procesu (zjawiska). Jezeli rozwazany problem zo-
stanie wlasciwie zidentyfikowany, to rezultaty przeprowadzonego eksperymentu
beda stanowi¢ jego wiarygodne rozwigzanie. W zwiazku z tym eksperymentator
powinien dokona¢ wszechstronnej analizy procesu. Wowczas niezbgdna jest
wspotpraca i komunikacja pomiedzy dziatami przedsigbiorstwa zwigzanymi z inzy-
nierig, kontrola jako$ci, marketingiem, zarzadzaniem i produkcja. Ponadto nale-
zy uwzglednic¢ zalecenia o0sob, ktore bezposrednio sg odpowiedzialne za proces
produkcyjny (np. operatorzy maszyn, pracownicy linii produkcyjnej). Kluczowy
wktad w identyfikacje problemu moze mie¢ rowniez opinia lub wymagania sfor-
mutowane przez klienta.

Zazwyczaj zbior czynnikow, ktore maja potencjalny wptyw na wyniki ba-
danego procesu jest liczny. Wowczas czynniki uwzglednione w eksperymencie
nalezy odpowiednio sklasyfikowaé. Jednym ze sposoboéw podziatu zbioru czyn-
nikéw rozwazanych w eksperymencie jest ich podzial na czynniki planu, czyn-
niki ustalone na stalym poziomie oraz czynniki o mozliwie réznym poziomie.
Przy czym zaklada si¢, ze czynniki na stalym i mozliwie réznym poziomie majg
niewielki wplyw na zmienng wynikowa. Najczgsciej jednak wykorzystuje si¢
podziat czynnikéw uwzglednianych w eksperymencie na czynniki kontrolowane
i niekontrolowane (zakldcajace). Poziomy czynnikow kontrolowanych moga by¢
indywidualnie ustalane i zmieniane przez eksperymentatora (np. wybor partii
produktu, rodzaj materiatu, wybor operatora maszyny). Natomiast eksperymen-
tator nie ma bezposredniego wptywu na poziomy czynnikéw niekontrolowanych.
Odpowiedni wybor czynnikow, ktore zostang uwzglednione w eksperymencie
jest zasadniczym etapem w procedurze planowania eksperymentéw. Polega on
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rowniez na ustaleniu zakresu zmienno$ci czynnikow oraz okresleniu dopusz-
czalnej liczby ich poziomdéw. Stad wybor czynnikdéw wymaga odpowiedniego
poziomu wiedzy merytorycznej na temat badanego procesu oraz wiedzy teore-
tycznej dotyczacej planowania eksperymentow.

Trzeci etap planowania eksperymentéw to wybor zmiennej objasnianej,
ktéra najlepiej charakteryzuje badany proces produkcyjny. Zadaniem ekspery-
mentatora jest ustalenie zmiennej wynikowej, ktora bedzie dostarcza¢ uzytecz-
nych i istotnych informacji o badanym procesie. W wielu przypadkach zmienna
wynikowa jest wartoscig $rednig lub odchyleniem standardowym poszczegoélnych
pomiaré6w zmiennej objasnianej. Ponadto dopuszczalne jest okreslenie zbioru
zmiennych objasnianych.

Jezeli trzy pierwsze etapy procedury planowania eksperymentow zostaty
zrealizowane prawidlowo, to zasadniczo wybor wiasciwego planu eksperymentu
nie powinien sprawia¢ trudnosci. Wybor planu eksperymentu polega na ustale-
niu liczby poszczegdlnych doswiadczen oraz ich kolejnosci. W zwigzku z tym
nalezy okresli¢ liczbe replikacji do§wiadczen oraz ich randomizacj¢. Przy czym
reguly randomizacji powinny uwzglednia¢ ewentualne tworzenie blokow oraz
sekwencji realizowanych do$wiadczen. Warto zauwazy¢, ze wazng rolg przy
wyborze planu eksperymentu odgrywa réwniez ustalony cel eksperymentu.

Realizacja eksperymentu polega na przeprowadzeniu kolejnych do§wiadczen
zgodnie z przyjetym planem eksperymentu. Etap ten wymaga od eksperymenta-
tora uwaznego monitorowania przebiegu eksperymentu. Wystapienie ewentual-
nych niezgodno$ci podczas realizacji poszczegolnych doswiadczen zazwyczaj
prowadzi do utraty wazno$ci wynikéw lub do sformutowania niewlasciwych
zalecen dla analizowanego procesu produkcyjnego.

Obiektywna analiza wynikéw zrealizowanego eksperymentu jest mozliwa
dzigki wykorzystaniu odpowiednich metod statystycznych. Najczesciej analiza
rezultatow eksperymentu sprowadza si¢ do zastosowania estymacji przedzialowej
oraz weryfikacji hipotez statystycznych. Ponadto w ramach analizy wynikow eks-
perymentu mozliwe jest oszacowanie i ocena postaci modelu statystycznego, ktory
opisuje zwigzek pomigdzy zmienng objasniang a czynnikami. Niejednokrotnie
waznym uzupelnieniem wymienionych metod analizy i interpretacji wynikow
eksperymentu jest odpowiednia prezentacja graficzna otrzymanych rezultatow.

Wiasciwie przygotowany i zrealizowany eksperyment, w polaczeniu z ana-
lizg statystyczng jego wynikow, prowadzi do sformutowania wnioskow i zalecen
dla badanego procesu. Ostatni etap schematu planowania eksperymentow zawiera
zalecenia praktyczne, ktore powinny dotyczy¢ ulepszenia juz istniejgcych proce-
dur produkcji lub sformutowania propozycji nowych rozwigzan technologicz-
nych dla badanego procesu produkcyjnego.
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Planowanie eksperymentow w praktyce przedsigbiorstw produkcyjnych
stosowane jest przede wszystkim w projektowaniu i konstrukcji nowych wyro-
boéw oraz w modernizacji produktéw juz wytwarzanych. W literaturze (Mont-
gomery, 2009) wyroznia si¢ nastepujace korzysci wynikajace z zastosowania
planowania eksperymentéw w badaniach przemystowych:

e dobor odpowiednich materiatéw i surowcow;

¢ wskazanie najlepszego wyrobu sposrod jego roznych prototypdw;

e mozliwos¢ ustalenia poziomoéw czynnikdéw tak, aby zminimalizowaé rozpro-
szenie wielko$ci wyjsciowych 1 zapewni¢ odpowiednig doktadnos¢;

o redukcja czasu wprowadzenia nowego wyrobu do produkcji;

e usprawnienie procesu produkcji oraz zwigkszenie produktywnosci;

e poprawa niezawodnosci produktu;

e obnizenie kosztoéw ogbélnych procesu.

Wykorzystanie narzedzia planowania eksperymentow zazwyczaj nie poO-
winno si¢ ogranicza¢ do przeprowadzenia pojedynczego i obszernego ekspery-
mentu. Eksperymentowanie jest procedurg ztozong i ma charakter iteracyjny, co
oznacza, ze na podstawie przeprowadzonego eksperymentu formulowane sa
hipotezy, ktore stajg si¢ podstawa do zaprojektowania i realizacji kolejnych do-
$wiadczen (Montgomery, 2009). Wlasciwe zaplanowanie i realizacja ekspery-
mentéw pozwalaja na poglebienie wiedzy dotyczacej badanego procesu oraz
prowadzi do jego cigglego doskonalenia. Stad mozna stwierdzi¢, ze narzedzie
planowania eksperymentow jest wysoce uzyteczne i niezbedne w praktyce przed-
siebiorstw produkcyjnych.

1.3. Podstawy teoretyczne planowania eksperymentow

W celu wdrozenia metodologii planowania eksperymentow, zarowno w prak-
tyce przedsigbiorstw produkcyjnych, jak i w innych obszarach zastosowan, nie-
zbedne jest wprowadzenie odpowiedniego zapisu formalnego. Ponadto usyste-
matyzowanie poszczegélnych poje¢ prowadzi do zrozumienia ogdlnych zasad
i metod wykorzystywanych w planowaniu eksperymentow.

Niniejsze rozwazania beda dotyczy¢ eksperymentu polegajacego na bada-
niu wptywu zbioru zmiennych objasniajacych X, X,,...., X, na zmienng obja-
$niang Y. Zmienne objasniajace, w kontekscie planowania eksperymentow, za-
ZwWyczaj nazywane sg czynnikami lub zmiennymi wejsciowymi. Natomiast
zmienna objasniana okres§lana jest rowniez jako zmienna wynikowa lub wyj-
sciowa. Eksperyment obejmuje cigg n kolejnych do$wiadczen. Przy czym przez
doswiadczenie nalezy rozumie¢ uzyskanie pojedynczej obserwacji kazdej zmien-
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nej objasnianej, przy jednoczesnej obserwacji wartosci (stanow) poszczegolnych
zmiennych objasniajacych.

Zmienne wejsciowe X, X,,...., X przyjmuja wartosci odpowiednio ze zbio-
row X, X,,...., X, . Obszarem eksperymentowania nazywany jest zbior D, kto-
rego elementami sg punkty X =(X;,%,,...,X,), gdzie x € X;,i=12,..,m.

Plan eksperymentu obejmujacy n do§wiadczen stanowi zbior postaci:
P, ={X0, X500 X} (1.1)

gdzie X, = (X, Xy, %) € Dg, dla 1=1,2,...,n. Elementy planu eksperymentu P,

jednoznacznie okreslaja poziomy czynnikow w poszczegdlnych doswiadcze-
niach. Ponadto dopuszcza si¢, ze X, =X, dla i#jorazi, j=12,..n.0znacza

to, ze mozliwe jest przeprowadzenie wiecej niz jednego doswiadczenia w danym
punkcie obszaru eksperymentowania. Warto$¢ indeksu dolnego elementu planu
eksperymentu nie determinuje kolejnosci realizacji poszczegdlnych do§wiadczen
w eksperymencie, informuje jedynie o tym, ze jedno z do§wiadczen jest realizo-
wane w danym punkcie obszaru eksperymentowania. Kolejnos¢ doswiadczen
jest ustalana zgodnie z przyjetymi przez eksperymentatora regutami randomizacji
(Wawrzynek, 1993). Zatem nalezy zauwazy¢, ze plan eksperymentu, ktory jest
dowolng permutacja elementow planu P, moze by¢ utozsamiany z planem P, .
Co wigcej, kazdy plan eksperymentu P, definiuje odpowiadajagcg mu macierz

planu postaci:

Xi1 Xz Xm1

X X X
X = | 12 .22 m2

Xin  Xon oo Xun

Zachodzi rowniez zalezno$¢ odwrotna moéowiaca, ze dowolna macierz planu X
definiuje odpowiadajacy jej plan eksperymentu (Wawrzynek, 2009).

Zazwyczaj badania eksperymentalne polegajg na analizie wptywu pewnej
liczby czynnikéw kontrolowanych (nielosowych) X, X,,...., X, na zmienng wy-
nikowg Y. Wiadomo réwniez, Zze na zmienng wyjsciowg Y moga wptywac czyn-
niki niekontrolowane (losowe). Wowczas rozwazang zalezno$¢ mozna przed-

stawi¢ w postaci modelu statystycznego okreslonego rownaniem (Wawrzynek,
2009):

Y (X Xphee oy X)) =YX, Xy, X )+ 6 (1.2)
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gdzie EY (X, Xy, X,,) = Y(X;, X,y X,,), E&=0 0raz Ve =, przy czym
o’ jest wielko$cig stala, niezalezng od warto$ci poszczegdlnych czynnikow.
Przedmiotem badania statystycznego jest funkcja y(X,, X,,...., X,,), nazy-

wana funkcja powierzchni odpowiedzi lub po prostu powierzchnig odpowiedzi.
Argumentami funkcji powierzchni odpowiedzi sg realizacje m nielosowych
zmiennych (czynnikow) X, X,,...., X, .. W n wybranych punktach obszaru eks-

perymentowania D mozna obserwowaé warto$ci zmiennej objasnianej postaci:

Y, = Y(X, Xy Xp) + &, dla i=1,2,...,0. (1.3)

W rozwazaniach przyjmuje si¢, ze (Wawrzynek, 2009):
Eg =0
Vg =0’ (1.4)
cov(g,g;)=0, i=j, 1,j=L2...,n

Ponadto zakltada si¢, ze nieznana funkcja powierzchni odpowiedzi y(X,X,,....,X;)

vy Ay

nalezy do klasy funkcji postaci:

YOG Xgseees X By By s ) =
=L (XX, X)) et B B (X X e X))

gdzie f3,p,,..., 5, sa nieznanymi rzeczywistymi parametrami, natomiast funkcje

(L5)

(%, %,....,x,), dla j=12,... .k sg znane. Rownanie (1.5) mozna przedstawi¢

W postaci:
y=FB+g, (1.6)
gdzie:
y' =[Y,...Y,], (1.7)
BT:[,Bl...ﬂk], (1.8)
g =[g...6,] (1.9)

() o ()

F- (1.10)

L (Xugreoo X)) oee Fi (Koo es Xom)

Model (1.6) wraz z warunkami (1.4) nazywany jest ogdlnym modelem liniowym
(Wawrzynek, 2009).
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Wiadomo, ze wielomian moze by¢ traktowany jako rozwinigcie pewnej za-
zwyczaj nieznanej funkcji w szereg Taylora. W zwigzku z tym klasa funkcji
F(Xys Xoe ooy Xy By Pos- -, ) Jest utozsamiana z klasg wielomianow ustalone-

go stopnia (Wawrzynek, 2009). Stad w teorii planowania eksperymentéw roz-
waza si¢ nieznane postaci funkcji powierzchni odpowiedzi y(x, X,,....,X,,) , kto-

re wyrazane s3 za pomoca wielomianéw m zmiennych stopnia d typu I danych
wzorem.

V(X0 Xoseees Xy Bos By Bovevos B ) = Bo + BX + BoXo oot B X + (1.11)
+ﬂ12X1X +.. +ﬂm im m 1X +ﬂllxl +.. +ﬂmm +ﬂ123X1X2X3+"‘+ﬂm...er(rj1

lub wielomianéw m zmiennych stopnia d typu Il postaci:
V0 XX B B Boreons B = ot B B+ B+t 1
PoaXs + oot BinsyainXn +ooet Brg X+t BXXG +ot XX X0

W zastosowaniach metod planowania eksperymentow wazng role odgrywa
funkcja powierzchni odpowiedzi, ktora jest definiowana za pomoca wielomia-
néw stopnia 1 typu I postaci:

IO Koo Xy B B Bove o B) = By + BXo + BoXo o4 Xy, (1.13)
oraz wielomianéw stopnia 1 typu II danych wzorem:

y(X:L’XZ’ g m'ﬂO'ﬂl’ﬂZ’ ﬂm’ﬂlZ""’ﬁlZ...m):
:ﬂo +181X1 +ﬁ2X2 +"'+ﬂmxm +1812X1X2 +---+:B12...mX1X2-"Xm

(1.14)

Funkcja postaci (1.13) nazywana jest funkcja powierzchni odpowiedzi nie-
uwzgledniajacg interakcji czynnikow X, X,,..., X . Natomiast funkcja dana
wzorem (1.14) okreslana jest funkcja powierzchni odpowiedzi z uwzglednie-
niem interakcji, gdzie interakcja poszczegdlnych zmiennych objasniajacych
nazywane sg wspolczynniki 4,,..., B, .-

Wiasciwie przygotowany eksperyment prowadzi do realizacji ustalonej licz-
by doswiadczen. Zgodnie ze schematem planowania eksperymentow uzyskane
wyniki przeprowadzonych do$wiadczen, bedace warto$ciami zmiennej objasnia-
nej, podlegaja analizie z wykorzystaniem wybranych metod statystycznych.
Wiérod najczeSciej stosowanych metod statystycznych w analizie wynikow eks-
perymentu wymienia si¢ analiz¢ regresji oraz analize wariancji (Elandt, 1964; Aczel,
2000; Konczak, 2007; Gonzalez, 2009; Wawrzynek, 2009). Rezultatem ekspe-
rymentu niejednokrotnie jest rowniez oszacowanie modelu funkcji powierzchni
odpowiedzi charakteryzujgcej badany proces lub zjawisko. Wowczas analiza wy-
nikow eksperymentu polega miedzy innymi na ocenie istotnosci oszacowanego
modelu lub jego poszczegdlnych parametréw (Montgomery, 2013).
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1.4. Wykorzystanie planowania eksperymentéw
w obszarach niezwigzanych z przemystem
produkcyjnym

Metodologia planowania eksperymentow w ostatnich dekadach wyszta juz
znacznie poza obszary jej typowych zastosowan w rolnictwie i procesach pro-
dukcyjnych. D.C. Montgomery (2013) wskazuje nawet, ze nie ma dziedziny
nauki czy inzynierii, w ktorej z powodzeniem nie zostaly zastosowane ekspery-
menty. W niniejszej cze$ci rozdzialu zostang wskazane obszary niezwigzane
bezposrednio z procesami produkcyjnymi, w ktorych mozliwe jest zastosowanie
planowania eksperymentow.

1.4.1. Planowanie eksperymentéw
w przedsiebiorstwach ustugowych

Osoby zarzadzajace przedsicbiorstwami z roznych branz zazwyczaj traktuja
metody planowania eksperymentow jako procedury, ktore mozna wykorzysty-
wac gtownie w ramach dziatalnosci przedsigbiorstw zajmujacych si¢ produkcja
okreslonych wyrobow. Metodologia planowania eksperymentow jest wtedy reali-
zowana jako metoda techniczna, ktorej wykorzystanie przynosi wymierne efekty
w zagadnieniach zwigzanych z poprawa jakosci produktow lub doskonaleniem
procesow produkcyjnych.

W 1996 roku na tamach magazynu ,,Forbes” opublikowano artykut pod ty-
tutem The new mantra: MVT, ktorego autorem byta R. Koselka (1996). Publika-
cja dotyczyta wdrozenia technik jednoczesnego testowania wielu zmiennych
(MVT — multivariable testing), ktore odpowiadaja statystycznemu planowaniu
eksperymentow. R. Koselka przedstawila przyklady wprowadzenia procedur
planowania eksperymentéw czynnikowych (okreslane jako MVT) w przedsig-
biorstwach produkcyjnych (np. ekranow dotykowych, papieru czy nylonu), ale
rowniez w dziatalnos$ci szpitali czy sklepéw. W artykule jasno wskazano rze-
czywiste korzysci wynikajace ze stosowania planowania eksperymentow, w tym:
wzrost jakosci 1 zwigkszenie produkcji, poprawe rezultatdow finansowych czy tez
zmiane¢ preferencji pacjentow lub poprawe skutecznosci reklamy. R. Koselka
zaznacza, ze bez wzglgdu na rodzaj branzy, w jakiej prowadzona jest dziatal-
no$¢, nalezy stosowaé planowanie eksperymentoéw, ktore doprowadzi do popra-
wy wydajnosci przedsigbiorstwa.
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Od kilkudziesigciu lat planowanie eksperymentéw jest szeroko stosowane
w praktyce przedsigbiorstw produkcyjnych, natomiast metody te nie znalazly
powszechnego zastosowania w dziatalnos$ci przedsigbiorstw ustugowych. Wérod
zagrozen dla efektywnego stosowania metod planowania eksperymentow w prak-
tyce przedsicbiorstw ustugowych wymienia si¢ miedzy innymi (Antony i in., 2011):
e nieznajomos$¢ podstaw teoretycznych i brak doswiadczenia w zakresie meto-
dologii planowania eksperymentow;

o trudnos$ci pomiarowe;

o zalezno$¢ efektywnosci ustug od indywidualnych preferencji i zachowan od-
biorcow;

o zwickszong liczbe czynnikow zaktocajacych (np. cechy charakteru odbiorcow,
lokalizacja przedsiebiorstwa ustugowego);

o specyfike procesow ustugowych (np. wystgpowanie wartosci niematerialnych).

Zaréwno praktycy, jak i teoretycy dostrzegaja coraz wiecej mozliwosci dla
wykorzystania metod planowania eksperymentow w przedsigbiorstwach nie-
zwigzanych z produkcja. Wérdd korzysci wynikajacych z wdrozenia metod pla-
nowania eksperymentéw w praktyce przedsigbiorstw ustugowych wskazuje si¢
miedzy innymi (Antony i in., 2011):

e mozliwos¢ oceny zwigzku przyczynowo-skutkowego pomiedzy czynnikami
a zmienng wynikowa charakteryzujaca ustuge;

o ilosciowg charakterystyke procesow ustugowych;

o identyfikacje interakcji czynnikow.

J. Antony i in. (2020) przedstawili przeglad literatury dotyczacej wykorzy-
stania technik planowania eksperymentow w szeroko pojetym sektorze ushug
(service industry). Sposrod analizowanych publikacji z lat 1994-2019 wyodreb-
nili 26 artykutow, ktore przedstawiaja praktyczne przyktady wykorzystania pla-
nowania do§wiadczen w sektorze ustug. Najwiecej publikacji dotyczylo zagadnien
zwigzanych z ochrong zdrowia, sprzedaza dobr, logistyka i edukacja. Klasyczne
plany eksperymentéw czynnikowych, a w szczegdlnosci catkowite plany ekspe-
rymentéw czynnikowych, byty najczesciej wykorzystywanymi metodami badan.
Wzrost zainteresowania zastosowaniem metod planowania do$wiadczen w prak-
tyce przedsigbiorstw ustugowych potwierdza fakt, ze wigkszo$¢ publikacji
uwzglednionych w badaniu powstata w ostatnim dziesigcioleciu. W 2020 roku
przeprowadzono badanie ankietowe wsrod 109 respondentow z ponad 20 kra-
jow, ktorego celem byla ocena aktualnych mozliwosci wykorzystania planowania
eksperymentéw w praktyce przedsiebiorstw ustugowych (Antony i in., 2021).
Na podstawie przeprowadzonego badania wyrozniono czynniki, ktore wplywaja
na efektywne wykorzystanie planowania eksperymentéw w branzy ustug. Do
najwazniejszych nalezg: edukacja dotyczaca planowania eksperymentéw w za-
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kresie przedsigbiorstw ustugowych, przeznaczenie odpowiednich zasoboéw na
rzecz planowania eksperymentdow oraz wilasciwe przygotowanie i przeprowa-
dzenie do$wiadczen. Ponadto zaznaczono, ze wykorzystanie planowania ekspe-
rymentdw w praktyce przedsigbiorstw ustugowych przynosi wymierne korzysci
i pozwala na poprawe wydajnosci procesow zwiagzanych z ustugami.

1.4.2. Eksperymenty w badaniach ekonomicznych

Do niedawna eksperyment w ekonomii nie byt traktowany jako metoda
badawcza, a sama ekonomia byla uznawana jako nauka nieeksperymentalna.
W ostatnich dekadach, wraz z rozpowszechnieniem zagadnien z zakresu ekono-
mii behawioralnej i zwigzanej z niag ekonomii eksperymentalnej, zauwazalny jest
zwrot w kierunku stosowania badan eksperymentalnych w naukach ekonomicz-
nych. Niejako potwierdzeniem tego nurtu i wyrazem uznania dla metodologii
eksperymentu sg Nagrody Banku Szwecji im. Alfreda Nobla w dziedzinie eko-
nomii przyznane w latach 2019 i 2021.

W 2019 roku laureatami Nagrody Nobla w dziedzinie ekonomii zostali:
E. Duflo (Massachusetts Institute of Technology), A. Banerjee (Massachusetts
Institute of Technology) i M. Kremer (Harvard University). Komitet Noblowski
uhonorowat uczonych za ich eksperymentalne podejscie do tagodzenia globalnego
ubostwa. Badania noblistow zwiazane sa z ekonomig rozwoju, a w szczegdlnosci
traktuja o przeciwdziataniu ubdstwu w krajach o niskim poziomie dochodu. No-
watorskim podej$ciem w prowadzonych badaniach z zakresu ekonomii rozwoju
byto zastosowanie metod eksperymentalnych, ze szczegdlnym uwzglednieniem
randomizowanych badan kontrolowanych (RCT — Randomized Controlled Trials).
Jako zrédto podstaw teoretycznych randomizowanych badan kontrolnych podaje
si¢ badania eksperymentalne stosowane wczesniej w medycynie (Buttler, Szam-
belanczyk, 2020; Danowska-Prokop, Peciak, Zagora-Jonszta, 2022). Warto zauwa-
zy¢, ze pierwsze zastosowania eksperymentéw randomizowanych dotycza jednak
badan z zakresu do§wiadczalnictwa rolniczego prowadzonych przez R.A. Fishera
w latach 20. XX wieku.

A. Banerjee, E. Duflo i M. Kremer prowadzili badania od lat 90. XX wieku
w ponad 12 krajach stabo rozwinigtych. Wykorzystywali randomizowane bada-
nia kontrolne, ktore w ujeciu ogdlnym polegaty na przypisaniu w sposob losowy
0s6Ob biorgcych udzial w badaniu do grupy badanej lub grupy kontrolnej. Osoby
z grupy badanej byly poddawane okreslonym dziataniom (interwencjom). Efekty
przeprowadzonych interwencji w grupie badanej byly poréwnywane z odpowia-
dajacymi im efektami w grupie kontrolnej, ktora nie zostata poddana rozwaza-
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nym interwencjom. Podmiotami przeprowadzonych badan byty nie tylko osoby,
ale rowniez przedsiebiorstwa czy obszary (np. wioski). Badania prowadzone
przez A. Banerjee, E. Duflo i M. Kremera dotyczyly probleméw zwigzanych
z edukacja, ochrong zdrowia czy sfera finansowa w krajach stabo rozwinigtych.
Rozwazane byly w nich réznego rodzaju programy pomocowe Czy interwencje,
ktérych gléwnym celem bylo tagodzenie ubdstwa, w tym miedzy innymi: obec-
no$¢ nauczycieli, dostep do darmowych podrgcznikéw, darmowe obiady w szko-
le, korepetycje dla stabych uczniéw, programy szczepien, program odrobaczania
dzieci w wieku szkolnym, udzielanie mikropozyczek, dostep do nowoczesnych
ustug posrednictwa pracy (Buttler, Szambelanczyk, 2020; Danowska-Prokop,
Peciak, Zagora-Jonszta, 2022). Najwazniejszym wynikiem badan prowadzonych
przez A. Banerjee, E. Duflo i M. Kremera sa empiryczne dowody na to, ze in-
terwencje majace na celu tagodzenie ubdstwa mogg by¢ skuteczne wtedy, gdy
przeciwdziataja konkretnym problemom w okreslonej grupie badawczej (Da-
nowska-Prokop, Pgciak, Zagora-Jonszta, 2022). Ponadto noblisci z 2019 roku
przyczynili si¢ do rozwoju metody eksperymentalnej, jaka sa randomizowane
badania kontrolne, poprzez wprowadzenie iteracji eksperymentéw (powtdrzenia
eksperymentu dla okreslonej grupy badawczej), uwzglednienie efektu skali
w przeprowadzonych interwencjach, szacowanie efektu rozprzestrzeniania si¢
oraz wprowadzenie nowych miar efektu interwencji (Buttler, Szambelanczyk,
2020). Do najwazniejszych publikacji podsumowujacych efekty prowadzonych
badan naleza: Poor Economics: A Radical Rethinking of the Way to Fight Global
Poverty (Banerjee, Duflo, 2011) oraz Good Economics for Hard Times (Banerjee,
Duflo, 2019). Na uwage zastuguje rowniez dziatalno$¢ organizacji zatozonej przez
E. Duflo i A. Banerjee w 2003 roku o nazwie Poverty Action Lab. Badania pro-
wadzone przez organizacj¢ obejmujg liczne eksperymenty dotyczace skuteczno$ci
interwencji, ktorych wyniki stanowiag podstawe do formutowania nowych ukierun-
kowanych programow pomocowych, ktére moga by¢ stosowane przez politykow.

Nagrodg Banku Szwecji im. Alfreda Nobla w dziedzinie ekonomii w 2021 ro-
ku uhonorowani zostali: D. Card (University of California), J.D. Angrist (Massa-
chusetts Institute of Technology) oraz G.W. Imbens (Stanford University). Po-
lowe nagrody otrzymat D. Card za wklad empiryczny w ekonomike pracy,
natomiast J.D. Angrist i G.W. Imbens otrzymali po % nagrody za metodologicz-
ny wklad w analizg zalezno$ci przyczynowych. Osiggnigcia badawcze laureatow
sa ze sobg powigzane. D. Card w swoich badaniach z zakresu ekonomiki pracy
wykorzystywal metodyke analizy przyczynowos$ci proponowang i doskonalong
przez J.D. Angrista i G.W. Imbensa.

Uczeni stosowali w swoich badaniach metodologi¢ tak zwanego schematu
quasi-eksperymentalnego, ktory umozliwial jak najblizsze podobienstwo do ran-
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domizowanych badan kontrolnych (RCT) uznawanych za ztoty standard (Buttler,
2022). Wsrdéd schematow quasi-eksperymentalnych jako najwazniejsze wymienia
si¢: model regres;ji niecigglej (RDD — regression discontinuity design), parowa-
nie statystyczne (PSM — propensity score matching), metode roznicy w roznicach
(DID - difference in differences) oraz wykorzystanie zmiennej instrumentalnej
(IV — instrumental variable). Osiagnigcia D. Carda, J.D. Angrista i G.W. Imbensa
W obszarze ekonomiki pracy dotycza przede wszystkim ekonomii edukacji,
skutkow ekonomicznych wprowadzenia placy minimalnej oraz wptywu imigran-
tow na rynek pracy (Buttler, 2022). Badania wykorzystujace metody quasi-eks-
perymentalne w zakresie szeroko pojetej edukacji, prowadzone przez J.D. Angrista,
D. Carda i A.B. Kruegera w latach 90. XX wieku, pozwolity na wykazanie ist-
nienia zwigzku przyczynowego pomiedzy poziomem wyksztalcenia a wynagro-
dzeniem oraz dowiodly pozytywnego wplywu jakosci ksztalcenia na wynagro-
dzenia. Najwazniejsze rezultaty badan D. Carda i A.B. Kruegera dotyczace
efektow podniesienia ptacy minimalnej doprowadzity do sformutowania wnio-
skéw, ktore byly zupelnie odmienne niz dotychczasowy stan wiedzy ekono-
micznej. D. Card i A.B. Krueger, wykorzystujac teorie eksperymentéw natural-
nych, udowodnili migdzy innymi, ze zwigkszenie ptacy minimalnej nie stanowi
przyczyny zmniejszenia liczby miejsc pracy. Najwazniejsze wnioski w zakresie
ptacy minimalnej D. Card i A.B. Krueger opublikowali w monografii pod tytu-
tem Myth and Measurement. The New Economics of the Minimum Wage (Card,
Krueger, 1995). Trzeci obszar badan realizowany gtownie przez D. Carda doty-
czyt wptywu imigrantéw na zatrudnienie i poziom wynagrodzen pracownikoéw
miejscowych. W wyniku przeprowadzonych eksperymentow D. Card dowiddt,
ze wzrost liczby imigrantéw nie wplywa znaczaco na liczbg miejsc pracy i po-
ziom wynagrodzen oraz nie prowadzi do odptywu pracownikéw miejscowych
do innych miast.

J.D. Angrist i G.W. Imbens zostali uhonorowani przez Komitet Noblowski
za znaczacy wklad w rozwdj metod quasi-eksperymentalnych. Laureaci sformu-
towali i1 rozwingli metodologi¢ badania przyczynowosci z wykorzystaniem od-
powiednio zdefiniowanej zmiennej instrumentalnej. J.D. Angrist i G.W. Imbens
wskazali, jakie wlasnoSci powinna spelnia¢ zmienna instrumentalna (migdzy
innymi niezalezno$¢ od zmiennej wynikowej i monotonicznos$¢), ktora pozwala
na wlasciwe oszacowanie lokalnego $redniego efektu oddziatywania (LATE — local
average treatment effect). Jedna z wazniejszych prac noblistow w tym zakresie byt
artykut pod tytutem Identification od Casual Effects Using Instrumental Variables
(Angrist, Imbens, Rubin, 1996). Ponadto G.W. Imbens wprowadzit udoskonale-
nia pozostatych schematow realizacji badan quasi-eksperymentalnych oraz opu-
blikowat wnikliwe przeglady metod quasi-eksperymentalnych, uwzgledniajac

28



w nich zalecenia dla praktykow. J.D. Angrist jest wspotautorem nowatorskiego
podrecznika do ekonometrii pod tytutem Mostly Harmless Econometrics (Angrist,
Pischke, 2009), w ktorym przedstawiono migdzy innymi podejscie wykorzystu-
jace metody quasi-eksperymentalne w ekonomii.

Wspotpracownikiem i1 wspotautorem prac D. Carda, a pdzniej rowniez
J.W. Angrista, byt A.B. Krueger. Prace badawcze A.B. Kruegera, wykorzystuja-
ce metodologie eksperymentdéw, dotyczyly przede wszystkim ptacy minimalnej
(wspdtpraca z D. Cardem), edukacji (wspotpraca z J.W. Angristem), wplywu wzro-
stu gospodarczego na $rodowisko czy nierownosci dochodowych. A.B. Krueger
zmart tragicznie w 2019 roku.

Metodologia wykorzystujaca badania eksperymentalne w ekonomii spotyka
si¢ wcigz z krytyka. Jako gléwne ograniczenie metod proponowanych przez
noblistow wymienia si¢ zawezenie zakresu lub tematyki badan — skierowane sg
do grupy konkretnych osob (niewielka liczebno$é proby) lub przeprowadzane na
okreslonym terenie (zasigg lokalny). Ponadto wskazuje si¢, ze wyniki ekspery-
mentow pozwalajg na oszacowanie przecig¢tnego efektu przeprowadzonych dzia-
fan, ktéry moze by¢ niewiarygodny ze wzgledu na obserwacje odstajace (Buttler,
Szambelanczyk, 2020; Buttler, 2022). Pomimo pojawiajacych si¢ uwag krytycz-
nych dotyczacych badan eksperymentalnych w ekonomii, osiggnig¢cia noblistow
z lat 2019 1 2021 doprowadzity do rozpowszechnienia i wzrostu zainteresowania
metodologia eksperymentu wsrod ekonomistow.
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2 KONSTRUKCJA WYBRANYCH
PLANOW EKSPERYMENTOW

Rezultaty badan z zakresu dos$wiadczalnictwa rolniczego uzyskane przez
R.A. Fishera przyczynity si¢ do sformutowania nowych procedur konstrukcji
eksperymentow. Juz w trakcie wlasnych badan R.A. Fisher wprowadzat nowe
procedury realizacji uktadow doswiadczen z wykorzystaniem metod randomiza-
cji 1 replikacji. Plany eksperymentow konstruowane poczatkowo gtéwnie w celu
realizacji doswiadczen rolniczych w literaturze okreslane sg jako klasyczne pla-
ny eksperymentow (Wawrzynek, 2009).

Nigjako naturalnym nastgpstwem wykorzystania metod planowania ekspery-
mentdéw w dos§wiadczeniach polowych bylo ich zastosowanie w biologii i medycy-
nie, gdzie zazwyczaj wykorzystywano klasyczne procedury realizacji eksperymen-
tow. W latach 30. XX wieku pierwsze procedury planowania eksperymentow
zostaty wdrozone w przedsigbiorstwach produkcyjnych. Etap ten zapoczatkowat
konstrukcj¢ planow eksperymentow czynnikowych, ktore zazwyczaj uwzgled-
niajg czynniki wyst¢pujace na dwoch lub trzech poziomach. W niniejszym roz-
dziale przedstawiono procedury konstrukcji klasycznych i czynnikowych pla-
néw eksperymentow.

Wykorzystanie planéw eksperymentéw w celu doskonalenia jako$ci produk-
tow spowodowato dynamiczny rozwoj metodologii planowania eksperymentow
zarowno wsrdod praktykow, jak i teoretykow. Obecnie klasyczne oraz czynniko-
we plany eksperymentow znajduja zastosowanie nie tylko w rolnictwie, biologii,
medycynie lub inzynierii produkcji, ale réwniez w psychologii, ekologii, eko-
nomii czy marketingu.



2.1. Charakterystyka wybranych klasycznych planow
eksperymentéow

Plany eksperymentow, ktdére w wigkszo$ci zostaty skonstruowane w ramach
badan R.A. Fishera z zakresu doswiadczalnictwa rolniczego, stanowig grupe
klasycznych planow eksperymentéw. W swej procedurze uwzgledniaja jeden lub
kilka czynnikéw oddziatujacych na zmienng wynikowg. Analiza rezultatow eks-
perymentu przeprowadzonego zgodnie z klasycznym planem do§wiadczen pole-
ga na zastosowaniu odpowiednio sformutowanej metody analizy wariancji.

Pierwsze z przedstawionych planéw eksperymentow — plan jednoczynni-
kowy i dwuczynnikowy — sa w swojej strukturze najmniej ztozonymi planami
eksperymentow. Plany te polegaja na losowej realizacji wszystkich mozliwych
doswiadczen. W drugiej grupie planéw eksperymentdéw opisano plany, ktorych
konstrukcja wymaga utworzenia odpowiednich blokow. Wéwczas doswiadczenia
sg realizowane w sposob losowy w ramach poszczegdlnych blokow, jak rowniez
kolejno$¢ wyboru poszczegdlnych blokow jest losowa. Mowa tutaj o planie blo-
kéw zrandomizowanych, planie zrownowazonych blokéw niekompletnych,
kwadracie facinskim oraz kwadracie grecko-tacinskim.

2.1.1. Plan jednoczynnikowy

Jednym z podstawowych i najmniej ztlozonym planem eksperymentu jest
plan jednoczynnikowy. Uwzglednia on tylko jeden czynnik X wystepujacy na
p poziomach. Eksperyment, ktéry ma by¢ przeprowadzony zgodnie z planem
jednoczynnikowym, obejmuje n=n, +...+n, doswiadczen, gdzie n; stanowi licz-
be doswiadczen zrealizowanych dla ustalonego na i-tym poziomie czynnika X,
gdzie i = 1, 2,..., p. Wyniki przeprowadzonego eksperymentu jednoczynniko-
wego mozna przedstawi¢ w postaci tabeli 2.1, gdzie yj jest warto$cia zmiennej
wynikowej uzyskanej dla czynnika X ustalonego na i-tym poziomie w j-tym

powtdrzeniu do§wiadczenia, za$ y, = Z y,0raz y, = 1 Z Yy dai=1,2,...,p.
=l R

i J=1
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Tabela 2.1. Wyniki eksperymentu jednoczynnikowego

Czoillr?irll]a Wartosci zmiennej wynikowej y y
y X w poszczegblnych doswiadczeniach i i
1 yll ylZ e yln2 e yln1 yl, 71.
2 Ya Y2 e Y, n, Yo 72-
p yp]_ yp2 ypn2 ypn1 ypnp yp. ypo

Zrodto: Opracowanie whasne na podstawie: Montgomery (2013).

Wartosci zmiennej wynikowej uzyskane w wyniku realizacji planu ekspe-
rymentu jednoczynnikowego mozna przedstawic¢ za pomoca modelu postaci:

Vi =M t& =HTo T &), (2.1)

gdzie g4 jest przecigtng warto$cig zmiennej wynikowej dla czynnika X ustalone-
go na i-tym poziomie, u jest ogdlng wartos$cig przecigtng zmiennej Y (statg dla
kazdego z poziomdéw czynnika X), natomiast ¢; jest odchyleniem wartosci
zmiennej wynikowej od $redniej ogodlnej na skutek dziatania czynnika X ustalo-
nego na poziomie i-tym (tzw. efekt czynnika X), ponadto &; jest bledem loso-
wym j-tej obserwacji zmiennej Y, gdy czynnik X wystepuje na i-tym poziomie,
przy czym i=12,...,p, j=12,...,n.

Celem eksperymentu jednoczynnikowego jest ocena wplywu czynnika X na
warto$¢ zmiennej wynikowej, a doktadniej wptywu zmian pozioméw czynnika X
na zmienng Y. Przy spelnieniu zatozen (1.4) oraz gdy &; ~ N(0,0), dlai=1,2,..., p,
zagadnienie to sprowadza si¢ do weryfikacji hipotez postaci:

Hyiay=a,=...=a, =0, (2.2)

H,:Je #0. (2.3)
I

Hipoteza sprawdzana (2.2) moéwi o braku wplywu efektow czynnika X na
zmienng wynikowa Y, natomiast hipoteza alternatywna glosi o istotnosci co
najmniej jednego z efektow czynnika X. Prawdziwos¢ hipotezy (2.2) sprawdzana
jest z wykorzystaniem metody jednoczynnikowej analizy wariancji (por. Waw-

rzynek, 2009).
Realizacja planu eksperymentu jednoczynnikowego prowadzi réwniez do
oszacowania parametrow L, &, Q,,...,0, rozwazanego modelu (2.1). Oszacowa-

nia punktowego dokonuje si¢ zazwyczaj z wykorzystaniem metody najmniej-
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szych kwadratow (Montgomery, 2013). Jest to mozliwe jedynie wtedy, gdy spet-

p
nione jest dodatkowe zalozenie Zai =0. Wowczas parametry modelu (2.1)
i-1

mozna wyznaczy¢ za pomocg ponizszych formut (Montgomery, 2013):

A

a=3., (2.4)

: (2.5)

& =7.-J.

i

P
gdzie 7. ZLZZJ@ orazi=1,2,..., p. Przyjmujac, ze g~ N(0,0), dlai=1, 2,..., p,
H

i=1 j=l
mozna skonstruowaé przedziat, ktory z prawdopodobienstwem 1— ¢ obejmuje
warto$¢ przecigtng g, i jest postaci:

J’_)io_ra SSW i:#ii:.)_]f--'_ta SSW ’ (26)
oe\m(n - p) r-e\m(n - p)

gdzie t jest warto$cig wyznaczong z rozktadu t-Studenta o n— p stop-
p

N—

N[ R

ni
niach swobody, przy czym SS, = ZP:Z(yij ~y.)?, natomiast SSu_ jest
i j1 (n-p)
oszacowaniem wartosci o> (Montgomery, 2013).

W literaturze (Miszczak, Ostasiewicz, Wawrzynek, 2008) plan eksperymen-
tu jednoczynnikowego nazywany jest rowniez planem eksperymentu kompletnie
zrandomizowanego. Oznacza to, ze doswiadczenia w eksperymencie podlegaja
regutom randomizacji, czyli ich realizacja przebiega w sposob losowy. Ponadto
kolejne doswiadczenia sa podzielone na bloki, ktore w przypadku eksperymentu
jednoczynnikowego odpowiadaja poszczegdlnym poziomom czynnika X.

2.1.2. Plan dwuczynnikowy

W planie eksperymentu dwuczynnikowego rozwaza si¢ czynnik X; wyste-
pujacy na p; poziomach oraz czynnik X, na p, poziomach. Najprostszym warian-
tem planu dwuczynnikowego jest plan, ktory uwzglednia pojedyncze pomiary
warto$ci zmiennej wynikowej dla wszystkich mozliwych kombinacji poziomow
czynnikow X; oraz X,. Wtedy nalezy przeprowadzi¢ n = p1p, doswiadczen, kto-
rych wyniki mozna przedstawi¢ w postaci odpowiedniej tabeli (tabela 2.2).
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Tabela 2.2. Wartos$ci zmiennej wynikowej dla eksperymentu dwuczynnikowego

. . Poziom czynnika X,
Poziom czynnika X;
1 Yu Y12 ylpz
2 Ya Y2 yZPz
P1 Yot Yoo Yo,

Zrédto: Opracowanie whasne na podstawie: Montgomery (2013).

Celem eksperymentu dwuczynnikowego jest okreslenie wplywu indywidu-
alnych zmian pozioméw czynnikoéw X; oraz X, na wartosci zmiennej wynikowej Y.
Wartosci zmiennej objasnianej uzyskane na podstawie powyzej okreslonego
planu eksperymentu dwuczynnikowego mozna przedstawi¢ w postaci modelu
klasyfikacji dwukierunkowej postaci:

Vi =uto+ B t+g, (2.7)

dlai=12,...,p,, j=12,...,p,. Schemat analizy wariancji modelu (2.7) mozna

) : . .o 1 & - 13
przedstawi¢ w postaci tabeli 2.3, gdzie ¥.= —Z Vi Y= _Zyg' oraz
Py = Py a1
-3
Y. = Vi
PPy = = Y
Tabela 2.3. Tablica analizy wariancji dla planu dwuczynnikowego
Z.rodio’ _ Suma kwadratéw Liczba stopni Sredni Statystyka
zmienno$ci swobody kwadrat testowa
Poziomy SSX] = SS Fpifl,(plfl)(pz—l) =
Xy _
czynnika X, = pzi(ﬁ. -7.) P p, -1 _ S5 (P D)
=1 SS¢
POZIomy SSX? = SS sz—l,(pl—l)(pz—l) =
7 _ I —
aymikaX, | =p 3@, -7.0 P, -1 5 -1 A
i=t SSe
Btad ekspe- SSe = SSe
— _ (p1 _1)(pz _1) -
rymentalny =SS, —SS, —SSy (P, =1)(p, -1
S8, =
Zmienno$¢ n B o.p, -1 3 3
catkowita =2 > —7.) 12
i=1 j=1

Zrédto: Opracowanie whasne na podstawie: Wawrzynek (2009).
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Analiza wariancji wynikow eksperymentu dwuczynnikowego prowadzi do
weryfikacji dwoch par hipotez statystycznych. Pierwsza para hipotez dotyczy
wplywu efektow czynnika X; na warto$ci zmiennej Y i jest postaci:

H()Xl:g].ZaZZ"':apl:O (2.8)

H*:Jea; #0. (2.9)

Druga para weryfikowanych hipotez dotyczy wplywu efektow czynnika X, na
zmienng wynikowa, co formalnie mozna zapisac jako:

Hy?: B =p,=...= B, =0 (2.10)

H*:3 8 #0. (211)

Jezeli warto$¢ statystyki testowej 10015, jest wieksza od wartosci kry-
tycznej wyznaczonej z rozktadu Fishera-Snedecora o p, -1 oraz (p,—1)(p,-2)
stopniach swobody, to na poziomie istotnosci ¢ nalezy odrzuci¢ hipoteze H*
na korzy$¢ hipotezy alternatywnej H,"*. Ponadto hipoteza HJ: zostanie odrzu-
cona na korzys$¢ hipotezy alternatywnej Hl><2 , gdy warto$¢ statystyki testowej

sz -1L(p-1)(p,
-Snedecora o p,—1 oraz (p,-1)(p,—1) stopniach swobody.

) brzekracza warto$¢ krytyczng wyznaczong z rozkladu Fishera-

Parametry modelu (2.7) mozna oszacowa¢ z wykorzystaniem metody
najmniejszych kwadratow. Wowczas estymatory parametrow i,au,0s,...,0,
P .,,sz wyrazajg si¢ wzorami (Wawrzynek, 2009; Montgomery, 2013):

H=Y., (2.12)
Ai = _i- 7}_)-- > (213)
B, =%,-y.. (2.14)

Uwzglednienie interakcji czynnikéw X; oraz X, w rozwazanym ekspery-
mencie dwuczynnikowym nie byto mozliwe ze wzgledu na pojedyncze obser-
wacje zmiennej wynikowej w kazdym doswiadczeniu. W eksperymencie dwu-
czynnikowym interakcja czynnikoéw okre§la wptyw na zmienng wynikowa Y
ustalonego poziomu czynnika X, (lub X;) przy zmianie poziomu czynnika X;
(lub Xy). Interakcja czynnikow moze by¢ rozwazana w eksperymencie dwuczyn-
nikowym tylko wtedy, gdy doswiadczenia dla poszczegolnych kombinacji pozio-
mow czynnikow zostang powtorzone co najmniej dwa razy (Wawrzynek, 2009).
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Stad jezeli celem eksperymentu dwuczynnikowego jest ocena interakcji czynni-
kow, to liczba replikacji w eksperymencie powinna by¢ wigksza od 1 (r >1).
Schemat analizy wariancji planu eksperymentu dwuczynnikowego z uwzgled-
nieniem interakcji czynnikow odpowiada schematowi obliczen dwuczynnikowej
analizy wariancji (por. Wawrzynek, 2009).

2.1.3. Plan blokéw zrandomizowanych

W konstrukcji planu blokéw zrandomizowanych rozwaza si¢ czynnik X;
wystepujacy na p; poziomach oraz czynnik X, wystepujacy na p, poziomach.
Celem tego eksperymentu jest zbadanie wptywu czynnika X; na zmienng wyni-
kowa, przy czym wpltyw czynnika X, na zmienng wynikowa nie jest uwzgled-
niany. Czynnik X, nazywany jest czynnikiem blokéw, a jego poziomy blokami.
Konstrukcja planu blokéw zrandomizowanych polega na utworzeniu p, blokow,
z ktorych kazdy obejmuje p; doswiadczen. Kazdy z blokow odpowiada poszcze-
golnym poziomom czynnika X,, natomiast kazdemu doswiadczeniu w bloku
przyporzadkowywany jest poziom czynnika X; zgodnie z reguta randomizacji.
Przyktad planu blokow zrandomizowanych dla czynnika X; wystepujacego na
trzech poziomach oraz czynnika X, wystepujacego na czterech poziomach przed-
stawia tabela 2.4, gdzie wartos¢ yjj jest warto$cia zmiennej wynikowej uzyskana
dla czynnika X; ustalonego na i-tym poziomie w j-tym bloku.

Tabela 2.4. Rezultaty planu blokéw zrandomizowanych dla p, =3oraz p, =4

Poziomy czynnika X, (bloki)

1 2 3 4
Yar Yio Yz Yae
Yu Ya Yis Y14
Ya Y2 Yo Ya

Zrodto: Opracowanie whasne.

Warto$ci zmiennej wynikowej uzyskane zgodnie z realizacjg planu blokow
zrandomizowanych mozna przedstawi¢ za pomocg modelu klasyfikacji dwukie-
runkowej postaci (2.7). Zgodnie ze strukturg planu blokéw zrandomizowanych
nalezy rozwazy¢ wylgcznie analize wpltywu czynnika X; na zmienng Y. Wtedy
weryfikacji podlegajg hipotezy dotyczace efektow czynnika X; postaci (2.8) oraz
(2.9). Analiz¢ wariancji planu blokéw zrandomizowanych mozna przedstawié
analogicznie jak w tabeli 2.3, przy czym uwzglednia si¢ jedynie statystyke te-
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stowa postaci F Ponadto parametry modelu (2.7) w,a,a,...,ap,

P-L(p-D(p-D)
Do, .,,sz mozna oszacowac za pomoca wzorow (2.12), (2.13) oraz (2.14).

2.1.4. Kwadrat tacinski i kwadrat grecko-tacinski

Kwadratem tacinskim nazywany jest plan eksperymentu, ktory uwzglednia
trzy czynniki X, X;, X3, przy czym kazdy z czynnikow wystepuje na p pozio-
mach. Zazwyczaj czynnik X; okre$lany jest jako czynnik gléwny, natomiast
czynniki X; oraz X3 nazywane sg odpowiednio czynnikiem blokow wierszowych
oraz czynnikiem blokéw kolumnowych. Konstrukcja kwadratu tacinskiego po-
lega na ustaleniu pozioméw czynnikéw w poszczegdlnych doswiadczeniach tak,
aby kazdy z mozliwych uktadow pozioméw czynnikow Xi, X,, X3 wystepowat
w eksperymencie tylko raz. Wtedy laczna liczba realizowanych doswiadczen
wynosi n= p*.

Plan eksperymentu utworzony zgodnie z kwadratem tacinskim zazwyczaj
przedstawiany jest w postaci tabeli 0 wymiarach pxp. Czynnik blokow wierszo-
wych generuje wowczas p wierszy, natomiast czynnik blokéw kolumnowych
generuje p kolumn. Poziomy czynnika gldwnego w poszczegdlnych doswiad-
czeniach oznaczane sg za pomoca wielkich liter alfabetu tacinskiego. Konstruk-
cja kwadratu tacinskiego rozpoczyna si¢ od utworzenia standardowego kwadratu
facinskiego — kwadratu, w ktorym pierwszy wiersz i pierwsza kolumna zawiera-
ja kolejne litery alfabetu. Nastepnie przeprowadzana jest jego randomizacja,
czyli losowa permutacja kolumn i wierszy. Konstrukcje standardowego kwadra-
tu lacinskiego oraz kwadratu tacinskiego po randomizacji, dla p = 6 pozioméw
czynnikow Xy, X,, X3 przedstawiajg odpowiednio tabele 2.5 oraz 2.6.

Tabela 2.5. Standardowy kwadrat tacinski dla p = 6

. . Poziom czynnika X3

Poziom czynnika X, X1(3) Xf) Xf) X£3) Xé3) xff)
x? A B c D E F
X B c D E F A
X C D E F A B
X D E F A B c
X E F A B C D
X" F A B C D E

Zrédto: Opracowanie whasne.
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Tabela 2.6. Kwadrat tacinski dlap = 6

. . Poziom czynnika X3

Poziom czynnika X, X1(3) ng) xf') ng) Xég) Xég)
X A D C F B E
x{? B E D A c F
X E B A D F C
X;” c F E B D A
X D A F C E B
x;? F C B E A D

Zrédto: Opracowanie whasne.

Warto$ci zmiennej wynikowej otrzymane w wyniku realizacji eksperymen-
tu zgodnie z planem kwadratu tacinskiego mozna przedstawi¢ w postaci naste-
pujacego modelu:

Yik = L+ 0+ B+ 7+ e (2.15)
dlai=12,..,p,j=12,..,pk=12,..,p, gdzie:
Y — warto$¢ zmiennej wynikowej uzyskana dla czynnika X, ustalonego na
poziomie i-tym w j-tym wierszu i k-tej kolumnie,
e 4 —warto$¢ przecigtna,
o ¢, —efekt czynnika X; na poziomie i,
°* B - efekt czynnika X, na poziomie j (efekt wiersza j),
oy, —efekt czynnika X3 na poziomie k (efekt kolumny k),
* & —blad losowy.
Schemat analizy wariancji modelu (2.15) przedstawia tabela 2.7.
Podstawowym celem eksperymentu realizowanego zgodnie z kwadratem

tacinskim jest ocena wptywu czynnika X; na zmienng wynikowa Y, czyli weryfi-
kacja hipotez postaci:

H(fl:alzazz...:apzo (2.16)

HX 1 #0. (2.17)

ss, (p—2)

L) = g jest wigksza od
E

Jezeli warto$¢ statystyki testowej F

warto$ci krytycznej wyznaczonej z rozktadu Fishera-Snedecora o p — 1 oraz
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(p-1(p-2) stopniach swobody, to hipotez¢ zerowa (2.16) nalezy odrzuci¢ na

korzys¢ hipotezy alternatywnej (2.17), na ustalonym poziomie istotnosci .

Tabela 2.7. Tablica analizy wariancji kwadratu tacinskiego

5 . Liczba ‘ .
Z'rodlor . Suma kwadratow stopni Sredni Statystyka
Zmiennosci swobody kwadrat testowa
Poziomy > SSy Fosoaten =
2 1 _
czynnika X, :li},f._ o p-1 p—1 _S5,(P-2)
2= P SSE
SSy = —
Poziomy % . S5, Fosio-ip-2 =
czynnika X, 1 . [y p-1 2 SSy, (P—2)
. =— Zy e p -1 =2
(efekt wiersza) = P 35S
B E
Poziomy 5 , SS, Fovionoa =
czynnika X, 1, (n p-1 3 sS,,(p—2)
(efekt kolumny) ‘;E”* 17 p-1 irTa—
- E
SS, = .
BE@d | =85, —SSy + (p-1)- _SS. B
eksperymentaln _ — _
pery y S5y, — S5, (P-2) | (P-D(p-2)
SS. =
Zmienno$¢ 2 2 4 B B
calkowita = Z J/’;,-kz _ [y_J P
i,k p

Zrodto: Opracowanie whasne na podstawie: Wawrzynek (2009).

W uzasadnionych przypadkach nalezy zweryfikowac istotnos¢ efektow
wierszowych (czynnika X,) oraz efektow kolumnowych (czynnika X3) poprzez

weryfikacje hipotez okreslonych odpowiednio dla czynnika X,:

H(;(Z :ﬁl:ﬂzz"':ﬂp =0

oraz dla czynnika Xs:

H) 135, #0
J

HOX3 :71=7/2=...=7/p=0

HlX3 ‘37 #0.
K

(2.18)

(2.19)

(2.20)
(2.21)
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SSy,(P—2)

Wowczas, jezeli warto$¢ statystyki testowej Fp 4 payp2) = S5 lub sta-
E
: SSx,(P—2) o
tystyki F, 1 p 002 S Ta— przekracza warto$¢ krytyczng wyznaczona
E

z rozktadu Fishera-Snedecora dla p — 1 oraz (p — 1)(p — 2) stopni swobody, to
nalezy odrzuci¢ hipotezy (2.18) lub (2.20) na korzy$¢ odpowiadajacych im hipo-
tez alternatywnych (2.19) lub (2.21).

W eksperymencie zaplanowanym zgodnie z kwadratem grecko-tacinskim
uwzgledniane sg cztery czynniki Xj, Xy, X3, X4 z jednakowg liczbg poziomow p
kazdy. Czynniki X, X, sa nazywane czynnikami gldownymi, natomiast czynniki
X3, X4 odpowiednio czynnikiem wierszowym i czynnikiem kolumnowym.
W kwadracie grecko-tacinskim dany poziom i czynnika X; wystgpuje tylko jeden
raz z kazdym z p poziomdéw dowolnego z trzech pozostatych czynnikéw. Stad
liczba do$wiadczen wynosi n = p?. Poziomy czynnikéw gléwnych X; oraz X,
oznacza si¢ odpowiednio kolejnymi literami alfabetu tacinskiego oraz greckiego.
Przyktad kwadratu grecko-tacinskiego dla p = 4 przedstawia tabela 2.8.

Tabela 2.8. Kwadrat grecko-tacinski dla p = 4

Poziom czynnika X,
Poziom czynnika X, X1(4) Xf) X§4) Xy)
x Cy Aa D§ BB
X DB BS Ca Ay
x Ad Cp By Da
x Ba Dy AB cs

Zrodto: Opracowanie whasne.

Celem eksperymentu przeprowadzonego zgodnie z kwadratem grecko-
-lacinskim jest okreslenie wptywu rozwazanych czynnikow na zmienng obja-
$niang Y. Analiza wynikoéw zrealizowanego eksperymentu przeprowadzana jest
zgodnie ze schematem analizy wariancji, podobnie jak w przypadku planu eks-
perymentu utworzonego zgodnie z kwadratem lacinskim.

2.2. Charakterystyka wybranych planow
eksperymentdéw czynnikowych

Klasyczne plany eksperymentéw przedstawione w poprzednim podrozdzia-
le uwzglednialy niewielkg liczbe czynnikow, a ich analiza prowadzita do stwier-
dzenia czy rozwazane czynniki majg istotny wplyw na warto$¢ zmiennej obja-
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$nianej Y. Niejednokrotnie realizacja eksperymentow wymaga uwzglednienia
wiekszej liczby czynnikéw, a uzyskane wyniki powinny pozwoli¢ na przepro-
wadzenie bardziej ztozonej analizy badanego zjawiska.

W niniejszym podrozdziale przedmiotem badania bedzie analiza wptywu
m czynnikow X, X,,..., Xn na zmienng objasniang Y. Ponadto w przedstawio-
nych rozwazaniach zaktada sie, ze kazdy z czynnikéw X, X,,..., Xn wystepuje na
skonczonej liczbie pozioméw odpowiednio Pi, Pz,..., Pm. WOWczas zalezno$¢
zmiennej wynikowej od uwzglednianych czynnikéw mozna okresli¢ za pomoca
nieznanej funkcji powierzchni odpowiedzi, ktora jest elementem klasy funkcji
postaci (1.5). W szczegolnosci elementami klasy funkcji (1.5) sa wielomiany
stopnia 1 oraz stopnia 2 zmiennych objasniajacych Xi, X,,..., Xy (Wawrzynek,
2009). W celu oszacowania nieznanej postaci funkcji powierzchni odpowiedzi
eksperyment powinien obejmowaé co najmniej tyle doSwiadczen, ile parame-
trow uwzglednia dana funkcja powierzchni odpowiedzi. Jezeli zatem rozwazana
jest funkcja powierzchni odpowiedzi, bedaca wielomianem 1 stopnia, to w eks-
perymencie powinny by¢ uwzglednione czynniki wystepujace co najmniej na
dwu poziomach. Rozwazajac wielomian stopnia 2, eksperyment powinien uwzgled-
nia¢ czynniki ustalane przynajmniej na trzech poziomach. W szczegdlnych przy-
padkach w eksperymencie mozna uwzglgdnia¢ czynniki wystepujace na roéznej
liczbie poziomow.

2.2.1. Catkowity eksperyment czynnikowy typu 2™

Eksperyment realizowany zgodnie z planem catkowitego eksperymentu
czynnikowego typu 2" uwzglednia m czynnikow Xi, Xo,..., Xy, z ktorych kazdy
wystgpuje na dwoch poziomach. Ustalone dwa poziomy kazdego z czynnikow
X1, Xz,..., Xm okresla si¢ jako poziom gorny czynnika X; oraz poziom dolny
czynnika X;, dla'i = 1, 2,..., m. Dla okreslenia poziomow czynnikéw w poszcze-
golnych doswiadczeniach wykorzystuje si¢ odpowiednig notacje, w ktorej liczbg +1
(lub symbolem ,,+”) oznaczany jest poziom gorny danego czynnika, a liczbg —1
(lub symbolem ,,—) — poziom dolny danego czynnika. W celu realizacji catko-
witego eksperymentu czynnikowego typu 2™ nalezy przeprowadzi¢ do$wiadcze-
nia dla wszystkich 2" kombinacji pozioméw czynnikow X, Xs,. .., Xp.

Plan catkowitego eksperymentu czynnikowego typu 2" zazwyczaj wyko-
rzystywany jest w celu estymacji parametrow nieznanej funkcji powierzchni
odpowiedzi, bedacej wielomianem stopnia pierwszego, postaci:

y(xv B): ﬂo +ﬁlxl +"'+ﬂmxm +ﬁ12X1X2 +"'+ﬂm—l me—lxm +

125X X X+t B o it X2 Xma X T oot Bro Xy Xg o Xy

(2.22)
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Wspotczynniki S, 5, ..., B, funkcji powierzchni odpowiedzi (2.22) nazywane sg

efektami glownymi czynnikow X, X,,..., Xy Pozostate wspotczynniki funkcji
(2.22) okresla si¢ interakcjami ustalonych czynnikow. W szczegdlnosci wspot-
czynnik Sy, jest interakcjg czynnikow X; i Xp, a wspotczynnik S, ,. = 0znacza
interakcje trzech czynnikow: Xp 2, X1, X

W uzasadnionych przypadkach zaktada si¢, ze niektore z interakcji czynni-
kow funkcji powierzchni odpowiedzi (2.22) sg roéwne 0. Zatem przyjmujac zato-
zenie, ze interakcje co najmniej czwartego rzedu czynnikdéw Xi, Xo,..., Xy nie sa
istotne, funkcja powierzchni odpowiedzi wyraza si¢ rownaniem:

y(xvp)zﬁo+ﬁlxl+---+ﬁmxm+1812X1X2 to..t

+ m-1 me—lxm + ﬂ123X1 X2 X3 +..t+ ﬂm—Z m-1 me—Z Xm—lxm'

(2.23)

W szczegodlnosci, zakladajac, ze wszystkie mozliwe wspotczynniki odpowiada-
jace interakcjom czynnikdw Xi, Xo,..., Xn sg rowne 0, funkcja powierzchni od-
powiedzi przyjmuje postac:

y(X1B):ﬂO+ﬁlxl+ﬁ2X2+"'+ﬂme' (224)

gdzie uwzgledniane sg tylko wspotczynniki odpowiadajace efektom gtdéwnym
czynnikow Xy, Xo,..., Xy, 0raz wyraz wolny.

Schemat planu catkowitego eksperymentu czynnikowego typu 2™ najcze-
Sciej przedstawiany jest w postaci tabeli zawierajacej opis poszczegdlnych do-
$wiadczen. Dla kazdego doswiadczenia poziomy ustalonych czynnikow okreslone
sg za pomocg odpowiednich oznaczen: liczb +1 i —1 (lub symboli ,,+” i ,,—7).
Ponadto przyjmuje sie, ze kazdemu czynnikowi odpowiada kolejna litera alfabe-
tu. Wowczas kazdemu z do§wiadczen przypisuje si¢ sekwencje liter odpowiada-
jacych czynnikom, ktore w danym dos$wiadczeniu wystepuja na poziomie gor-
nym, natomiast pomija si¢ oznaczenia czynnikdw znajdujacych si¢ na poziomie
dolnym. Doswiadczenie, w ktorym wszystkie czynniki wystepuja na dolnym
poziomie, oznacza si¢ symbolem ,,(1)” lub ,,I”. W poszczegélnych kolumnach
tabeli znajduja si¢ kolejno: oznaczenie doswiadczenia, wartosci zmiennej X, =1

stale robwnej ,,+” oraz wartosci czynnikow lub ich interakcji odpowiadajace jed-
nomianom rozwazanej funkcji powierzchni odpowiedzi. Nalezy zauwazy¢, ze
wartosci w kolumnach dotyczacych interakcji czynnikow stanowia wynik ilo-
czynu warto$ci czynnikéw uwzglednionych w danych interakcjach.

Niech eksperyment uwzglednia m = 3 czynniki X, X;, X3 wystgpujace na
dwoch poziomach. Wowcezas mozna okre$li¢ catkowity eksperyment czynnikowy
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typu 2°, ktéry pozwala na estymacje parametrow nieznanej funkcji powierzchni
odpowiedzi postaci:

YK, B)= By + BXy + BoXo + BiXs + BioX X, +
+ BisXi Xg + LosXoXo + Biag¥y X X

Plan catkowitego eksperymentu czynnikowego typu 2° przedstawia tabela 2.9.
Poza przedstawieniem w tabeli poszczegélnych doswiadczen w catkowitym eks-
perymencie czynnikowym typu 2", mozna wykorzysta¢ rowniez jego prezentacje
graficzng. Plan catkowitego eksperymentu czynnikowego moze by¢ utozsamiany
z wierzchotkami kostki m-wymiarowej (Wawrzynek, 2009). W szczeg6lnosci plan
catkowitego eksperymentu czynnikowego typu 2° mozna przedstawi¢ w postaci
trojwymiarowe] kostki, gdzie kazdy z jej wierzchotkow odpowiada jednemu
z o$miu do§wiadczen, co prezentuje rysunek 2.1.

(2.25)

Tabela 2.9. Catkowity eksperyment czynnikowy typu 2°

Lp. doos’i\r)iz(czizcezr::fia X, =1 Xy X2 X3 X1Xa X1Xs XoXs | XiXoXs
1 (1) + - - - + + + -
2 A + + - - _ _ +
3 B + - + - - + - +
4 C + — — + _ _ +
5 Ab + + - _ _ _
6 Ac + _ + _ + _ _
7 Bc + — + _ _ _
8 Abc + + + + + +

Zrodto: Opracowanie whasne na podstawie: Wawrzynek (2009).

X, he abe

X,
/ b ab

(@) a

X,

Rysunek 2.1. Plan catkowitego eksperymentu czynnikowego typu 2°

Zrodto: Opracowanie whasne na podstawie: Montgomery (2013).
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Na podstawie wynikow doswiadczen zrealizowanych zgodnie z planem
catkowitego eksperymentu czynnikowego typu 2", mozna oszacowaé parametry
nieznanej funkcji powierzchni odpowiedzi postaci (2.22), wykorzystujac metode
najmniejszych kwadratow (Wawrzynek, 1993). Wtedy elementy macierzy F po-
staci (1.10) przyjmuja wartosci odpowiednio:

f(x)=1,

f2 (x)= Xy

fin (X) = X1 (2.26)
fm+l(X) = Xm'

fm+2 (X) = X1X2’

fon (X) =X X% ... X,

Zgodnie z przyjetymi wartosciami +1 oraz —1 poziomoéw czynnikéw mozna zauwa-
zy¢, ze dla planu catkowitego eksperymentu czynnikowego typu 2" spetnione sg

roOwnania:
3 f(x,) =0, dlai=2,... k, (2.27)
j=1
i f2(x,)=n,dlai=12,..., k, (2.28)
=1
_le f.(x,)f,(x,) =0, dlai =l. (2.29)
j=

Rownose (2.27) moéwi o tym, ze w kazdej kolumnie catkowitego planu ekspery-
mentu czynnikowego typu 2" wartosci sumuja si¢ do 0 (poza kolumng X, =1),
natomiast rowno$¢ (2.28) informuje, ze kwadraty warto$ci w kolumnach sumuja
si¢ do n = 2". Ponadto iloczyny skalarne dwoch dowolnych kolumn planu typu 2™
sa rowne 0, o czym informuje réwnosé (2.29). Stad F'F =nl . Zgodnie z metoda
najmniejszych kwadratdow mozna wyznaczy¢ postaé estymatora parametrow
nieznanej funkcji powierzchni odpowiedzi nastgpujaco:

B=(F'F) FTy- %FTy . (2.30)
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Zatem wyraz wolny funkcji powierzchni odpowiedzi (2.22) jest postaci:
O
B, =_Z y;- (2.31)
n

Pozostate parametry funkcji powierzchni odpowiedzi (2.22) mozna oszacowac
zgodnie z ponizszym wzorem:

ﬁi:%ifi(xj)yj' (2.32)

Oznacza to, ze parametry funkcji powierzchni odpowiedzi postaci (2.22) stano-
wig kombinacj¢ liniowa wartosci Yy,Y,,....yn Zmiennej wynikowej uzyskanych
w poszczegolnych doswiadczeniach. Macierz kowariancji estymatora parame-
trow funkcji powierzchni odpowiedzi (2.30) wyraza si¢ wzorem:

2

cov(B) = 2(F'F) = %I . (2.33)

Zatem macierz (2.33) jest macierza diagonalna, co oznacza, ze estymatory pa-
rametrow funkcji (2.22) dane wzorem (2.30) nie sg wzajemnie skorelowane,
a ponadto jezeli § ~ N(0,0), dlaj =1, 2,..., n, to estymatory ﬁi, (i=12,..,k) sa

niezalezne (Wawrzynek, 2009).

Analiza wynikéw przeprowadzonego eksperymentu sprowadza si¢ do ana-
lizy wariancji oraz zbadania wlasnosci oszacowanej funkcji powierzchni odpo-
wiedzi. Og6lny schemat analizy wariancji efektow glownych i interakcji dla
catkowitego planu eksperymentu czynnikowego typu 2" przedstawia si¢ w po-
staci tabeli, ktora zazwyczaj wyznaczana jest z wykorzystaniem odpowiedniego
oprogramowania komputerowego (por. Montgomery, 2013).

Jezeli w catkowitym eksperymencie czynnikowym typu 2" liczba uwzgled-
nianych czynnikdw wzrasta, to liczba realizowanych do$wiadczen ros$nie. Wowczas
w celu zredukowania liczby do$wiadczen mozna rozwazaé funkcje powierzchni
odpowiedzi, na przyktad postaci (2.23) lub (2.24), ktore nie uwzgledniajg usta-
lonych interakcji czynnikéw. Ponadto poszukuje si¢ takich planéw eksperymen-
tow, ktore przy znacznie mniejszej liczbie doswiadczen pozwalajg na estymacje
parametréw ustalonej funkcji powierzchni odpowiedzi. Plany te nazywane sa
planami utamkowych eksperymentéw czynnikowych typu 2™, a ich konstrukcja
opiera si¢ na schemacie planéw catkowitych eksperymentow czynnikowych
typu 2",
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2.2.2. Utamkowy eksperyment czynnikowy typu 2k

Ulamkowy eksperyment czynnikowy typu 2™ uwzglednia m czynnikow,
ktére wystepuja na dwoch poziomach: gornym lub dolnym. Poziomy rozwaza-
nych czynnikdéw, podobnie jak w przypadku catkowitego eksperymentu czynni-
kowego typu 2", oznacza si¢ liczbami +1 (poziom gorny) oraz —1 (poziom dolny).
Plan utamkowego eksperymentu czynnikowego typu 2™* obejmuje n = 2™*
doswiadczen, gdzie 0 <k <m. Liczba naturalna k ustalana jest tak, aby liczba
realizowanych do$wiadczen pozwolita na estymacje wszystkich parametréw
rozwazanej funkcji powierzchni odpowiedzi. Plan utamkowego eksperymentu
czynnikowego typu 2™* konstruowany jest na podstawie planu catkowitego
eksperymentu czynnikowego typu 2', dla | = m — k, a procedura jego wyznacza-
nia jest uzalezniona od postaci ustalonej funkcji powierzchni odpowiedzi.

Jezeli w eksperymencie rozwazana jest funkcja powierzchni odpowiedzi
nieuwzglgdniajaca interakcji czynnikow postaci (2.24), to eksperyment powinien
obejmowaé n = 2™ doswiadczen, tak aby mozliwa byta estymacja wszystkich
parametrow funkcji (2.24), czyli tak, aby spetniony byt warunek n = 2™ > m.
Woweczas plan eksperymentu utamkowego konstruowany jest na podstawie cat-
kowitego planu eksperymentu typu 2', gdzie | = m — k. Kolejne kolumny tabeli
ulamkowego eksperymentu czynnikowego typu 2™ to kolumny zawierajace
oznaczenie do$wiadczenia, warto$ci zmiennej X, =1 oraz wartosci czynnikow
X ., X,, Wyznacza

si¢ na podstawie dowolnie wybranych k kolumn, ktére odpowiadajg interakcjom

X1, Xay ..., Xi. Wartosci pozostatych k czynnikow X

m-k+1' “¥m-k+21°*
czynnikow.

Niech eksperyment uwzglednia trzy czynniki X;, X;, X3 wystepujace na
dwoch poziomach kazdy oraz funkcje powierzchni odpowiedzi postaci:

Y(X, l}) = ﬂo + :lei + ﬂzxz + ,33X3 . (2-34)

Wtedy catkowity eksperyment czynnikowy typu 2" wymaga przeprowadzenia
n = 2° = 8 do$wiadczen. Wykorzystujac tabele 2.9, mozna wyznaczy¢ plan utam-
kowego eksperymentu czynnikowego typu 2°*, ktéry wymaga przeprowadzenia
n = 2** = 4 do§wiadczen. Ponadto plan ten spetnia warunek 2™ = 21 > 3 =m,
zatem pozwala na estymacj¢ wszystkich parametrow funkcji (2.34). Zgodnie
z procedura wyznaczania planu utamkowego typu 2™ ¥, poza kolumnami z ozna-
czeniem do$wiadczenia i1 z warto$ciami zmiennej pozornej, w tabeli tworzonego
planu znajduja si¢ kolumny wartoséci | = 3 — 1 = 2 czynnikow X;, X, oraz k = 1
kolumn z ustalonymi (dowolnie wybranymi) interakcjami czynnikow. Jeden
z mozliwych ulamkowych planéw eksperymentow dla powyzszych zatozen
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przedstawia tabela 2.10. Alternatywnym planem utamkowym typu 2°* dla planu
przedstawionego w tabeli 2.10 jest plan, ktérego kolumna zawierajaca wartosci
interakcji zostaje pomnozona przez wartos¢ —1 (Wawrzynek, 2009). Graficzng
prezentacje ulamkowego eksperymentu czynnikowego typu 2** przedstawione-
go w tabeli 2.10 zaprezentowano na rysunku 2.2.

Tabela 2.10. Utamkowy eksperyment czynnikowy typu 2°*

Lp. dc?éir/]izfizcezr:;ia Xo =1 %1 X2 Xs(= X, X, X5)
1 @ + _ _ _
2 ac + + — +
3 bc + _ + +
4 ab + + + -

Zrédto: Opracowanie whasne na podstawie: Wawrzynek (2009).

X, he

ac

X,
/ ah

X

1

(N

Rysunek 2.2. Plan utamkowego eksperymentu czynnikowego typu 2°*

Zrédto: Opracowanie whasne.

Rozwazajac funkcje powierzchni odpowiedzi, ktora uwzglednia interakcje
czynnikéw ustalonego rzedu, czyli odpowiednio zredukowana funkcje postaci
(2.22), na podstawie catkowitego planu czynnikowego typu 2", mozna utworzy¢
podobnie plan utamkowego eksperymentu czynnikowego typu 2™*. Przy czym
nalezy zwroci¢ szczegodlng uwage na odpowiednie ustalanie poszczegdlnych
kolumn planu dla uwzglgdnianych interakcji czynnikéw (Wawrzynek, 2009).
Metody konstrukcji i uklady doswiadczen dla utamkowych eksperymentow
czynnikowych typu 2™, dla réznych postaci funkcji powierzchni odpowiedzi sa
licznie przedstawiane w literaturze (por. Wawrzynek, 1993, 2009; Antony, 2003;
Montgomery, 2013).
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Estymacja parametrow funkcji powierzchni odpowiedzi na podstawie wy-
nikéw do§wiadczen realizowanych zgodnie z planem utamkowego eksperymentu
czynnikowego typu 2™* przebiega analogicznie jak w przypadku zastosowania
catkowitego eksperymentu czynnikowego typu 2". Zatem warto$ci estymatorow
sa odpowiednimi kombinacjami liniowymi wartosci Yi,Yz,...,.Yn ZMiennej wyni-
kowej (Wawrzynek, 1993, 2009). Ponadto analiza wariancji otrzymanych rezul-
tatow eksperymentu przeprowadzana jest podobnie jak w przypadku catkowi-
tych eksperymentéw czynnikowych typu 2™ (por. Montgomery, 2013).

2.2.3. Catkowity eksperyment czynnikowy typu 3™
i jego modyfikacje

Plan catkowitego eksperymentu czynnikowego typu 3™ uwzglednia m
czynnikdw Xi, X,,..., Xn Wystepujacych na trzech poziomach: géornym — ozna-
czanym symbolem ,,+” lub liczbg 1, srodkowym — oznaczanym liczba 0, oraz
dolnym — oznaczanym symbolem ,—” lub liczbg —1. Catkowity eksperyment
czynnikowy typu 3" obejmuje n = 3™ doswiadczen okreslonych dla wszystkich
mozliwych kombinacji poziomow czynnikéw Xy, Xs,..., Xy Zazwyczaj catkowi-
te eksperymenty typu 3™ wykorzystywane sg3 w celu estymacji funkcji po-
wierzchni odpowiedzi, bedacej wielomianem drugiego stopnia postaci:

YOG B)= By + Bk + BoXo +eoet BuXoy + BaXXo +oot

, ) , (2.35)
+ﬂm—1mxm—lxm +ﬂ11X1 +ﬂ22)(2 +"'+ﬂm me'

Schemat realizacji do§wiadczen rozwazanego planu przedstawiany jest w posta-
ci tabeli, w ktorej poczatkowe kolumny zawierajg kolejno: odpowiednie ozna-
czenie do$wiadczenia, warto§ci zmiennej pozornej oraz warto$ci poziomow
czynnikow Xj, Xo,..., Xn. W nastepnych kolumnach wyznacza si¢ wartosci pozo-
statych interakcji czynnikow postaci XiXo,. .., Xm 1Xm Oraz X2, X2,..., X 2.

Jezeli w eksperymencie rozwazane sg m = 2 czynniki wystepujace na trzech
poziomach, to catkowity eksperyment czynnikowy typu 3 pozwala na estymacje
funkcji powierzchni odpowiedzi postaci:

y(X, ﬁ): ﬂo +ﬂ1X1 +ﬂzxz "'ﬂ12X1X2 +ﬂllX12 +1322)(22- (2.36)

W przypadku oznaczania poszczegélnych doswiadczen w planie eksperymentu
typu 3™ wykorzystuje sie podobne podejscie jak w przypadku plandéw ekspery-
mentéw czynnikowych typu 2". Poszczegdlnym do$wiadczeniom przypisywana
jest sekwencja liter, ktore odpowiadaja poziomom wystgpowania czynnikow.
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Jezeli w doswiadczeniu dany czynnik ustalony jest na poziomie gornym, to litera
alfabetu odpowiadajaca temu czynnikowi wystgpuje w potedze drugiej. Gdy
w danym dos$wiadczeniu czynnik wystepuje na poziomie srodkowym, to litera
alfabetu, ktéra mu odpowiada, jest zapisywana w potgdze pierwszej. Jesli w do-
$wiadczeniu czynnik wystepuje na poziomie dolnym, to odpowiadajgca mu litera
alfabetu jest pomijana w oznaczeniu do$wiadczenia. Zgodnie z przyjetymi regu-
fami oznaczen, plan realizacji do§wiadczen catkowitego eksperymentu czynniko-
wego typu 3% mozna przedstawié w postaci tabeli 2.11.

Tabela 2.11. Plan catkowitego eksperymentu czynnikowego typu 3

Lo | gotminderenia | X0=1 X1 Xz XX | X! X'
1 1) + - - + + +
2 a + 0 - 0 0 +
3 a’ + + - _ + +
4 + - 0 0 + 0
5 ab + 0 0 0 0 0
6 a’h + + 0 0 + 0
7 b? + . + _ + +
8 ab? + 0 + 0 0 +
9 Elzb2 + + + + + +

Zrodto: Opracowanie whasne na podstawie: Wawrzynek (2009).

Plan catkowitego eksperymentu czynnikowego typu 3" mozna rdéwniez
przedstawi¢ w postaci graficznej jako zbior odpowiednich punktow m-wymia-
rowej kostki. Graficzng prezentacje planu zamieszczonego w tabeli 2.11 przed-
stawia rysunek 2.3.

Nalezy zauwazy¢, ze plany catkowitych eksperymentow czynnikowych ty-
pu 3™ nie spetniaja rownosci (2.29), w szczegdlnosci dla eksperymentu typu 32
(tabela 2.11) iloczyn skalarny kolumn X? oraz X2 lub kolumn X, =1 oraz Xz2

jest dodatni. Zatem wyznaczenie ogélnej postaci estymatorow parametrow funk-
cji powierzchni odpowiedzi postaci (2.35) z wykorzystaniem metody najmniej-
szych kwadratow jest bardziej ztozone niz w przypadku eksperymentoéw typu 2™
(Wawrzynek, 2009).
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Rysunek 2.3. Schemat planu catkowitego eksperymentu czynnikowego typu 3

Zrodto: Opracowanie whasne.

Liczba do$wiadczen w eksperymentach typu 3", wraz ze wzrostem liczby
uwzglednianych czynnikow, gwattownie ro$nie. Zatem uzasadnione jest poszu-
kiwanie takich planéw eksperymentéow czynnikowych, ktore przy zadanej licz-
bie czynnikow na trzech poziomach pozwola jednoczesnie na redukcje liczby
doswiadczen i umozliwia estymacj¢ wszystkich parametrow zadanej funkcji
powierzchni odpowiedzi. Wtedy zazwyczaj konstruowane sa utamkowe ekspe-
rymenty czynnikowe typu 3™,

Plan utamkowego eksperymentu czynnikowego typu 3™ tworzony jest na
podstawie catkowitego eksperymentu typu 3', gdzie | = m — k oraz 0 < k < m.

Ponadto liczba k musi spetnia¢ warunek 3™* Z(m;Z]’ tak aby byla mozliwa

estymacja wszystkich parametréw zadanej funkcji powierzchni odpowiedzi.
Wyznaczenie tabeli planu ulamkowego eksperymentu czynnikowego typu 3™,
pozwalajacego na estymacj¢ funkcji powierzchni odpowiedzi postaci (2.35),
polega na przeniesieniu kolejnych kolumn tabeli catkowitego eksperymentu typu 3
oznaczonych jako X, =1, X, X,,.... X,, XiXa,..., XiaXi oraz X2, XZ,..., X?.

Nastepnie na ich podstawie nalezy wyznaczy¢ odpowiednio warto$ci w kolum-
nach postaci X _ .., X o Xy Xmks1Ximks2s- - .o XmaXm Oraz w kolumnach

X2 . X2 ., X2 (por. Wawrzynek, 2009).

m-k+1? “¥m-k+271°*
Poza utamkowymi planami eksperymentow czynnikowych typu 3™, w ce-
lu zmniejszenia liczby doswiadczen w praktyce wykorzystuje si¢ rowniez cen-

m—k+21°

tralnie skomponowane plany eksperymentéw, nasycone plany eksperymentow
oraz plany Boxa-Behnkena dla czynnikow wystepujacych na trzech poziomach
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(por. Mason, Gunst, Hess, 2003; Miszczak, Ostasiewicz, Wawrzynek, 2008; Dean,
Voss, Dragulji¢, 2017). W zastosowaniach dopuszcza si¢ rowniez eksperymenty,
ktore uwzgledniaja czynniki wystepujace na niejednakowej liczbie poziomow.
Konstrukcja planu eksperymentu dla czynnikéw wystepujacych na rdznej liczbie
pozioméw zazwyczaj wymaga utworzenia pewnej tablicy ortogonalnej (Waw-
rzynek, 2009). W literaturze przedstawiane sa liczne przyktady utworzonych
tablic ortogonalnych dla planéw eksperymentow z ustalong liczbg czynnikoéw na
roznej liczbie poziomoéw (Hedayat, Sloane, Stufken, 1999; Wawrzynek, 2009;
Dean, Voss, Dragulji¢, 2017). Ponadto niektére z programow statystycznych
pozwalaja na wyznaczenie tablic ortogonalnych dla ustalonej liczby czynnikow
i ich poziomoéw.
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3 WYBRANE MODYFIKACJE PLANOW
EKSPERYMENTOW CZYNNIKOWYCH

Zastosowanie metodologii planowania eksperymentéw w roéznych obsza-
rach nauki przyczynily si¢ do poszukiwania alternatywnych rozwiagzan w proce-
durze konstrukcji i analizy wynikéw plandéw eksperymentow. Ponadto dyna-
miczny wzrost mocy obliczeniowej komputerow pozwolil na wykorzystanie
specjalistycznego oprogramowania zar6wno w projektowaniu eksperymentow,
jak i w analizie otrzymanych rezultatow.

W pierwszej czesci niniejszego rozdziatu przedstawiono autorskie propozy-
cje alternatywnych konstrukcji planow eksperymentow czynnikowych. Procedu-
ry modyfikacji zostaly zaproponowane dla wybranych uwarunkowan realizacji
eksperymentow czynnikowych.

Druga czg$¢ rozdziatu zostala poswigcona zagadnieniom zwigzanym z me-
todologia funkcji powierzchni odpowiedzi, ktéra stanowi istotng czgs¢ teorii
planowania eksperymentow. Przedstawiono autorskg propozycje planu ekspe-
rymentu, ktora uwzglednia nieliniowa posta¢ funkcji powierzchni odpowiedzi.
Ponadto zaproponowano wykorzystanie metod symulacyjnych pozwalajacych na
oszacowanie postaci funkcji powierzchni odpowiedzi.

W trzeciej czgéci rozdzialu podjgto rozwazania dotyczace mozliwosci prze-
prowadzenia procedury planowania eksperymentow wtedy, gdy zatozenia kla-
sycznych metod statystycznych nie sg spelnione. Zaproponowano alternatywne
metody analizy wynikéw klasycznych eksperymentow, jak rowniez nieklasycz-
ne metody oceny istotnosci funkcji powierzchni odpowiedzi.

3.1. Alternatywne metody konstrukcji planow
eksperymentéw czynnikowych
Plany eksperymentow czynnikowych wykorzystywane sg w praktyce przed-

sigbiorstw produkcyjnych zwigzanych z ré6znymi gat¢ziami przemyshu. Przyczy-
nia si¢ to do wprowadzania modyfikacji istniejgcych lub konstruowania nowych



procedur planowania eksperymentow. Wdrazanie nowych rozwigzan w projek-
towaniu eksperymentow moze by¢ zwigzane ze specyfika rozwazanego procesu
produkcyjnego lub warunkami realizacji eksperymentu. Ponadto wprowadzenie
modyfikacji planéw eksperymentéw czynnikowych moze doprowadzi¢ do ogra-
niczenia lub zmniejszenia kosztow realizacji eksperymentu.

3.1.1. Plan eksperymentu dla czynnikéw
nieprecyzyjnie ustalonych

Plany eksperymentoéw czynnikowych uwzgledniajg doswiadczenia, w kto-
rych czynniki wystgpuja na ustalonej liczbie poziomow. Wiasciwie przeprowa-
dzony eksperyment wymaga doktadnego ustawienia rozwazanych czynnikow na
wskazanych poziomach, dla kazdego z realizowanych do§wiadczen. Wtedy ana-
liza wynikow przeprowadzonego eksperymentu jest wiarygodna i prowadzi do
sformutowania wtasciwych zalecen dla procesu produkcyjnego. Uzyskanie do-
ktadnych ustawien pozioméw czynnikéw w realizowanych doswiadczeniach wia-
ze si¢ z koniecznoscig utrzymania procesu produkcyjnego w $cisle okreslonych
warunkach. W praktyce nie zawsze jest to mozliwe. Przyczyny nieprecyzyjnego
ustalenia poziomow czynnikéw mogag by¢ zwigzane z warunkami, w jakich prze-
prowadzany jest eksperyment, jego specyfika, jak rowniez z niedoktadnoscig
stosowanej aparatury.

W literaturze problem nieprecyzyjnie ustalonych poziomow czynnikoéw za-
zwyczaj rozwazany jest w kontekscie oceny efektu wptywu btedéw na wlasnosci
oszacowanej funkcji powierzchni odpowiedzi (Box, 1963; Donev, 2004). Ponad-
to analizy planow eksperymentéw czynnikowych, dla ktorych uzyskanie do-
ktadnych warto$ci poziomoéw czynnikdéw nie jest mozliwe, dotyczg oceny opty-
malnosci planu eksperymentu (Draper, Beggs, 1971; Donev, 2004).

D.C. Montgomery (2013), w przypadku uzyskania niedoktadnych wartosci
pozioméw czynnikow uwzglednianych w eksperymencie, wskazuje na mozli-
wos$¢ wykorzystania analizy regresji. Wowczas w celu oszacowania postaci
funkcji powierzchni odpowiedzi uwzgledniane sa warto$ci pozioméw czynni-
kow wyznaczone na podstawie ich rzeczywistych pomiaréw. Oszacowania te sg
mozliwe wtedy, gdy wartosci goérnego i dolnego poziomu czynnika sg $cisle
ustalone. Jezeli okolicznos$ci realizacji eksperymentu prowadza do nieprecyzyj-
nych warto$ci czynnikow w kazdym doswiadczeniu, to ustalenie gornego i dol-
nego poziomu czynnika moze by¢ niewlasciwe. Wowczas mozna wykorzystaé
oszacowanie gornych i dolnych pozioméw czynnikéw zaproponowane przez
M. Szerszunowicz (2011).
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Niech dany bedzie proces produkcyjny, ktorego realizacja przebiega w nie-
stabilnych warunkach. W celu okre$lenia wplywu czynnikow Xi, Xo,..., Xy na
zmienng Y, charakteryzujaca badany proces, zaproponowano przeprowadzenie
catkowitego eksperymentu czynnikowego typu 2". Przy czym zauwazono, ze
zmienne warunki realizacji eksperymentu nie pozwalaja na uzyskanie precyzyj-
nych wartosci czynnikow w poszczegdlnych doswiadczeniach. Wtedy procedura
realizacji calkowitego eksperymentu czynnikowego typu 2" jest mozliwa (do-
$wiadczenia mogg by¢ zrealizowane zgodnie z planem typu 2™), natomiast anali-
za wynikow eksperymentu w takiej sytuacji bedzie prowadzi¢ do niewlasciwych
wnioskow. W trakcie realizacji do§wiadczen nalezy kazdorazowo dokonaé po-
miaru poziomoéw czynnikow. Wowczas, zgodnie z propozycja M. Szerszunowicz
(2011), wartosci poziomow czynnikow X, X,,..., Xn mozna okresli¢ symbolicz-
nie jJako X, X5,..., Xy, X, X0y, Xo , Qdzi€ Xj,X; oznaczaja wartosci czynnika X;
odpowiednio na poziomie gornym lub dolnym, uzyskane w j-tym do$wiadcze-
niu,dlai=1,2,...,m,j=1,2,..., koraz k = 2™*. Plan tego eksperymentu, wraz
z warto$ciami zmiennej wynikowej uzyskanymi w do$wiadczeniach, mozna
przedstawi¢ w postaci tabeli 3.1.

Tabela 3.1. Schemat planu eksperymentu z nieprecyzyjnymi poziomami czynnikow

Numer
. . X X X Y
do$wiadczenia ! 2 m
+ + +
1 Xq1 Xo1 Xin1 i
A - -
2 Xi5 X351 - Y,
n N -
K Xy Xy k12 X kr2 Y
- + +
k+1 X1 X5 k241 X k21 Yk
2k X1k Xok Xk Yok

Zrédto: Opracowanie whasne.

W celu przeprowadzenia analizy wynikdw catkowitego eksperymentu
czynnikowego typu 2", w przypadku wystgpienia nieprecyzyjnych poziomow
czynnikow, M. Szerszunowicz (2011) proponuje oszacowanie wartosci pozio-
méw gornych i dolnych czynnikdéw uwzglednianych w eksperymencie. Wtedy
poziom gorny X i dolny x; czynnika X; mozna oszacowa¢ zgodnie z ponizszy-

mi wzorami:
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X" =—Zx§, (3.1)

(3.2)

>
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=~ |
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j=1

Uzyskane oszacowania poziomow poszczegdlnych czynnikow pozwalajg na prze-
prowadzenie analizy wynikow catkowitego eksperymentu czynnikowego typu 2".
W szczegolnosci mozliwe jest oszacowanie parametrow nieznanej funkcji po-
wierzchni odpowiedzi postaci:

Y B)= By + BiX + BXo +.. 4 fX +€ 3.3

Analize regresji mozna wowczas przeprowadzi¢ uwzgledniajac oszacowane
wartosci poziomoéw czynnikdéw postaci (3.1) i (3.2) (oznaczane odpowiednio
symbolami ,,1” i ,,—1”). Ponadto w analizie regresji mozna uwzgledni¢ wartosci
czynnikéw wyznaczonych dla kazdego z doswiadczen za pomoca wzorow (por.
Montgomery, 2013):

o X = +x) /2

+ = 3.
T w12 34

X — (% +x%7)12

- = 3.5
% X =x)/2 (39)

gdzie:

* X, —rzeczywista wartos¢ czynnika X; ustalonego na gornym poziomie w j-tym
doswiadczeniu,

* X, —rzeczywista wartos¢ czynnika X; ustalonego na dolnym poziomie w j-tym
dos$wiadczeniu,

e X' —oszacowana warto$¢ czynnika X ustalonego na gornym poziomie,

e X — oszacowana warto$¢ czynnika X; ustalonego na dolnym poziomie.

M. Szerszunowicz (2011) zauwaza ponadto, ze dla ustalonej wartosci X czynni-

ka X; oraz warto$cix e {Xi_l, Xigyeons Xi;} i Xz € {Xa, AR XIT(} takich, ze

X, <X<X,, mozna oszacowa¢ warto$¢ Y zmiennej wynikowej Y, wykorzystujac

interpolacje liniowg postaci:

~ +(i_xa)(yﬂ_ya)

X5 =X,

(3.6)

a
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gdzie Y,,Y, sa wartosciami zmiennej wynikowej uzyskanymi w doswiadcze-
niach, w ktorych czynnik X; wystepuje na poziomie X, oraz X, , odpowiednio.

D.C. Montgomery (2013) rozwaza badanie pewnego procesu chemicznego.
Celem badania jest analiza wptywu trzech czynnikow: temperatury (X;), cisnie-
nia (X,) oraz stezenia katalizatora (X3) na wydajno$¢ rozwazanego procesu (Y).
Przyjeto, ze kazdy z czynnikow wystepuje na dwoch poziomach: gornym i dol-
nym. Ponadto ustalono funkcje powierzchni odpowiedzi postaci:

Y(X,B)= By + BX + ByX + BiXs +é. (3.7)

W zwiazku z tym podjeto decyzje o realizacji kolejnych doswiadczen zgodnie
z catkowitym planem eksperymentu czynnikowego typu 2°. W trakcie realizacji
poszczegblnych doswiadczen uzyskanie precyzyjnych ustawien poziomow
uwzglednionych czynnikéw okazato si¢ niemozliwe. Wyniki przeprowadzonych
do$wiadczen przedstawia tabela 3.2 (por. Montgomery, 2013).

Tabela 3.2. Wyniki zrealizowanych doswiadczen w badaniu procesu chemicznego

dos,“'\/'i‘ﬂcezrenia TemperaturaX, |  Ciénienie X, katzlt?zzaigirz x, | WydajnoséY
1 125 41 14 32
2 158 40 15 46
3 121 82 15 57
4 160 80 15 65
5 118 39 33 36
6 163 40 30 48
7 122 80 30 57
8 165 83 30 68
9 140 60 22,5 50
10 140 60 22,5 44
11 140 60 22,5 53
12 140 60 225 56

Zrodto: Opracowanie wlasne na podstawie: Montgomery (2013).

Przedstawiona w niniejszym rozdziale procedura utworzenia alternatywnego
planu eksperymentu pozwala na oszacowanie wartosci goérnego i dolnego po-
ziomu dla kazdego z czynnikow, zgodnie ze wzorami (3.1) oraz (3.2). Rezultaty
obliczen przedstawia tabela 3.3.
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Tabela 3.3. Wartosci oszacowanych poziomoéw czynnikow

Poziom czynnika Temperatura X, Ci$nienie X, Stezenie katalizatora X3
gorny 161,50 81,25 30,75
dolny 121,50 40,00 14,75

Zrodto: Opracowanie whasne.

Na podstawie ustalonych pozioméw czynnikow mozna wyznaczy¢ wartosci czyn-
nikow w poszczegolnych doswiadczeniach, zgodnie z formutami (3.4) i (3.5).
Utworzony alternatywny plan do§wiadczen wraz z warto$ciami zmiennej wyni-
kowej przedstawia tabela 3.4.

Tabela 3.4. Alternatywny plan eksperymentu dla rozwazanego procesu chemicznego

dos'\x’\llizgqcezrenia %1 %2 %s Y
1 -0,825 -0,952 -1,094 32
2 0,825 -1,000 -0,969 46
3 -1,025 1,036 -0,969 57
4 0,925 0,939 -0,969 65
5 -1,175 -1,048 1,281 36
6 1,075 -1,000 0,906 48
7 -0,975 0,939 0,906 57
8 1,175 1,084 0,906 68
9 -0,075 -0,030 -0,031 50
10 -0,075 -0,030 -0,031 44
11 -0,075 -0,030 -0,031 53
12 -0,075 -0,030 -0,031 56

Zrédto: Opracowanie whasne.

Wykorzystujac analize regresji dla planu przedstawionego w tabeli 3.4,
uzyskano oszacowanie funkcji powierzchni odpowiedzi (3.7) postaci:

¥(X,B)=51,25+5,41x, +10,48xX, +1,14x,.. (3.8)

Dla oszacowanego modelu funkcji powierzchni odpowiedzi przeprowadzono
analize wariancji, ktorej wyniki przedstawia tabela 3.5. Warto$¢ statystyki te-
stowej F przekracza warto$¢ krytyczna Foos.3.5 = 4,07, zatem na poziomie istot-
nosci 0,05 nalezy odrzuci¢ hipoteze zerowa, gloszaca, ze parametry oszacowa-
nego modelu sg nieistotne. W celu oceny istotnosci poszczegdlnych parametrow
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modelu (3.8) przeprowadzono testy wykorzystujace statystyke testowa t. Wyniki
przedstawia tabela 3.6.

Tabela 3.5. Analiza wariancji modelu funkcji powierzchni odpowiedzi postaci (3.8)

Zrodto Suma Liczba stopni Sredni Statystyka
zmiennos$ci kwadratow swobody kwadrat testowa
Model 1153,78 3 384,59 30,10
Reszty modelu 102,22 8 12,78 -
Calkowita 1256,00 11 - -
Zmicnnosc
Zrédto: Opracowanie whasne.
Tabela 3.6. Oszacowanie i istotno$¢ parametréw modelu (3.8)
Parametr Oszacowanie Statystyka t p—warto$¢
5o 51,25 49,64 0,0000
YA 5,41 4,32 0,0026
5, 10,48 8,29 0,00003
By 1,14 0,91 0,3889

Zrédto: Opracowanie whasne.

Na podstawie otrzymanych wynikow mozna stwierdzi¢, ze jedynie stezenie
katalizatora (czynnik X3) nie wplywa istotnie na warto$ci zmiennej wynikowe;j.
Zatem przedstawiona alternatywna konstrukcja planu eksperymentu czynniko-
wego, wykorzystujaca jednocze$nie oszacowania pozioméw czynnikow zapro-
ponowane przez M. Szerszunowicz (2011) oraz oszacowania postaci (3.4), (3.5),
pozwolita na przeprowadzenie wlasciwej analizy wynikow badania wydajno$ci
procesu chemicznego.

3.1.2. Plany eksperymentow konstruowane na podstawie
wartosci pola losowego

Konstrukcja planu eksperymentu wymaga od eksperymentatora wlasciwego
okreslenia schematu i warunkoéw realizacji do§wiadczen. Na ten etap sktada si¢
odpowiednie scharakteryzowanie punktéw obszaru eksperymentowania. Zgodnie
z procedurg planowania eksperymentéw poszczeg6lne doswiadczenia w ustalo-
nych punktach obszaru eksperymentowania powinny by¢ zrealizowane w sposob
losowy (Montgomery, 2013). W zaleznoS$ci od ustalonego planu eksperymentu
uwzgledniane sa wszystkie punkty obszaru eksperymentowania (np. dla catko-
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witych eksperymentow czynnikowych) lub ich odpowiednia czgé¢ (utamkowe
eksperymenty czynnikowe). Niejednokrotnie, ze wzglgdu na specyfike badanego
procesu lub zjawiska, przeprowadzenie eksperymentu zgodnie z klasycznym
schematem nie jest uzasadnione (moze prowadzi¢ do niewiarygodnych wyni-
kow) lub nawet nie jest mozliwe. Sytuacja taka wystepuje wtedy, gdy warunki
realizacji eksperymentu sg zmienne, badane materialy charakteryzuja si¢ niejed-
norodng strukturg lub koszty przeprowadzenia eksperymentu sg ograniczone.
Wowczas poszukuje si¢ takich planéw eksperymentdow, ktore pozwolg na reali-
zacje doswiadczen tak, aby mozliwa byta wtasciwa analiza otrzymanych wyni-
kow. W szczegolnosci M. Szerszunowicz (2014d) przedstawia propozycje kon-
strukcji planu eksperymentu na podstawie warto$ci pola losowego.

Niech dana bedzie przestrzen probabilistyczna (Q2, A, P). Polem losowym
n-wymiarowym okre$lana jest funkcja U :R"xQ— R, taka ze dla kazdego teR"
odwzorowanie o+ U (t,) jest zmienng losowa w Q. Laczna dystrybuanta po-

staci:
Ftl,tz,..qtm (u,u,,...,u.)=PU({) <u,U(t,) <u,,...,U(t,) <u,), (3.9

okreslona dla zmiennych losowych U(ty),U(ty),...,U(ty) definiuje n-wymiarowe
pole losowe U(t), przy czym ty,t,,..., t, sg wartoSciami parametru t. Pole losowe
U(t) jest typu ciaglego, jezeli funkcja U :R"xQ —R' jest ciagla w R"xQ.
Waznymi wielko$ciami opisujacymi pola losowe s3 momenty: zwykty oraz cen-
tralny. Wyrazenie postaci:

My (e ) = EQUO) UG U E)) =

) ) ) 3.10
T R L R i O B

okresla moment zwykty rzedu j; + ... + s w punktach t,..., t, dla j, > O,
k=1,2,.., soraz $>1, gdzie u(t) jest realizacjg pola losowego U(t). Moment
centralny rzedu j; + ... + js w punktach ti,.. ., t; dany jest jako:

i (Gt )
—E(U(t)-EU®) ... [Ut)-EU®))= G
= [[u(t) -EU )" ... [u(t) - EU (t,)]*dP(u)

gdzie j, >0,k=12,...,5,5>1. Dla wartosci ty, t, parametru t € R" funkcj¢ kore-
lacji pola losowego U(t) w zbiorze | = R" dla t,,t, | definiuje si¢ za pomoca

wyrazenia:
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cov(U (t,),U(t,))

RU(L).U(t,))=R(t,t,) = ool | (3.12)

gdzie cov(U (t,),U(t,)) oznacza kowariancje zmiennych losowych U(ty) i U(tp),
natomiast o2(t,) i o?(t,) odpowiednie wariancje tych zmiennych. Jezeli funk-
cja korelacji pola losowego nie zalezy od wyboru punktu t, € R", to pole losowe

U(t) nazywane jest polem jednorodnym. Pole losowe U(t) okre$la sie polem
stacjonarnym w szerszym sensie, jezeli dla kazdego t e R" warto$¢ oczekiwana
i wariancja funkcji U(t) przyjmuja skonczone wartosci oraz dla kazdych t,t, e R"

spetniona jest rownos¢:
RU(t),U(t,))=R(t,t,) =R(tt,), (3.13)

ktéra oznacza, ze funkcja korelacji zalezy tylko od wektora tsz taczacego punk-

ty t; oraz t,. Z kolei pole losowe stacjonarne w szerszym sensie nazywane jest
izotropowym, jesli R(t,,s,) =R(t,,s,), zaktadajac, ze odlegtosci punktow t; i s,
oraz punktow t, i S, sg rowne. Jezeli rozktady zmiennych losowych opisujacych pole
losowe sg rozktadami normalnymi, to pole losowe nazywane jest gaussowskim.

Teoria pol losowych znajduje szerokie zastosowanie w statystyce prze-
strzennej. Nalezy tutaj wyr6zni¢ modele pél losowych wykorzystywane w bada-
niach: parametrow zt6z geologicznych (np. model Zubrzyckiego), struktury
zbiornikow wodnych (np. model Wolfcamp) lub jakosci powietrza (np. model
transportu i dyfuzji zanieczyszczenia gazowego) (Przybycin, 2004). Ponadto
E. Szczepankiewicz (1985) przedstawia modele pdl losowych, ktore moga by¢
wykorzystane w badaniach dotyczacych struktury gruntu lub gleby, oceny upraw
czy opaddéw atmosferycznych. Modele pdl losowych stosowane sa rowniez
w badaniach technologicznych dotyczacych miedzy innymi oceny wytrzymato-
$ci materiatlow lub wlasnosci procesu filtracji (Szczepankiewicz, 1985). Najcze-
Sciej w praktyce w ocenie badanych zjawisk i1 proceséw, ze wzgledu na wiasno-
$ci, wykorzystuje si¢ gaussowskie pola losowe (Przybycin, 2004).

M. Szerszunowicz (2014d) proponuje wykorzystanie modeli pol losowych
w przypadku eksperymentéw dotyczacych badania wytrzymato$ci materiatu.
Wtedy jesli D = R? jest cze$cia materiatu, ktora podlega badaniu, to pole loso-
we w(p) okreslone w zbiorze D opisuje jedna z cech wytrzymatosciowych bada-
nego materiatu w punkcie p € D. Ponadto w ocenie cech wytrzymato$ciowych
materiatow, dla ktorych niemozliwe jest wyrdznienie kierunkow zmiennosSci
cechy, wykorzystuje si¢ pola losowe stacjonarne w szerszym sensie, izotropowe
(Szczepankiewicz, 1985). Niech zbior D bedzie obszarem eksperymentowania.
Ponadto zaktada sig, ze realizacja doswiadczen we wszystkich punktach obszaru D
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nie jest mozliwa. Wowczas plan eksperymentu moze zosta¢ skonstruowany na

podstawie warto$ci pola losowego. Konstrukcje takiego planu dos$wiadczen

mozna przedstawi¢ w nastepujacych etapach (Szerszunowicz, 2014d):

1. Okreslenie wszystkich mozliwych punktéw obszaru eksperymentowania.

2. Wyznaczenie wartosci pola losowego w(p) dla kazdego z okreslonych punk-
tow obszaru eksperymentowania.

3. Wskazanie punktow obszaru eksperymentowania na podstawie realizacji pola
losowego w(p), w ktorych zostang przeprowadzone doswiadczenia.

4. Losowa realizacja do§wiadczen w wybranych punktach obszaru eksperymen-
towania.

Eksperyment przeprowadzony zgodnie z przedstawionym schematem pozwala

na uwzglednienie w badaniu wybranych wlasciwosci wytrzymato§ciowych ma-

teriatu. W przedstawionym przez M. Szerszunowicz (2014d) eksperymencie rozwa-

zano konstrukcje planu, dla ktérego obszar eksperymentowania zostat okreslony

na podstawie zakresow zmiennosci uwzglednionych czynnikow. Zaprezentowany

plan doswiadczen pozwolil na przeprowadzenie eksperymentu przy ograniczo-

nych kosztach realizacji do§wiadczen.

D.C. Montgomery (2013) rozwaza eksperyment polegajacy na badaniu wy-
trzymatosci na rozciaganie arkusza papieru (zmienna wynikowa Y) w zaleznosci
od dwoch czynnikoéw: rodzaju wytwarzanej miazgi (czynnik X;) oraz temperatu-
ry gotowania (czynnik X;). Ustalono trzy metody produkcji miazgi oraz cztery
poziomy temperatury gotowania. Stad czynnik X; ustalono na trzech poziomach
oznaczonych symbolami A, B, C, natomiast czynnik X, osiagat cztery poziomy:
200°F, 225°F, 250°F, 275°F. Eksperyment ten nie moze by¢ przeprowadzony
zgodnie z klasycznym schematem, poniewaz realizacja doswiadczen dla losowo
ustalonych poziomdéw czynnikoéw wiaze si¢ z wielokrotng produkcja miazgi, co
prowadzi do istotnego wzrostu kosztow eksperymentu. Stad przebieg ekspery-
mentu podzielony zostat na etapy: produkcja miazgi zgodnie z ustalong metoda
wytwarzania oraz podziatl miazgi na cztery czgéci, z ktorych kazda poddana zo-
stata dziataniu innej temperatury (jednej z czterech). Woéwczas dokonany zostaje
pomiar wytrzymatos$ci na rozcigganie dwunastu wytworzonych arkuszy papieru.
Ponadto dla rozwazanego eksperymentu ustalono trzy replikacje (pojedyncza
replikacja w jednym dniu), zatem trzykrotnie nalezy dokona¢ pomiaru wytrzy-
matosci dwunastu (ponownie wytworzonych) arkuszy papieru. Tak okreslony
schemat eksperymentu nazywany jest eksperymentem typu split-plot (Elandt,
1964; Cox, Reid, 2000; Montgomery, 2013). Lacznie eksperyment wymaga prze-
prowadzenia 36 doswiadczen, przy czym nalezy zauwazy¢, ze ich realizacja jest
czasochtonna oraz wigze si¢ ze zwigkszeniem kosztow produkcji.

Zaktadajac, ze wytrzymato$¢ arkusza papieru na rozcigganie moze by¢ opi-
sana za pomocg gaussowskiego pola losowego stacjonarnego, w szerszym sensie
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izotropowego, mozna wykorzysta¢ elementy konstrukcji planu eksperymentu
zaproponowanej przez M. Szerszunowicz (2014d). Niech zatem obszar ekspe-
rymentowania D sktada si¢ z dwunastu podobszaréw Dj; odpowiadajacych po-
wierzchniom arkuszy papieru wytworzonych z ustalonych miazg (i = 1, 2, 3)
poddanych dziataniu okre$lonych temperatur (j = 1, 2, 3, 4). Zgodnie z kon-
strukcja eksperymentu wykorzystujacego wartosci pola losowego, w pierwszym
etapie nalezy wyznaczy¢ wszystkie mozliwe punkty obszaru eksperymentowa-
nia. W przedstawionym eksperymencie zaktada si¢, ze kazdy z podobszarow
Dj (1=1,2,3,j=1, 2, 3, 4) zostal podzielony na 16 rownych cz¢sci, stad poje-
dynczy punkt obszaru eksperymentowania odpowiada wspolrzgdnym $rodka
jednej czgsei podobszaru Dy (i =1, 2, 3, j =1, 2, 3, 4). Zatem w pierwszym
etapie eksperymentu rozwaza si¢ 192 punkty obszaru eksperymentowania. Na-
stepnie dla kazdego punktu obszaru eksperymentowania zostaly wyznaczone
wartosci gaussowskiego pola losowego wii(p) (i=1, 2, 3,j =1, 2, 3, 4) charakte-
ryzujacego wytrzymatos¢ na rozcigganie arkusza papieru odpowiadajacego pod-
obszarowi Dy (i =1, 2, 3, j =1, 2, 3, 4). Graficzng prezentacj¢ wartosci pola
losowego dla arkuszy papieru wytworzonych z miazgi typu B poddanej dziata-
niu poszczegolnych temperatur, czyli podobszarow Do, dla j =1, 2, 3, 4, przed-
stawia rysunek 3.1, gdzie X 1 Y odpowiadajg wspotrzednym szerokosci i dtugo-
$ci arkuszy papieru, a Z charakteryzuje warto$ci rozwazanego pola losowego.

Podobszar Dyq (X4=B, X3=200°F) Podobszar Dgy (X4=B, X;=225°F)

0.75- z 0.75- . z
10 4

> 050~ 05 > 9s0-
0.0 0
05 4
025- -1.0 0.25- 2
028 050 078 028 050 078
X X
Podobszar Dy3 (X4=B, X,=250°F) Podobszar Doy (X4=B, X,=275°F)

0.75- . Z 0.75- Z
4
0.0
2
> 0.50- -0.5  >o050-
1.0 0
0.25- . 15 0.25- 2
0.25 0.75
X

0.50 X 0.25 0.50 0.75
X

Rysunek 3.1. Wartosci pol losowych dla podobszaréw Dy, Dy, Do, Day

Zrédto: Opracowanie wiasne.
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W trzecim etapie konstrukcji eksperymentu nalezy wskaza¢, na podstawie
wartosci pola losowego, w ktérych punktach obszaru eksperymentowania ko-
nieczne jest przeprowadzenie do§wiadczenia. Ze wzgledu na specyfike badania
stwierdzono, ze uzasadnione bedzie wskazanie dla kazdego z podobszardéw
trzech punktow, w ktorych nalezy zbada¢ wytrzymato$¢ na rozcigganie. Jako
kryterium wyboru punktdw przyjeto trzy najmniejsze wartosci poszczegolnych
p6l losowych. Wowczas w kazdym ze wskazanych punktow obszaru ekspery-
mentowania nalezy przeprowadzi¢ doswiadczenia (dokona¢ pomiaru wytrzyma-
to$ci na rozcigganie) w sposob losowy. Rysunek 3.2 przedstawia ustalone punk-
ty podobszarow Dy, dlaj =1, 2, 3, 4.

Podobszar D,y Podobszar Dy,
0.78 0.78
> 0.50- > 0.50-
0.25 0.25
025 050 075 025 050 075
X X
Podobszar Dy, Podobszar Dy,
0.75- 0.75-
> 0.50- > 0.50-
0.25 0.25
025 050 075 025 050 075
X X

Rysunek 3.2. Graficzna prezentacja punktow, w ktorych nalezy przeprowadzié¢
doswiadczenia dla podobszarow Dyy, Dy, Dj3, Doy

Zrédto: Opracowanie whasne.

Skonstruowany na podstawie warto$ci pol losowych eksperyment wymaga
wykonania tacznie 36 doswiadczen. Zatem liczba doSwiadczen w przedstawio-
nym planie jest rowna liczbie do§wiadczen planu pierwotnego. Przy czym nale-
zy zauwazy¢, ze w zaproponowanym planie eksperymentu wyniki do§wiadczen
zostaty uzyskane na podstawie jednorazowej produkcji dwunastu arkuszy papie-
ru, co istotnie wplynie na zmniejszenie kosztéw przeprowadzenia eksperymentu.
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Ponadto plan eksperymentu wykorzystujacy wartosci pol losowych umozliwia
realizacje do$wiadczen przy zachowaniu wzglednie jednorodnych warunkéw
eksperymentu oraz pozwala na skrocenie czasu realizacji wszystkich doswiad-
czen (nie wymaga replikacji eksperymentu roztozonych w czasie).

Dla przedstawionego badania wytrzymatosci na rozciaganie arkuszy papieru
mozna rozwaza¢ alternatywne warianty planu eksperymentu skonstruowanego
na podstawie wartosci pola losowego, uwzgledniajac jako kryterium wyboru
punktéow obszaru eksperymentowania najwicksze lub $rodkowe wartosci pola
losowego. Przedstawiona propozycja planu eksperymentu stanowi alternatywne
podejscie w projektowaniu planéw eksperymentéw typu split-plot. Moze ona zna-
lez¢ zastosowanie nie tylko w eksperymentach dotyczacych badania cech wy-
trzymato$ciowych materiatu. W podobny sposdb mozna okresli¢ plany doswiad-
czen dla modeli geologicznych, gleboznawczych czy stuzacych jakosci upraw.

3.1.3. Plan eksperymentu czesciowego konstruowany
z wykorzystaniem metody p6tprob zrownowazonych

W badaniach ekonomicznych poszukuje si¢ metod, ktore przy okreslonych
ograniczonych nakladach finansowych zapewnia uzyskanie wiarygodnych i po-
prawnych wnioskow. W szczegdlnosci badania prowadzone przez urzedy staty-
styczne powinny jak najlepiej charakteryzowa¢ badane zjawisko. Jedng z takich
praktyk jest wykorzystanie metody potprob zrownowazonych w badaniach eko-
nomicznych dotyczacych gospodarstw domowych. Metodg tg pierwszy raz wy-
korzystano w biurze spisow USA, a jej formalny zapis przedstawit P.J. McCarthy
(MccCarthy, 1966; Wolter, 1985).

Schemat metody potprob zrownowazonych wykorzystywany jest w proce-
durze losowania warstwowego w celu oszacowania wariancji ustalonego esty-
matora. Rozwazana jest proba sktadajgca si¢ z L warstw, przy czym z kazdej
warstwy losowane sg doktadnie n, = 2 elementy. Wtedy utworzona proba postaci:

L
s={s, (3.14)
h=1

rowniez zlozona jest z L warstw, natomiast kazda z poszczegolnych warstw s,
sktada si¢ z dwoch elementdow: Y1, Vno. POlproba tworzona jest przez dobor do-
ktadnie jednego elementu z kazdej warstwy s,. Elementom polproby przypisy-
wana jest jedna z warto$ci 1 lub —1, zgodnie z formula:
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_ { L Yues, (3.15)

g =
o -1 VY, €S8,

gdzie k oznacza liczbg rozwazanych potprob oraz « = 1, 2,..., k. Poszczegolne
potproby moga by¢ opisane za pomoca wektora postaci (€4, €w,..., &), dla
a=1,2,.., k W przedstawiony sposoéb mozliwe jest utworzenie 2" roznych
pOtpréb. Procedury obliczeniowe wariancji estymatora ustalonego parametru
z uwzglednieniem wszystkich polprob sa skomplikowane i czasochtonne. Wy-
kazano, ze wykorzystanie zbioru polprob zrownowazonych pozwala na redukcje
trudnosci obliczeniowych, przy jednoczesnym zachowaniu nieobcigzonosci es-
tymatora wariancji ustalonego parametru (Jakubowski, 1999). Zbiér k potprob
nazywany jest zbiorem potprob zrownowazonych, gdy dla kazdej pary roznych
warstw h,h'e{1,2,..., L} spetniony jest warunek:

k
Zsahgah. =0. (3.16)
a=1

Uogolnieniem metody potprob zrownowazonych dla prob skladajacych sie
z L warstw, z ktorych losowanych jest n, > 2 elementow, jest metoda zgrupowa-
nych potpréb zrownowazonych (grouped balanced half-samples, Jakubowski,
1999). Metoda ta polega na podziale kazdej warstwy w sposob losowy na dwie

. , . . . n
grupy: gny 0raz gy, o liczebnosciach odpowiednio m,; = {?h} oraz Mny = N — My,

gdzie [x] oznacza cze$¢ catkowitg liczby X. Wowczas potproby tworzone sg ana-
logicznie jak w przypadku metody potprob zréwnowazonych: z kazdej nowo
okreslonej warstwy pobierany jest do proby doktadnie jeden element, przy czym
elementy potprob oznaczane sg zgodnie z formuta:

1, S
. :{ On €Sy (3.17)
-1 g, €s,

Wtedy zbior K polprob nazywany jest zrownowazonym, gdy zachodzi:

k
Zyahj/ah' :O’ (318)
a=1

dla kazdej pary roznych warstw h,h'e{1,2,...,L}. J.N.K. Rao oraz J. Shao (1996)

zaproponowali metod¢ powtdrzen zgrupowanych polprob zréwnowazonych
(repeatedly grouped balanced half-samples). Metoda ta stanowi uogolnienie
metody grupowanych polproéb zrownowazonych i polega na niezaleznych po-
wtdrzeniach podzialu elementéw warstw na dwie grupy.
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Wsréd metod planowania eksperymentow znaczaca role odgrywaja ekspe-
rymenty, ktore pozwalaja na przeprowadzenie jak najmniejszej liczby doswiad-
czen przy zatozeniu, ze uzyskane wyniki bedg pozwalaty na wlasciwa analize
procesu produkcyjnego. Najczesciej wykorzystywanymi planami eksperymen-
tow, ktore pozwalajg na istotne zredukowanie liczby doswiadczen, sg utamkowe
plany eksperymentow czynnikowych typu 2™ oraz typu 3™*. Dla tych planow
rozwaza si¢ czynniki wystgpujace na dwoch lub trzech poziomach. W praktyce
czynniki mogg by¢ uwzgledniane na wigkszej liczbie poziomoéw. Wowczas na-
lezy poszukiwa¢ alternatywnych planow eksperymentow, ktére w uzasadniony
sposdb pozwola na przeprowadzenie mniejszej liczby do§wiadczen, niz wynika
to z eksperymentu obejmujacego caty obszar eksperymentowania.

Jeden z alternatywnych sposobow tworzenia planu cze$ciowego przedstawia
M. Szerszunowicz (2014c). Zaproponowany czesciowy plan eksperymentu jest
skonstruowany na podstawie planu catkowitego eksperymentu czynnikowego
i wykorzystuje schemat metody potprob zrownowazonych. Rozwazany jest cat-
kowity plan eksperymentu czynnikowego typu 2", uwzgledniajacy m czynnikow
X1, Xa,..., Xm Wystepujacych na dwdch poziomach: gornym (+1) oraz dolnym (-1).
Czynniki Xy, X,,..., X, utozsamiane sg z warstwami, natomiast punkty obszaru
eksperymentowania x;, dla j = 1, 2,..., n, odpowiadaja kolejnym polprébom.
Wtedy poziomy czynnikow X;, Xp,..., Xy opisuja warto$ci przypisywane ele-
mentom w kolejnych warstwach, zgodnie z formutg (3.15). Konstrukcja cze-
Sciowego planu eksperymentu z wykorzystaniem metody polpréb zréwnowazo-
nych jest opisana w nast¢pujacych etapach (Szerszunowicz, 2014c):

1. Okreslenie catkowitego planu eksperymentu czynnikowego obejmujacego
n doswiadczen.

2. Utworzenie zbioru k potprob zrownowazonych postaci () = {X(jl),x(jz),..., x(jk)}
dla kazdego punktu obszaru eksperymentowania X; (j = 1, 2,..., n), zgodnie
z warunkiem (3.16).

3. Wyeliminowanie z catkowitego planu eksperymentu czynnikowego punktow
obszaru eksperymentowania wskazanych przez ustalony zbior potprob zrow-
nowazonych X;hs, taki ze Xy, € {Xéﬂs,xgﬁl,...,xéﬂl}.

4. Wybor planu eksperymentu na podstawie wynikéw analiz wskazanych pla-
néw eksperymentow w poprzednim etapie.

5. Przeprowadzenie doswiadczen zgodnie z wyznaczonym planem eksperymentu.

Utworzony, zgodnie z powyzszymi etapami, plan eksperymentu obejmuje n — K

doswiadczen. Wobec czego pozwala na ograniczenie czasu i kosztow realizacji

eksperymentu. Ponadto zaprezentowany czg¢sciowy plan eksperymentu pozwala
na ustalenie liczebnos$ci zbioru polprob zréwnowazonych, co umozliwia zdeter-
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minowanie liczby realizowanych do$wiadczen. Taka wtasnos¢ konstrukeji planu
eksperymentu jest istotna miedzy innymi ze wzgledu na mozliwo$¢ estymacji
ustalonych postaci funkcji powierzchni odpowiedzi (Szerszunowicz, 2014c).

Na podstawie przedstawionego planu eksperymentu oraz uogoélnienia metody
polprob zréwnowazonych mozna utworzy¢ czgsciowy plan eksperymentu czyn-
nikowego, ktory uwzglednia czynniki wystepujace na roéznej liczbie poziomow.
Niech dany bedzie plan catkowitego eksperymentu czynnikowego uwzgledniajacy
m czynnikow Xi, Xa,..., Xy wystepujacych na n; > 2 poziomach, dlai=1, 2,..., m.
Woéwecezas zgodnie z procedurg metody zgrupowanych potprob zrownowazo-
nych, nalezy podzieli¢ poziomy kazdego z czynnikéw na dwie grupy g% i gt

o liczebno$ciach odpowiednio m(? Z[EI} oraz mi) =n -m®, dlai=1,2,..., m

Zgodnie z metoda zgrupowanych potprob zréwnowazonych podziat poziomow
czynnikow powinien zosta¢ okre$lony w sposob losowy. Ze wzgledu na specyfi-
ke badanego zjawiska lub procesu, eksperymentator moze dokona¢ celowego
podziatu poziomdéw poszczegolnych czynnikow, uwzgledniajac wyzsze i nizsze
poziomy czynnikéw lub koszty osiggniecia (utrzymania) poszczegdlnych po-
ziomow czynnikow. Wtedy utworzone zgodnie z formutg (3.17) potproby od-
powiadaja grupom punktéw obszaru eksperymentowania zdeterminowanym
przez przyjety podzial pozioméw czynnikow. Dla poszczegolnych grup punktow
obszaru eksperymentowania mozna wyodrebni¢ zbiory potprob zréwnowazo-
nych spetniajace wlasnos¢ (3.18). Sposrod wyznaczonych zbiorow polprob
zroéwnowazonych nalezy wybra¢ zbidr o najmniejszej liczebnosci. W ten sposob
mozliwe jest skonstruowanie czesciowego planu eksperymentu dla m czynnikéw
X1, Xo,. .., Xm Wystgpujacych na n; > 2 poziomach, dlai=1,2,...,m.

W celu przedstawienia konstrukcji czgsciowego planu eksperymentu czyn-
nikowego rozwazono badanie dotyczace wpltywu na zmienng wynikowg dwoch
czynnikow X; i X, wystepujacych odpowiednio na n; = 6 oraz n, = 4 poziomach.
Wowczas catkowity plan eksperymentu czynnikowego obejmuje n = 24 do-
$wiadczenia. Dla poziomow czynnika X; przyjeto oznaczenia: A, B, C, D, E, F,
a dla poziomo6w czynnika X, 0znaczenia: a, b, ¢, d. Zgodnie z proponowang me-
toda dokonano podzialu poziomow czynnikow X; i X, na grupy: géll) i gr(]lz) oraz

92 i g o liczebnosciach odpowiednio mf =m®) =3 oraz m? =m? =2, na-
stepujaco g ={AB,D}, g} ={C,E,F},g{? ={a,d},g{? ={b,c}. Graficzna

prezentacj¢ obszaru eksperymentowania wraz z wyrdznionym podziatem po-
ziomOow czynnikOw na grupy przedstawia rysunek 3.3. Woéwcezas mozliwe do
utworzenia potproby wraz przypisanymi oznaczeniami, zgodnie z (3.17), przed-
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stawia tabela 3.7. Na podstawie uzyskanych potpréb oraz korzystajac z warunku
(3.18) mozna utworzy¢ cztery dwuelementowe zbiory polprob zrownowazonych

postaci {1, 11}, {1,111}, {111V}, {1, 1V} .Kazdy ze zbioréw wskazuje 12 punk-

tow obszaru eksperymentowania, w ktorych nalezy przeprowadzi¢ kolejne do-
$wiadczenia.

d . . . . . .
e . . . . . .
=
j
C
[

O p . . . . . .

a . . . . . .

A B c D E F
Czynnik X4

Rysunek 3.3. Obszar eksperymentowania calkowitego eksperymentu czynnikowego

Zrédto: Opracowanie whasne.

Tabela 3.7. Wyznaczone polproby

Numer Symboliczny zapis
potproby Postaé polproby elememfw pf*préby
(@) {7972}
! {98.97}={{AB,D},{ad}} {11)
I {0,917} ={{AB.D}.{b.c}} {1y
i {080} ={iC.E.F).fad)) (11
v loi2.9%2} ={{C.EF}.{bcl] 11

Zrédto: Opracowanie whasne.

Wyznaczone obszary eksperymentowania przedstawia rysunek 3.4. Wyko-
rzystanie proponowanej konstrukcji planu eksperymentu czg¢$ciowego prowadzi
do istotnego zmniejszenia liczby realizowanych doswiadczen: z 24 doswiadczen
ustalonych dla planu catkowitego do 12 doswiadczen okre§lonych w planie cze-
Sciowym.
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Rysunek 3.4. Obszary eksperymentowania dla wyznaczonych zbiorow
polprob zrownowazonych

Zrédto: Opracowanie whasne.

Sposérod wyznaczonych czgsciowych plandw eksperymentéw nalezy wybraé
jeden, zgodnie z ktorym zostang zrealizowane kolejne do$wiadczenia. Mozna
tego dokona¢ w sposob losowy lub na podstawie oceny mozliwosci realizacji
doswiadczen w zadanych punktach obszaru eksperymentowania.

Przedstawiona propozycja konstrukcji czesciowych planow eksperymentow
stanowi rozszerzenie metody zaproponowanej przez M. Szerszunowicz (2014c)
1 dzigki wykorzystaniu uogo6lnienia metody polprob zrownowazonych umozliwia
uwzglednienie czynnikow wystepujacych na roznej liczbie poziomow. Utwo-
rzone czgsciowe plany eksperymentéw pozwalaja na redukcje liczby doswiad-
czen catkowitego eksperymentu czynnikowego, ktory uwzglednia czynniki na
wielu poziomach. Posta¢ planu eksperymentu zdeterminowana jest przez podziat
poziomoéw czynnikéw na dwie grupy. Stad mozna rozwazy¢ konstrukcje planu
czesciowego wykorzystujaca metode powtdrzen zgrupowanych poiprob zrow-
nowazonych, czyli wielokrotny podzial poziomow czynnikow na dwie grupy.
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3.2. Wybrane zagadnienia metodologii funkcji
powierzchni odpowiedzi

Liczne zastosowania metod planowania eksperymentow przyczynily si¢ do
rozwoju metod analizy otrzymanych rezultatow. Poczatkowo klasyczne plany
eksperymentow opieraly si¢ na analizie wariancji z jej odpowiednimi modyfika-
cjami. Nastepnie calkowite i ulamkowe plany eksperymentéw czynnikowych
uwzgledniaty juz posta¢ funkcji powierzchni odpowiedzi, ktéra w sposob for-
malny opisywata badane zjawisko. Wtasnosci ustalonej funkcji powierzchni od-
powiedzi stanowity podstawe konstruowania planéw optymalnych.

W teorii planowania eksperymentoéw funkcja powierzchni odpowiedzi, kto-
ra jak najlepiej charakteryzuje badany problem, zyskata istotne znaczenie. Po-
nadto jednym z wazniejszych zagadnien jest odpowiednie oszacowanie funkcji
powierzchni odpowiedzi oraz konstrukcja planéw eksperymentow opierajaca sie
na jej wlasnoS$ciach.

3.2.1. Podstawy metodologii funkcji powierzchni odpowiedzi

W teorii planowania eksperymentéw istotne znaczenie ma funkcja po-
wierzchni odpowiedzi, ktéra stanowi matematyczny opis badanego zjawiska.
Wiasciwe ustalenie postaci funkcji powierzchni odpowiedzi oraz poprawna es-
tymacja jej parametrow prowadza do sformutowania odpowiednich wnioskow
lub zalecen dla badanego problemu. Analiza funkcji powierzchni odpowiedzi
oraz konstrukcja planow eksperymentow w oparciu o jej wlasnosci, w ramach
teorii planowania eksperymentéw, zajmuje si¢ metodologia powierzchni odpo-
wiedzi (RSM — Response Surface Methodology, Montgomery, 2013).

Zazwyczaj posta¢ funkcji powierzchni odpowiedzi, opisujaca zwigzek po-
migdzy zmienng wynikowa a czynnikami (zmiennymi niezaleznymi), jest nie-
znana. Wowczas pierwszym z etapow w ramach stosowania metodologii po-
wierzchni odpowiedzi jest okre$lenie wilasciwej postaci funkcji powierzchni
odpowiedzi. W tym celu wykorzystuje si¢ wybrane postaci funkcji wielomiano-
wych, ktore okreslane sg dla ustalonych zakresow zmiennych niezaleznych.
Jezeli zwigzek pomiedzy zmienng wynikowa i czynnikami mozna opisa¢ za
pomocg funkcji liniowej, to funkcja powierzchni odpowiedzi jest wielomianem
stopnia pierwszego typu I (first-order model) postaci:

Y(X’B):ﬂo+ﬂlxl+ﬂ2X2+"'+:Bme ) (319)
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Natomiast jezeli zwigzek zmiennej zaleznej i zmiennych niezaleznych nie jest
liniowy, to w metodologii powierzchni odpowiedzi funkcj¢ powierzchni odpo-
wiedzi definiuje si¢ jako wielomian stopnia drugiego typu I (second-order model):

m m
Y(X’B):ﬂ0+2ﬂixi+Z:Biixi2+2ﬂijxixj . (3.20)

i1 i-1 i<j
Dla niewielkich obszarow oszacowane wielomiany charakteryzuja si¢ dobrymi
mozliwo$ciami aproksymacyjnymi, co uzasadnia ich wykorzystanie w okresle-
niu postaci funkcji powierzchni odpowiedzi. W wigkszos$ci zastosowan metodo-
logii powierzchni odpowiedzi uwzgledniane sg jednocze$nie dwa modele (3.19)
i (3.20) lub tylko jeden z nich, przy czym nie wyklucza si¢ zastosowania wielo-
mianow wyzszych stopni.

W celu oszacowania nieznanej postaci funkcji powierzchni odpowiedzi naj-
czesciej wykorzystuje si¢ metode najmniejszych kwadratow (Box, Draper, 2007;
Montgomery, 2013). Oszacowana posta¢ funkcji powierzchni odpowiedzi, ktora
charakteryzuje si¢ odpowiednio dobrym dopasowaniem, stanowi model opisuja-
cy badany problem, ktdry jest niemal rownowazny z jego rzeczywista postacia.
Woéwczas analiza oszacowanej funkcji powierzchni odpowiedzi jest zblizona do
analizy rzeczywistego, nieznanego modelu charakteryzujacego badany proces.

Metody zwigzane z przeprowadzeniem analizy powierzchni odpowiedzi
w wigkszosci swoich zastosowan sa procedurami sekwencyjnymi (Myers, Mont-
gomery, Anderson-Cook, 2009). Przed przystapieniem do wlasciwego zastoso-
wania metod analizy powierzchni odpowiedzi nalezy rozwazy¢ zbior zmiennych
niezaleznych (czynnikow), ktore maja wpltyw na warto$ci zmiennej wynikowej.
Woéwczas przeprowadza si¢ doswiadczenia, nazywane eksperymentem przesie-
wowym (screening experiment), ktore zazwyczaj prowadza do redukcji liczby
czynnikéw uwzglednianych w rozwazanym badaniu. Zastosowanie eksperymen-
tu przesiewowego przyczynia si¢ do zmniejszenia liczby doswiadczen w kolej-
nych etapach analizy funkcji powierzchni odpowiedzi (Myers, Montgomery,
Anderson-Cook, 2009). Pierwszym etapem analizy funkcji powierzchni odpo-
wiedzi jest rozstrzygniecie, czy przy biezacych ustawieniach pozioméw czynni-
kéw zmienna wynikowa osigga wartosci zblizone do ustalonej wartos$ci opty-
malnej. Jezeli uzyskane realizacje zmiennej wynikowej sa znacznie oddalone od
wartosci optymalnej, to dokonuje si¢ odpowiednich modyfikacji poziomow
czynnikéw z wykorzystaniem metody najszybszego wzrostu/spadku (method of
steepest ascent/descent). Na tym etapie zazwyczaj wykorzystuje si¢ oszacowanie
funkcji powierzchni odpowiedzi z wykorzystaniem wielomianu postaci (3.19).
W odpowiednio bliskim otoczeniu warto$ci optymalnej oczekuje si¢ oszacowa-
nia funkcji powierzchni odpowiedzi, ktore jest najbardziej zblizone do jej rze-
czywistej postaci. Stad jezeli wartosci zmiennej wynikowej znajdujg si¢ w nie-
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dalekim otoczeniu wartosci optymalnej, to funkcja powierzchni odpowiedzi

powinna zosta¢ przyblizona z wykorzystaniem modelu (3.20). Woéwczas mozliwa

jest odpowiednio doktadna analiza, ktorej rezultatem jest uzyskanie wspohrzednych

(warto$ci zmiennych niezaleznych) punktu, dla ktoérego funkcja powierzchni

odpowiedzi przyjmuje wartos¢ optymalna. W praktycznych zastosowaniach

metodologii powierzchni odpowiedzi opis zwigzku pomiedzy zmienng wynikowa

a czynnikami z wykorzystaniem modelu (3.19) nie jest wystarczajacy. Wowczas

wskazuje si¢ na konieczno$é¢ uwzglednienia w pierwszym etapie modelu (3.20)

lub nawet modeli nieliniowych (Ryan, 2007).

Gloéwny obszar zastosowan metodologii powierzchni odpowiedzi jest zwia-
zany z zagadnieniem poprawy jakosci procesu produkcyjnego. Wérod zastoso-
wan metod analizy powierzchni odpowiedzi wyrdznia sie zazwyczaj trzy katego-
rie rozwazanych probleméw (Myers, Montgomery, Anderson-Cook, 2009):

e odwzorowanie powierzchni odpowiedzi dla okreslonego zakresu, ktére umoz-
liwia estymacj¢ wartosci zmiennej wynikowej dla czynnikéw ustalonych na
poziomach r6znych od ich wartosci wejsciowych;

e optymalizacja rezultatow, polegajaca na poszukiwaniu takich ustawien czyn-
nikow, ktore pozwola na uzyskanie optymalnej, zazwyczaj najwigkszej lub
najmniejszej, wartosci zmiennej wynikowe;j;

e specyfikacja rezultatow, ktora polega na ustaleniu warunkow realizacji pro-
cesu tak, aby spelnial jednocze$nie wymagania dotyczace ustawien czynni-
kow i zmiennej wynikowej lub kilku zmiennych wynikowych.

Metodologia funkcji powierzchni odpowiedzi ze wzgledu na charakter roz-
wazanych problemow moze znalez¢ uzasadnione zastosowanie w zagadnieniach
ekonomicznych. Problemy, ktore sa okreslone przez zalezno$é zmiennej wyni-
kowej od warto$ci zmiennych niezaleznych za pomoca modeli (3.19) lub (3.20),
mogg podlega¢ analizie z wykorzystaniem elementéw metodologii powierzchni
odpowiedzi. Przy czym w badaniach nalezy zwroci¢ uwage na koniecznos$¢ za-
pewnienia stabilnych warunkéow lub okolicznosci (czynnikéw niekontrolowa-
nych), w jakich dany problem jest rozwazany. W szczegolnosci mozliwosci za-
stosowania elementow metodologii powierzchni odpowiedzi nalezy poszukiwac
wsrod zagadnien z obszaru ekonomii matematycznej.

3.2.2. Modyfikacja planu eksperymentu dla estymacji
nieliniowej postaci funkcji powierzchni odpowiedzi
Jednym z probleméw rozwazanych w ramach metodologii funkcji po-

wierzchni odpowiedzi jest wybor planu eksperymentu, ktory pozwala na esty-
macje¢ funkcji powierzchni odpowiedzi. Sposdb okreslenia planu eksperymentu,
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a w szczego6lnosci ustalenie punktéw obszaru eksperymentowania, ma znaczacy
wplyw na estymacje parametréw funkcji powierzchni odpowiedzi. Najczesciej
wykorzystywanymi planami eksperymentéw w tym zakresie sa plany catkowi-
tych eksperymentow czynnikowych typu 2" (estymacja modelu (3.19)) oraz
typu 3™ (estymacja modelu (3.20)) lub skonstruowane na ich podstawie plany
utamkowych eksperymentow czynnikowych typu 2™ oraz 3™* (Wawrzynek,
2009). Ponadto wsrdd plandw eksperymentow konstruowanych w celu estymacji
funkcji powierzchni odpowiedzi wymienia si¢ plany optymalne (por. rozdziat 2.5),
centralnie skomponowane plany eksperymentoéw czynnikowych (central compo-
site designs), plany Boxa-Behnkena (Box-Behnken designs), plany hybrydowe
(hybrid designs) i plany rownomierne (uniform designs, Ryan, 2007).

Funkcje powierzchni odpowiedzi przedstawione w postaci modeli (3.19)
oraz (3.20) nie zawsze zapewniaja precyzyjny opis zwigzku pomig¢dzy czynni-
kami a zmienng wynikowa. Niejednokrotnie w wybranych zagadnieniach wska-
zane jest wykorzystanie modeli nieliniowych. Wowczas nalezy poszukiwac pla-
néw eksperymentow, ktore zapewnig odpowiednia precyzje oszacowania funkcji
powierzchni odpowiedzi. W literaturze zazwyczaj rozwaza si¢ plany ekspery-
mentow dla nieliniowej funkcji powierzchni odpowiedzi w kontekscie konstruk-
cji planéw optymalnych (Ryan, 2007). Jedng z propozycji planéw eksperymen-
tow dla estymacji nieliniowej funkcji powierzchni odpowiedzi sg plany typu
space-filling (Ryan, 2007). Konstrukcja planu eksperymentoéw typu space-filling
polega na odpowiednim okresleniu punktow obszaru eksperymentowania tak,
aby umozliwi¢ estymacje parametréw nieliniowej funkcji powierzchni odpowie-
dzi na zadanym obszarze. Jednym z przyktadéw plandéw eksperymentdéw typu
space-filling sg plany réwnomierne (uniform designs, Ryan, 2007). W kontek-
$cie estymacji nieliniowej postaci funkcji powierzchni odpowiedzi czeSciowy
plan eksperymentu przedstawia M. Szerszunowicz (2012). Proponowany plan eks-
perymentu wykorzystuje elementy z zakresu statystyki przestrzennej: statystyki
globalne i lokalne Morana.

Statystyka przestrzenna dostarcza metod, ktore pozwalaja na analiz¢ danych
charakteryzujacych si¢ zlokalizowaniem w przestrzeni. Dane przestrzenne dzieli
si¢ na dane powierzchniowe, obszarowe, punktowe i przestrzenno-Czasowe.
Dane punktowe, ktore charakteryzuja wartosci badanego zjawiska w ustalonych
lokalizacjach, w szczegblnosci moga reprezentowac Srodek (centroid) obszaru
(Suchecka, 2014). Jednym z istotnych zagadnien rozwazanych w statystyce
przestrzennej jest zjawisko autokorelacji przestrzennej. Istnienie autokorelacji
przestrzennej oznacza wystepowanie dodatniej lub ujemnej autokorelacji.
Stwierdzenie braku autokorelacji przestrzennej oznacza przestrzenng losowosc,
czyli brak zalezno$ci danej lokalizacji od lokalizacji sgsiednich. Dodatnia auto-
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korelacja przestrzenna wigze si¢ z podobienstwem lokalizacji sasiadujacych,
natomiast autokorelacja ujemna oznacza wystepowanie znaczacych réznic w loka-
lizacjach sasiednich (Kopczewska, 2011). W odniesieniu do analizy modelu
regresji autokorelacja przestrzenna jest zazwyczaj rozwazana dla warto$ci zmien-
nej objasnianej, przy czym moze rowniez dotyczy¢ bledu estymacji. Jednym
z zasadniczych etapow badania autokorelacji przestrzenne;j jest budowa macierzy
wag przestrzennych. W badaniach empirycznych najczeéciej wykorzystuje sig
macierze wag przestrzennych, ktore sg macierzami sasiedztwa (por. Suchecka,
2014). Wtedy elementy w;; macierzy wag przestrzennych W przyjmuja wartosci 0
(obiekty i oraz j nie sg sasiadami) lub 1 (lokalizacje i oraz j sa sasiadami), przy
czym sgsiedztwo zazwyczaj dotyczy wystepowania wspolnej granicy taczacej
badane jednostki (Suchecka, 2014).

W ocenie autokorelacji przestrzennej badanych lokalizacji wykorzystuje si¢
dwa typy miernikow: statystyki globalne i statystyki lokalne (por. Suchecki, 2010).
Statystyki globalne to jedno-liczbowe wskazniki autokorelacji przestrzennej bada-
nego regionu, ktore informuja o ogoélnym podobienstwie uwzglednionych lokali-
zacji. Statystyki lokalne, wyznaczane dla kazdej z badanych lokalizacji, charak-
teryzuja podobienstwo lub réznice ustalonej lokalizacji i lokalizacji z nig
sasiadujacych. Najczesciej wykorzystywanymi miernikami autokorelacji prze-
strzennej sg: statystyka globalna Morana oraz statystyka lokalna Morana.

Statystyka globalna Morana wyraza si¢ wzorem postaci:

S w, (v - )Y, - V)
| =i , (3.21)

Sziiwu

i=1 j-1

gdzie §2 zli(yi —¥)? oraz y, jest wartoscig zmiennej w i-tej lokalizacji, y jest
i=1
$rednig ze wszystkich warto$ci zmiennej badanych lokalizacji, natomiast W;; jest
elementem macierzy wag przestrzennych. Procedura wyznaczania wartosci sta-
tystyki globalnej Morana wymaga uwzglednienia macierzy wag standaryzowa-
nej rzedami do jedynki (Kopczewska, 2011). Istotnos¢ statystyki globalnej Mo-
rana weryfikuje si¢ testem skonstruowanym na podstawie dystrybuanty rozktadu
normalnego, dla ktorego hipoteza zerowa postuluje brak autokorelacji prze-
strzennej (losowa struktura wartosci) wobec hipotezy alternatywnej gloszacej
o0 dodatniej autokorelacji przestrzennej (Kopczewska, 2011). Dodatnia i istotna
wartosc¢ statystyki globalnej Morana oznacza wystapienie dodatniej autokorelacji
przestrzennej w badanym regionie, czyli warto$ci zmiennej w danej lokalizacji
i lokalizacjach sgsiednich sg podobne (tworzenie si¢ klastrow). Ujemne warto$ci
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statystyki globalnej Morana informujg o ujemnej autokorelacji przestrzennej
regionu, czyli o wystapieniu znaczacych roznic warto$ci zmiennej w badanych
lokalizacjach.

Statystyka lokalna Morana wyznaczana jest dla kazdej z badanych lokaliza-
cji. Wartos$¢ statystyki dla danej lokalizacji informuje o stopniu podobienstwa
wartoéci zmiennej z lokalizacjami sgsiadujacymi. Statystyka lokalna Morana
wyznaczana jest zgodnie ze wzorem postaci:

Y=Y W, (y, - 7)
| = = , (3.22)

| n

Z(yi - y)z

i=1

n

gdzie y. jest warto$cig zmiennej w i-tej lokalizacji, y jest $rednig ze wszystkich
wartosci zmiennej badanych lokalizacji, a wj; jest elementem macierzy wag prze-
strzennych. Hipoteza zerowa testu istotnosci statystyki lokalnej Morana mowi
o braku autokorelacji przestrzennej, natomiast hipoteza alternatywna glosi o auto-
korelacji dodatniej. Weryfikacja hipotez testu istotnosci statystyki lokalnej Mo-
rana opiera si¢ na podejsciu randomizacyjnym (Anselin, 1995). W praktyce testy
istotno$ci sprowadzajg si¢ do analizy oszacowanej wartosci p-value (Kopczew-
ska, 2011). Warto$¢ dodatnia i istotna statystyki lokalnej Morana oznacza, ze
dana lokalizacja jest otoczona przez lokalizacje sasiedzkie o podobnej wartosci
zmiennej (p-value mniejsza od 0,05). Ujemne i istotne warto$ci statystyki lokal-
nej Morana $wiadcza o réznych wartosciach badanej zmiennej w lokalizacjach
sasiedzkich (p-value wieksza od 0,95). Warto$ci nieistotne statystyki lokalnej
Morana $wiadcza o losowym rozmieszczeniu wartosci zmiennej w badanej loka-
lizacji i lokalizacjach sgsiednich.

M. Szerszunowicz (2012) przedstawia konstrukcje czgsciowego planu ekspe-
rymentu, ktory opiera si¢ na badaniu autokorelacji przestrzennej punktow obszaru
eksperymentowania. Na podstawie jednoczesnej analizy wartosci statystyk lo-
kalnych Morana oraz warto$ci wariancji funkcji powierzchni odpowiedzi wska-
zywane sg punkty obszaru eksperymentowania, w ktorych nalezy przeprowadzié
kolejne dos$wiadczenia. Okreslony czgsciowy plan eksperymentu czynnikowego
pozwala na ograniczenie liczby doswiadczen oraz umozliwia dotaczenie do pla-
nu punktu obszaru eksperymentowania, dla ktdrego oszacowanie funkcji po-
wierzchni odpowiedzi bgdzie precyzyjne (Szerszunowicz, 2012). Opierajac sig
na wybranych etapach przedstawionego planu czesciowego, mozna utworzy¢
procedure, ktora pozwoli skonstruowaé plan eksperymentu prowadzacy do ana-
lizy funkcji powierzchni odpowiedzi.
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Niech dany bedzie eksperyment uwzgledniajagcy m czynnikow Xi, Xa,..., Xp
wystepujacych na n; poziomach, dla i =1, 2,..., m. W wyniku przeprowadzenia
eksperymentu przesiewowego uzyskano realizacje zmiennej wynikowej Y, dla
ustalonych k ustawien poziomoéw czynnikow. Zadaniem eksperymentatora jest
skonstruowanie planu eksperymentu, ktéry pozwoli na odpowiednio precyzyjne
oszacowanie funkcji powierzchni odpowiedzi. Konstrukcja takiego planu ekspe-
rymentu moze zosta¢ przedstawiona w nastepujacych etapach:

1. Oszacowanie postaci funkcji powierzchni odpowiedzi na podstawie wartosci
zmiennej wynikowej uzyskanych w eksperymencie przesiewowym.

2. Utworzenie obszaru eksperymentowania poprzez réwnomierny podziat za-
kresow zmiennosci czynnikow Xi, X,..., Xy Na ustalong liczbe czesci.

3. Wyznaczenie wartosci funkcji powierzchni odpowiedzi we wszystkich punk-
tach obszaru eksperymentowania.

4. Analiza autokorelacji przestrzennej rozwazanego obszaru eksperymentowa-
nia i jego poszczegdlnych punktow z wykorzystaniem statystyki globalnej
Morana oraz statystyk lokalnych Morana.

5. Wskazanie punktéw obszaru eksperymentowania, dla ktérych warto$ci staty-
styk lokalnych Morana nie sg istotne.

6. Utworzenie planu eksperymentu uwzgledniajacego punkty obszaru ekspery-
mentowania, dla ktorych nie wystepuje autokorelacja przestrzenna.

Skonstruowany plan eksperymentu dzigki wykorzystaniu statystyk lokal-
nych Morana zapewnia losowy dobor punktéw obszaru eksperymentowania.
Ponadto uwzglednienie w konstrukcji planu eksperymentu warto$ci wariancji
funkcji powierzchni odpowiedzi umozliwia dobor doswiadczen tak, aby uzyska-
ne oszacowanie zmiennej wynikowej byto precyzyjne.

R.H. Myers, D.C. Montgomery oraz C.M. Anderson-Cook (2009) rozwaza-
ja badanie technologiczne dotyczace wptywu dwoch czynnikéw: czasu wprowa-
dzenia emitera (X;) oraz ilosci wprowadzonego emitera (X;) na wzmocnienie
tranzystora (Y). Niech wyniki czternastu przeprowadzonych do$wiadczen beda
realizacjami eksperymentu przesiewowego. Wartosci poszczegolnych ustawien
czynnikow oraz uzyskane warto$ci zmiennej wynikowej wraz z ich logarytmami
naturalnymi prezentuje tabela 3.8.

W celu estymacji funkcji powierzchni odpowiedzi wartos$ci rzeczywiste
czynnikow zostaty przeksztatcone zgodnie ze wzorami:

é:il —%(max §i1 +min ‘;1)

X, = (3.23)

%(max gil —min él)
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1 .
y =§i2_§(maX§i2+mlné:i2). (3.24)

’ %(maxfiz—min &,)

Wowczas wartosci czynnikow uwzglednianych w eksperymencie naleza do
przedziatu [-1; 1], co jest zgodne z konwencjg ustalania pozioméw czynnikéw
w teorii planowania eksperymentéw. Rozwaza si¢ realizacje zmiennej wyniko-
wej bedace logarytmem naturalnym warto$ci wzmocnienia tranzystora.

Tabela 3.8. Wyniki eksperymentu przesiewowego

dosrvljil:l;ncezrenia St g Xt Xip Yi Y, =Iny,
1 195,00 4,00 -1,000 -1,000 1004 6,912
2 255,00 4,00 1,000 -1,000 1636 7,400
3 195,00 4,60 -1,000 0,667 852 6,748
4 255,00 4,60 1,000 0,667 1506 7,317
5 225,00 4,20 0,000 —0,444 1272 7,148
6 225,00 4,00 0,000 -1,000 1270 7,147
7 225,00 4,60 0,000 0,667 1269 7,146
8 195,00 4,30 -1,000 -0,167 903 6,806
9 255,00 4,30 1,000 -0,167 1555 7,349
10 225,00 4,00 0,000 -1,000 1260 7,139
11 225,00 4,70 0,000 0,944 1146 7,044
12 225,00 4,30 0,000 -0,167 1276 7,151
13 225,00 4,72 0,000 1,000 1225 7,111
14 230,00 4,30 0,167 -0,167 1321 7,186

Zrodto: Opracowanie whasne na podstawie: Myers, Montgomery, Anderson-Cook (2009).

Na podstawie wynikéw eksperymentu przesiewowego nalezy oszacowac
ustalong posta¢ funkcji powierzchni odpowiedzi. W podejsciu klasycznym roz-
wazono modele funkcji powierzchni odpowiedzi postaci (3.19) oraz (3.20), od-
powiednio dla ktérych uzyskano oszacowania dane wzorami:

Yo (X, B)=7,108+0, 268, —0,042x,, (3.25)

Vor (. P)= . (3.26)
=7,129+0,271x —0,046x, +0,024x X, —0,047%’ —0,002x;
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Niech punkty obszaru eksperymentowania beda elementami zbioru E x E,

gdZie E = _11_21_110’113!
3 3 33
muje 49 punktéow. Zadaniem eksperymentatora jest wskazanie dziesi¢ciu roz-

1}. Lacznie obszar eksperymentowania obej-

nych punktow obszaru eksperymentowania, w ktorych nalezy przeprowadzi¢
kolejne doswiadczenia. Zgodnie z proponowang metodg konstrukcji planu eks-
perymentu, nalezy oszacowa¢ wartos$ci funkcji powierzchni odpowiedzi dla
wszystkich punktéw obszaru eksperymentowania. Graficzng prezentacj¢ funkcji
powierzchni odpowiedzi postaci (3.25) oraz (3.26) przedstawiaja odpowiednio
rysunki 3.5 oraz 3.6. W kolejnym etapie nalezy zbada¢ autokorelacje przestrzen-
ng punktéw obszaru eksperymentowania. Dla warto$ci zmiennej wynikowej
szacowanej zgodnie z modelami (3.25) i (3.26) statystyka globalna Morana wy-
nosi odpowiednio Iy = 0,8777 oraz Iy = 0,8722. Wyznaczone statystyki sa
istotne ( p—value, = p-valug, ~0), co wskazuje na dodatnia autokorelacje

przestrzenng. Szczegdétowych informacji dotyczacych autokorelacji przestrzen-
nej kazdego z punktow obszaru eksperymentowania dostarcza statystyka lokalna
Morana. Graficzng prezentacje wyznaczonych wartosci statystyk lokalnych Mo-
rana dla kazdego z punktéw obszaru eksperymentowania, dla modeli (3.25) oraz
(3.26), przedstawia rysunek 3.7. Rysunek 3.8 prezentuje te punkty obszaru eks-
perymentowania, dla ktorych wartosci statystyk lokalnych Morana nie sg istotne.

X

0 05 6.9
0

04 X1

0.0 7
Xy

Rysunek 3.5. Wartosci funkcji powierzchni odpowiedzi postaci (3.25)

Zrodho: Opracowanie wiasne.
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Rysunek 3.6. Wartosci funkcji powierzchni odpowiedzi postaci (3.26)

Zrodto: Opracowanie whasne.
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Rysunek 3.7. Wartosci statystyk lokalnych Morana dla funkcji powierzchni odpowiedzi

postaci (3.25) oraz (3.26)

Zrédto: Opracowanie wiasne.

Sposrod wskazanych punktéow obszaru eksperymentowania nalezy wybrac
dziesie¢, ktore bedg okresla¢ plan eksperymentu. Wybor tych punktéw moze by¢
losowy lub zdeterminowany przez wartosci statystyki lokalnej Morana — w roz-
wazanym przykladzie wybor dziesieciu punktow, dla ktorych wartos¢ statystyki
lokalnej Morana jest bliska 0. Tak wyznaczone plany eksperymentéw przedsta-

wiajg rysunki 3.9 oraz 3.10.
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Model (3.25) Model (3.26)
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Rysunek 3.8. Punkty obszaru eksperymentowania, dla ktorych wartos¢ statystyki
lokalnej Morana nie jest istotna

Zrédto: Opracowanie wiasne.

Funkcje powierzchni odpowiedzi postaci (3.25) oraz (3.26) zostaty oszaco-
wane z wykorzystaniem metody najmniejszych kwadratow. Stad mozliwe jest
wyznaczenie wariancji funkcji powierzchni odpowiedzi (por. Wawrzynek, 1993).
Rysunki 3.11 oraz 3.12 przedstawiajg wartosci wariancji funkcji powierzchni
odpowiedzi dla modeli (3.25) oraz (3.26).

Plan losowy Plan zakladajacy brak autokorelacji przestrzennej

b . ] .
E =. B

Xz
o
S

-05-

. ..
-1.0- .. ™ ..
-05 0.0 0

0 05 0.0 05 10 10
X1 X4

5 10

Rysunek 3.9. Schematy planow eksperymentow wyznaczone na podstawie wartosci
statystyk lokalnych Morana dla modelu (3.25)

Zrodto: Opracowanie whasne.
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Plan losowy Plan zakladajacy brak autokorelacji przestrzenneg)
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Rysunek 3.10. Schematy planow eksperymentéw wyznaczone na podstawie
wartosci statystyk lokalnych Morana dla modelu (3.26)

Zrédto: Opracowanie wiasne.
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Rysunek 3.11. Warto$ci wariancji funkcji powierzchni odpowiedzi dla modelu (3.25)

Zrédto: Opracowanie wiasne.
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Rysunek 3.12. Wartosci wariancji funkcji powierzchni odpowiedzi dla modelu (3.26)

Zrodto: Opracowanie whasne.
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Plany eksperymentow uwzgledniajace do§wiadczenia w punktach obszaru
eksperymentowania, dla ktorych autokorelacja przestrzenna nie jest istotna oraz
wariancja funkcji powierzchni odpowiedzi przyjmuje jak najmniejsze wartosci,
przedstawia rysunek 3.13. Wyznaczone w ten sposdb plany eksperymentow za-
pewniaja jednoczesnie losowos¢ doswiadczen, jak rowniez odpowiednig precy-
zje oszacowania funkcji powierzchni odpowiedzi.

Model (3.25) Model (3.26)

05-

. =

-05-

|
—1‘ 0 —DI 5 DID DIE 1 ID —1‘0 —DIS 0 ‘D DIS 1 ID
Xy X
Rysunek 3.13. Schematy planow eksperymentéw wyznaczone na podstawie wartosci
statystyk lokalnych Morana oraz warto$ci wariancji funkcji powierzchni
odpowiedzi

Zrédto: Opracowanie whasne.

Zaproponowana konstrukcja planu eksperymentu moze zosta¢ wykorzysta-
na wtedy, gdy funkcja powierzchni odpowiedzi jest postaci $cisle nieliniowe;.
Niech zatem funkcja powierzchni odpowiedzi dana bedzie wzorem:

y(3) (X, B) = ﬂl)(l + ﬂzxz : (327)

W celu oszacowania parametrow rozwazanej funkcji powierzchni odpowiedzi wy-
korzystano metody iteracyjne. Oszacowana funkcja powierzchni odpowiedzi jest
postaci:

¥ (X, B)=5,802" +6,581%. (3.28)

Graficzng prezentacj¢ wartosci funkcji powierzchni odpowiedzi (3.28) dla zada-
nego obszaru eksperymentowania przedstawia rysunek 3.14. Warto$¢ statystyki
globalnej Morana wynosi I = 0,8238 i jest istotna, co §wiadczy o dodatniej
autokorelacji przestrzennej oszacowanych wartosci zmiennej wynikowej w roz-
wazanym obszarze eksperymentowania. Wyznaczone warto$ci statystyk lokal-
nych Morana w poszczegolnych punktach obszaru przedstawia rysunek 3.15.
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Rysunek 3.14. Warto$ci funkcji powierzchni odpowiedzi postaci (3.28)

Zrodto: Opracowanie whasne.
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Rysunek 3.15. Wartosci statystyk lokalnych Morana dla funkcji powierzchni
odpowiedzi postaci (3.28)

Zrodto: Opracowanie whasne.

Zgodnie z procedurg proponowanej konstrukcji planu eksperymentu wska-
zane zostaly punkty obszaru eksperymentowania, dla ktorych statystyki lokalne
Morana nie sg istotne (rysunek 3.16). Wowczas przez losowy dobor ustalonej
liczby doswiadczen, sposrod wskazanych punktow obszaru eksperymentowania,
mozna utworzy¢ plan eksperymentu. Przyktadowe plany eksperymentéw dla lo-
sowego doboru doswiadczen przedstawia rysunek 3.17. Ponadto ustalono row-
niez plan eksperymentu poprzez wybor dziesigciu punktow obszaru ekspery-
mentowania, dla ktorych statystyki lokalne Morana przyjmuja najmniejsze
wartosci (rysunek 3.18).
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Rysunek 3.16. Punkty obszaru eksperymentowania, dla ktorych warto$¢ statystyki
lokalnej Morana nie jest istotna

Zrédto: Opracowanie wiasne.
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Rysunek 3.17. Schematy planow eksperymentow ustalone w sposob losowy
dla modelu (3.28)

Zrédto: Opracowanie wiasne.
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Rysunek 3.18. Schemat planu eksperymentu uwzgledniajacy wartosci statystyk
lokalnych Morana dla modelu (3.28)

Zrodto: Opracowanie whasne.
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Zaproponowana konstrukcja planu eksperymentu stanowi nieklasyczne po-
dejscie dla schematu tworzenia planow eksperymentow typu space-filling. Wy-
korzystanie statystyk globalnych i lokalnych Morana pozwala na wskazanie
ustalonej liczby punktéw obszaru eksperymentowania, dla ktorych nie wystepuje
autokorelacja przestrzenna. W szczegdlnosci przedstawiona procedura wyboru
kolejnych do$wiadczen ma istotne znaczenie w przypadku estymacji nieliniowej
postaci funkcji powierzchni odpowiedzi. Nalezy zaznaczy¢, ze liczba wskaza-
nych doswiadczen w planie moze by¢ okre§lona indywidualnie dla analizowane-
go problemu, w zaleznosci od przewidywanych kosztéw eksperymentu lub cza-
su jego realizacji.

Przedstawiony plan eksperymentu moze by¢ zastosowany nie tylko w przy-
padku analizy rezultatow procesu produkcyjnego czy fizyko-chemicznego. Pro-
ponowana konstrukcja planu eksperymentu moze zosta¢ wdrozona w analizach
przestrzennych dotyczacych na przyktad badania sktadu lub jakosci gleby czy
poziomu zanieczyszczenia powietrza, dotyczacych niewielkich powierzchni.
W szczegolnosci wtedy, gdy zwigzek pomiedzy zmienng wynikowa a czynni-
kami jest nieliniowy.

3.2.3. Wykorzystanie metody bootstrap w estymacji funkgcji
powierzchni odpowiedzi

W metodologii powierzchni odpowiedzi mozna wskaza¢ trzy gtowne pro-
blemy: wybor modelu powierzchni odpowiedzi, dobor metody estymacji para-
metrow modelu oraz ustalenie planu eksperymentu. Powszechnie uznawanym
1 zazwyczaj stosowanym modelem opisujacym zalezno$¢ zmiennej wynikowej
i zmiennych objasniajacych jest ogdlny model liniowy regresji. Z kolei najcze-
Sciej stosowang metodg estymacji parametréw funkcji powierzchni odpowiedzi,
zadanej w postaci ogdlnego modelu liniowego, jest metoda najmniejszych kwa-
dratow. Uzyskane w ten sposob oszacowania parametrow funkcji powierzchni
odpowiedzi charakteryzuja sie optymalnymi wiasno$ciami, co stanowi uzasad-
nienie wykorzystania metody najmniejszych kwadratow w teorii planowania
eksperymentow. W znaczacym stopniu optymalne wlasno$ci uzyskanych esty-
matorow zwigzane sg ze spelnieniem zalozenia zgodnos$ci rozktadu zmiennej
wynikowej z rozktadem normalnym (Wawrzynek, 1993).

Planowanie eksperymentéw, w tym analiza funkcji powierzchni odpowie-
dzi, dotyczy zazwyczaj niewielkiego zbioru realizacji zmiennej wynikowej.
Woéwcezas mozliwe jest niespelnienie zalozenia dotyczacego rozkladu badanej
zmiennej (lub sktadnika losowego), pomimo braku podstaw do odrzucenia hipo-
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tezy dotyczacej zgodnosci tego rozktadu z rozktadem normalnym. Problem ten
moze zosta¢ rozwigzany dzigki wykorzystaniu metod symulacyjnych, a w szczegol-
nosci metody bootstrap.

Idea metody bootstrap zostata zaproponowana przez B. Efrona (1979). Wyko-
rzystanie metody bootstrap w teorii estymacji pozwala na aproksymacj¢ rozkta-
dow estymatorow, oceng ich wariancji oraz umozliwia skonstruowanie przedzia-
16w ufnosci dla parametrow populacji. Metoda ta znajduje zastosowanie réwniez
w weryfikacji hipotez statystycznych, umozliwiajac aproksymacj¢ rozktadow
statystyk testowych. Ponadto aplikacja metody bootstrap moze prowadzi¢ do sfor-
mutowania nowych procedur estymacji czy testow statystycznych (Konczak, 2012).

Niech dana bedzie zmienna losowa X o nieznanym rozktadzie F badana
w pewnej populacji. Wtedy przez (Xi, Xa,..., X,) oznacza si¢ realizacj¢ proby
prostej (X1, Xa,..., Xp) pobranej z rozwazanej populacji. Rozktadem bootstrapo-
wym z proby nazywa si¢ rozktad prawdopodobienstwa postaci (Domanski, Pru-
ska, 2000):

P(X, =x) =, dlak=12,...n. (3.29)
n

*

Wektor losowy (Xl*, X5y X;), gdzie X, dlak=1,2,..., m sa niezalez-

nymi zmiennymi losowymi o rozktadzie (3.29), nazywany bedzie proba boot-
strapowa. Wtedy realizacj¢ proby bootstrapowej oznacza si¢ przez (xl* Xy ey x;) .
W celu oszacowania parametru @ zmiennej losowej X wykorzystuje si¢ estyma-
tor . Metoda bootstrap stuzaca do oceny parametru & polega na N-krotnym
(N > 1000) wylosowaniu zwrotnym n-elementowych prob bootstrapowych. Dla
kazdej z wylosowanych prob bootstrapowych wyznaczana jest warto$¢ estyma-

tora HI, i =1, 2,.., N, z wykorzystaniem formuly estymatora 0. Wyznaczone
wartosci 6?| stanowig realizacje rozkladu empirycznego statystyki bootstrapowej 6" .

Wowczas warto§¢ estymatora bootstrapowego parametru & obliczana jest zgod-
nie ze wzorem:

S 1 N Nx
0" ==>6". (3.30)
N =

A

Wtedy oszacowanie wariancji estymatora parametru ¢ mozna wyznaczy¢ ze
Wzoru:

V@) -3 (0-a") (3.31)
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lub

V@)=t (G-2Y. (3:32)

Wykorzystanie metody bootstrap w celu estymacji przedziatowej parametru 6
sprowadza si¢ do utworzenia przedziatu ufnosci zazwyczaj na dwa sposoby: na
podstawie percentyli rozktadu empirycznego statystyki bootstrapowej 6" lub

z wykorzystaniem metody t-bootstrapowej (Domanski, Pruska, 2000; Konczak,
2012).
Przedziat ufno$ci wyznaczony na podstawie percentyli rozktadu empirycz-

nego statystyki 6 , dla ustalonego poziomu ufnosci 1— « , jest postaci:

(o €. (3:33)

gdzie é;,z oraz él*_a,z sg kwantylami rzedu odpowiednio %oraz 1—% rozktadu

empirycznego statystyKki 6" Przedzialy ufno$ci wyznaczane metodg percentyli

nie wykazuja odpowiednio dobrych wtasnosci zwigzanych z pokryciem niezna-
nej wartosci szacowanego parametru (Efron, Tibshirani, 1993). Wowczas w celu
wyznaczenia skorygowanego przedziatu ufno$ci mozna wykorzysta¢ metode
BCa (bias-corrected and accelerated), ktora pozwala na poprawe doktadnosci
oszacowania krancoéw przedzialu (3.33) (Efron, Tibshirani, 1993). Przedziat
ufnosci skonstruowany z wykorzystaniem metody BCa jest postaci:

(6:.0.). (3.34)
gdzie é; oraz é;z sa kwantylami rzedu odpowiednio ¢ Oraz «, rozktadu empi-

rycznego statystyki 6" Przy czym:

R 2+,
' ¢( 1-4 2+za,2)J (339
a,=¢| 24—t har | (3.36)
1-4(2+2,,,)

gdzie ¢ jest dystrybuantg rozktadu normalnego standardowego, Z,, 0raz z; . s

kwantylami rzgdu odpowiednio %oraz 1—% standardowego rozktadu normal-

nego. Wartos¢ wspotczynnika korygujacego Z wyraza si¢ wzorem:
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(3.37)

Jednym ze sposobdéw oszacowania wspotczynnika a jest wyznaczenie warto$ci
formuty:

= , (3.38)

gdzie 9 :12“&? , hatomiast éiJ jest oszacowaniem parametru 6 na podstawie
i=1
proby, dla ktorej usunigto i-tg obserwacje.
Wyznaczenie przedziatu ufnosci metodg t-bootstrapows, przy poziomie uf-
nosci 1 — ¢, polega na utworzeniu przedziatu postaci:

(6-t...,D(0), 6+t,,D()), (3.39)

gdzie tl*—alz oraz t;,z sa percentylami rz¢du, odpowiednio, 1—% oraz % rozktadu

) é
1
A Ax

empirycznego statystyki bootstrapowej t* = natomiast D(é) jest odchy-

leniem standardowym estymatora 6.

Metoda bootstrap znajduje rowniez zastosowanie w estymacji parametrow
funkcji regresji z wykorzystaniem estymatorow uzyskanych metodg najmniej-
szych kwadratéw (Domanski, Pruska, 2000). Mozna wyrdzni¢ dwa rodzaje ta-
kich metod estymacji skonstruowane na podstawie wartosci sktadnika losowego
(bootstraping residuals) oraz z jednoczesnym uwzglednieniem realizacji zmien-
nych objasniajacych i zmiennej wynikowej (bootstraping pairs, Efron, Tibshirani,
1993).

Niech dany bedzie model opisujacy zalezno$¢ zmiennej wynikowej Y i wek-
tora zmiennych objasniajacych X, postaci:

y, = f(x,B)+&,dlai=12,..n, (3.40)

gdzie y; jest warto$cig zmiennej wynikowej, X; jest realizacja wektora zmiennych
objasniajgcych, S stanowi wektor nieznanych parametréw modelu, natomiast
& jest warto$cig sktadnika losowego. Wowczas bootstrapowa metoda estymacji
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wektora S parametréw modelu (3.40), opierajaca si¢ na warto$ciach sktadnika

losowego, moze zosta¢ przedstawiona w nastepujacych etapach:

1. Wyznaczenie warto$ci estymatora 3 za pomoca metody najmniejszych kwa-
dratow.

2. Oszacowanie wartosci skladnikoéw losowych zgodnie ze wzorem

& =Yy,—f(x,p).
3. Wygenerowanie proby bootstrapowej (g,,&,,...,) zgodnie z rozkladem

prawdopodobienstwa postaci P(Z = ¢,) =l Jdlai=1,2,...,n.
n

4. Utworzenie proby (Y,,Y,,...,Y,) o realizacjach vy =f(x,,f)+s dla
i=1,2,...,n

5. Oszacowanie wektora f parametrow modelu za pomocg metody najmniej-
szych kwadratow na podstawie uzyskanych wartosci (y;, Y,,...,Y.)-

W wyniku N-krotnej replikacji trzech ostatnich etapéw zostang wyznaczone
warto$ci (,31* , ,B;,..., IB;), ktére wyznaczajg bootstrapowy rozktad estymatora ,ﬁ

szacowanego z wykorzystaniem metody najmniejszych kwadratow. Na podsta-
wie otrzymanego rozktadu empirycznego dla kazdego z parametrow mozna wy-
znaczy¢ przedziaty ufnosci postaci (3.33), (3.34) lub (3.39).

Bootstrapowa metoda estymacji parametrow modelu (3.40) uwzgledniajaca
jednoczesne reprobkowanie warto$ci zmiennych przebiega w podobny sposob
jak w przypadku metody opartej na warto$ciach sktadnika losowego. Przy czym
W miejsce 0szacowania poszczegélnych wartosci sktadnika losowego ¢

(i =1, 2,..., n) wykorzystuje si¢ pary postaci c, :(Xi,yi), dlai=1,2,...,n.

Wowczas dla N realizacji prob bootstrapowych postaci (CI:C;---:CL

) nalezy

oszacowa¢ warto$¢ estymatora £, w wyniku czego otrzymuje si¢ bootstrapowy

rozktad empiryczny. Wybor jednej z przedstawionych metod estymacji parame-
trow funkcji regresji powinien by¢ uwarunkowany przez specyfike rozwazanego
zbioru danych (Efron, Tibshirani, 1993). Jezeli wartosci zmiennych objasniaja-
cych sa ustalone, to zalecana jest estymacja funkcji powierzchni odpowiedzi
z wykorzystaniem probkowania sktadnika losowego. W przypadku gdy zmienne
objasniajagce majg charakter losowy, reprobkowaniu podlegajg pary realizacji
zmiennych objasniajacych i zmiennej objasniane;j.

Zastosowanie metody bootstrap w metodologii planowania eksperymentéw
zaproponowata M. Szerszunowicz w dwoch obszarach: w celu estymacji parame-
trow funkcji powierzchni odpowiedzi (Szerszunowicz, 2014a, 2016) oraz w za-
gadnieniach zwigzanych z poszukiwaniem optymalnych plandéw eksperymentow
(Szerszunowicz, 2014b). W wymienionych rozwazaniach estymacja funkcji po-
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wierzchni odpowiedzi przeprowadzana jest z wykorzystaniem metody bootstrap
z uwzglednieniem probkowania sktadnika losowego. Podejscie to jest uzasad-
nione ze wzgledu na specyfike danych, bedacych rezultatem przeprowadzenia
doswiadczen zgodnie z ustalonym planem eksperymentu (warto$¢ zmiennej wyni-
kowej uzyskana jest dla jednoznacznie ustalonych wartosci czynnikow).

Niech dane bgda wyniki symulacji komputerowej przeprowadzonej przez
eksperymentatora, dotyczace zarzadzania zapasami ustalonych produktow
(Montgomery, 2013). Zmienna wynikowa Y stanowi catkowity koszt utrzymania
zapasOw, natomiast zmienne objasniajace to wielko$¢ zamowienia (&) oraz
punkt zamawiania (&), czyli poziom sygnalizujacy konieczno$¢ uzupetnienia
zapasow. Wyniki badania, wraz z wyznaczonymi poziomami czynnikow zgod-
nie ze wzorami (3.23) oraz (3.24), przedstawia tabela 3.9.

Tabela 3.9. Dane procesu zarzadzania zapasami ustalonych produktow

Lp. | Wielko$¢ zamoéwienia & Punkt zamawiania &, Xi1 Xi2 Vi

1 350,00 65,00 -1,00 -1,00 625,00
2 390,00 85,00 -0,11 -0,33 670,00
3 440,00 65,00 1,00 -1,00 663,00
4 390,00 105,00 -0,11 0,33 654,00
5 400,00 85,00 0,11 -0,33 648,00
6 350,00 125,00 -1,00 1,00 634,00
7 400,00 105,00 0,11 0,33 692,00
8 440,00 125,00 1,00 1,00 686,00
9 395,00 95,00 0,00 0,00 680,00
10 395,00 95,00 0,00 0,00 674,00
11 395,00 95,00 0,00 0,00 681,00

Zrodto: Opracowanie wlasne na podstawie: Montgomery (2013).

Zadaniem eksperymentatora jest ustalenie takich zakresow poziomow wiel-
ko$ci zamowienia i punktu zamawiania, dla ktorych algorytm symulacji kosztow
utrzymania zapasow bedzie charakteryzowal si¢ najlepszymi wilasciwosciami.
M. Szerszunowicz (2014b) przedstawia metod¢ wyznaczania plandw eksperymentu
przy zadanych warunkach, ktéra uwzglednia odpowiednio skonstruowany ob-
szar ufno$ci dla funkcji powierzchni odpowiedzi. Metoda ta wykorzystuje osza-
cowanie funkcji powierzchni odpowiedzi metoda bootstrap z uwzglednieniem
probkowania sktadnika losowego. Na podstawie przedziatow ufnosci parame-
trow funkcji powierzchni odpowiedzi utworzonych w oparciu o percentyle ich
rozktadow bootstrapowych, wyznaczane sg funkcje, ktore stanowig dolne i gérne
oszacowanie funkcji powierzchni odpowiedzi. Obszar ufnosci wyznaczony przez
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dolne i gérne oszacowania jest podstawa do wskazania punktow obszaru ekspe-
rymentowania, dla ktorego oszacowanie funkcji powierzchni odpowiedzi cha-
rakteryzuje si¢ najlepsza precyzja. Ponadto wskazane punkty pozwalaja na kon-
tynuacje analizy funkcji powierzchni odpowiedzi, ktorej celem jest ustalenie
optymalnych warto$ci czynnikow.

W rozwazanym badaniu, na podstawie wstepnych analiz, ustalono, ze zwig-
zek pomiedzy zmienng wynikowa a czynnikami zostanie opisany przez wielo-
mian stopnia drugiego typu | dany wzorem:

y(X, B):ﬂo "’ﬂlxiz +182X22 +133)(1 +ﬁ4X2 +ﬂ5X1X2' (3-41)

Zgodnie z procedura estymacji parametrow funkcji powierzchni odpowiedzi
metodg bootstrap, uzyskano oszacowanie parametrow modelu (3.41) z wykorzy-
staniem metody najmniejszych kwadratow postaci:

y(x, ﬁMNK): (3.42)
= 678,33+ 95,25x” —121,58%; + 22,66x, +9,30X, +4,05x,X,

Nastepnie wygenerowano 1000-krotnie proby bootstrapowe reszt modelu oraz
oszacowano wartosci wektora estymatorOw parametrow rozwazanej funkcji
powierzchni odpowiedzi. Na podstawie uzyskanych rozktadéow bootstrapowych
estymatorow parametréw oszacowano punktowo i przedziatlowo parametry funkcji
powierzchni odpowiedzi (3.41). Punktowo oszacowano parametry zgodnie ze
wzorem (3.30). Poszczegdlne przedzialy ufnosci, ze wzgledu na wiasnosci pre-
cyzji oszacowan, zostaly wyznaczone za pomoca metody BCa postaci (3.34), dla
ustalonego poziomu ufnosci 1 — & = 0,95. Wyniki przeprowadzonych obliczen
przedstawia tabela 3.10. Graficzng prezentacj¢ rozkladéw bootstrapowych pa-
rametrow funkcji powierzchni odpowiedzi wraz z oszacowanymi warto$ciami
parametréw i przedziatami ufnosci przedstawia rysunek 3.19.

Tabela 3.10. Wyniki oszacowan parametrow funkcji powierzchni odpowiedzi (3.41)

metoda bootstrap

B, B B B

B, 678,47 663,01 690,70
yix 97,55 -81,82 262,27
B, ~124,14 —297,87 69,99
B, 22,48 9,95 34,28
B, 8,88 -1,29 21,16
Bs 4,16 -741 16,81

Zrodto: Opracowanie whasne.
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Funkcja powierzchni odpowiedzi, ktorej parametry zostaly oszacowane
z wykorzystaniem metody bootstrap, jest postaci:

¥a (X, Bg) = . (343)
— 678,47 +97,55x2 —124,14%? + 22, 48, +8,88, +4,16x,X,

Dolne i gorne oszacowania funkcji powierzchni odpowiedzi dane sg wzorami:

Liczebnosé

Liczebnosé

yL(X’ﬁB)z (344)
=663,01—81,82x7 — 297,87X +9,95x, —1,29%, — 7, 41x,X,

yU (XlﬁB): (345)
=690, 70 + 262, 27X +69,99x’ + 34, 28x, +21,16X, +16,81x,X,

Graficzng prezentacj¢ wyznaczonych funkcji powierzchni odpowiedzi
(3.43), (3.44) oraz (3.45) przedstawiaja odpowiednio rysunki 3.20, 3.21 oraz
3.22. Wyznaczony obszar ufnosci dla funkcji powierzchni odpowiedzi prezentu-
je rysunek 3.23.

150 -

-
=
=

o
=

660

]

o

=]
'

-
o
=]

-

5]

=]

|

1 1
1 1
1 1
1 1
1 1
1 1
1 1
1 1
1
T 'l. :
670 680 (3] V] 200

Liczebnosé
—
=
5]
Liczebnosé
N
o
[=]

wn
[=]
5]
=]
'

-

[=]
[=]
'

a0 700 -200 400 -400 -200 0

I3 A L3
Wartosci Bg* Wartosci B4 Wartosci p*

200
150 -

150-

100-

Liczebnosé
Liczebnosé

50-

1

1

1

1

1

100- 1
1

1

50- 1
1

1

I

0-

-l e s s a=

-10 0 10 2 -10 0 10 20

A A Ly
Wartosci B2* Wartosci Bs* Wartosci pg*

Rysunek 3.19. Rozktady bootstrapowe parametréw funkcji powierzchni odpowiedzi

postaci (3.41)

Zrodto: Opracowanie whasne.
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W celu okreslenia poszukiwanych zakresow czynnikow uwzgledniono punk-
ty rozwazanego obszaru eksperymentowania postaci:

D={(x,%):% =-1+0,1k Ax,=-1+0,1k, k=12,..,20}. ~ (3.46)

Wyznaczono po 100 punktow obszaru D, dla ktorych roznice wartosci funkcji
(3.43) i (3.44) oraz funkcji (3.45) i (3.43) sa najmnigjsze. Punkty, dla ktorych
wyznaczone roznice jednocze$nie przyjmuja najmniejsze wartosci, okreslaja
fragment obszaru eksperymentowania, w ktorym funkcja powierzchni odpowie-
dzi charakteryzuje si¢ najlepszg precyzjg (rysunek 3.24).
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Rysunek 3.20. Funkcja powierzchni odpowiedzi postaci (3.43)

Zrodho: Opracowanie whasne.
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Rysunek 3.21. Funkcja powierzchni odpowiedzi postaci (3.44)

Zrédto: Opracowanie wiasne.
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Zrodto: Opracowanie whasne.

Rysunek 3.22. Funkcja powierzchni odpowiedzi postaci (3.45)
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Rysunek 3.23. Obszar ufnosci wyznaczony dla funkcji powierzchni odpowiedzi (3.43)
Zrodto: Opracowanie whasne.
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Rysunek 3.24. Punkty obszaru eksperymentowania, dla ktorych oszacowanie funkcji
powierzchni odpowiedzi charakteryzuje si¢ najwicksza precyzja

Zrédto: Opracowanie whasne.

Na podstawie przeprowadzonych obliczen wykazano, ze dalsza analiza
funkcji powierzchni odpowiedzi powinna zosta¢ przeprowadzona dla obszaru
eksperymentowania postaci:

D" ={(x,%,):% €(-0,5;0,5) A X, €(-0,5;0,5)}. (3.47)

Zatem czynnik okre$lajacy wielko$¢ zamowienia powinien przyjmowac wartosci
372,5 < & < 417,5, natomiast czynnik okreslajacy punkt zamawiania wartosci
z zakresu 80 < & < 110.

Eksperymentator zazwyczaj poszukuje takich funkcji opisujgcych proces,
ktore pozwola najlepiej scharakteryzowaé badane zjawisko. Zatem precyzja
uzyskanego oszacowania ma istotne znaczenie ze wzgledow praktycznych. Za-
proponowana przez M. Szerszunowicz (2014b) metoda poszukiwania optymal-
nych warunkéw analizy funkcji powierzchni odpowiedzi zostata rozszerzona
o metode BCa (bias-corrected and accelerated). Propozycja ta pozwala na po-
prawe dokladnosci oszacowania krancoéw przedziatu ufnosci dla funkcji po-
wierzchni odpowiedzi. W rezultacie mozliwe jest wskazanie takiego obszaru
eksperymentowania, dla ktorego oszacowanie zmiennej wynikowej bedzie cha-
rakteryzowato si¢ najlepsza doktadnoscia.
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3.3. Zastosowanie testow permutacyjnych
w procedurze planowania eksperymentéw

Klasyczne procedury planowania eksperymentéw zwigzane sg z zastosowa-
niem okreslonych metod statystycznych. W analizach zrealizowanych klasycz-
nych plandéw eksperymentow najczesciej wykorzystuje si¢ analizg wariancji oraz
analize regresji. Metody te wymagaja spelnienia sprecyzowanych zalozen, ktore
dotycza migdzy innymi zgodnosci rozktadu zmiennej wynikowej lub reszt usta-
lonego modelu z rozktadem normalnym. Weryfikacja sformutowanego zalozenia
wymaga przeprowadzenia odpowiednich testow statystycznych nazywanych
testami normalno$ci (Konczak, 2020). Wynikiem przeprowadzenia testu nor-
malnos$ci moze by¢ odrzucenie hipotezy gloszacej o zgodnosci rozktadu badanej
zmienne] z rozkladem normalnym. Wéwczas wykorzystanie klasycznych metod
w procedurze planowania eksperymentow jest nieuzasadnione. Warto zauwazyc,
ze w przypadku stwierdzenia braku podstaw do odrzucenia hipotezy sprawdza-
nej, nie uzyskuje si¢ jednoznacznego potwierdzenia, ze dane pochodza z popula-
cji o rozkladzie normalnym. Ponadto specyfika realizacji eksperymentu, ktora
niejednokrotnie nie pozwala na zapewnienie odpowiedniej liczebnosci préoby,
utrudnia rozwazania zagadnien zgodnosci rozktadu badanej zmiennej z rozkta-
dem normalnym w procedurach planowania eksperymentow.

Wraz z rozwojem mocy obliczeniowej komputerow wzrosto zainteresowa-
nie mozliwoscig wykorzystania metod symulacyjnych w procedurach wniosko-
wania statystycznego. Do takich metod zyskujacych coraz szersze zastosowania
zalicza si¢ testy permutacyjne. W niniejszej czesci rozdziatu przedstawiono pro-
pozycje wykorzystania testow permutacyjnych w wybranych obszarach metodo-
logii planowania eksperymentow.

3.3.1. Konstrukcja testow permutacyjnych

W 1925 roku R.A. Fisher opublikowal opracowanie zatytutowane Statisti-
cal Methods for Research Workers, w ktorym po raz pierwszy przedstawil ideg
testu permutacyjnego. Kilka lat p6zniej, w 1937 roku, E.J.G. Pitman zaprezen-
towal, w sposob bardziej formalny, konstrukcje testu permutacyjnego. Jednak
wowczas testy permutacyjne nie uzyskaty szerokiego zastosowania ze wzgledu
na towarzyszace im czasochlonne i ztoZzone obliczenia. Dopiero na poczatku
XXI wieku, gdy zdolnosci obliczeniowe komputeréw zaczely znaczaco wzra-
sta¢, umozliwiajac wielokrotne iteracje obliczen, nastgpil intensywny rozwoj me-
tod i testow permutacyjnych.

96



Pojecie testu permutacyjnego nie wiaze si¢ bezposrednio ze sformutowa-
niem ustalonego testu statystycznego. Test permutacyjny nalezy rozumie¢ jako
0g6lng metod¢ wyznaczania doktadnej wartosci prawdopodobienstwa pewnego
zdarzenia lub jego oszacowania (Konczak, 2016). W literaturze (Mielke, Berry,
2007) wymienia si¢ trzy podejscia w konstruowaniu testu permutacyjnego:

o doktadny test permutacyjny (an exact permutation test), ktory uwzglednia
permutacje analizowanych danych na wszystkie mozliwe sposoby;

e test permutacyjny skonstruowany w oparciu o aproksymacje rozkladu na
podstawie momentow (& moment-approximation permutation test), ktora po-
zwala na wyznaczenie oszacowania szukanego prawdopodobienstwa;

e test permutacyjny wykorzystujacy metode randomizacji (a resampling-approxi-
mation permutation test).

Obecnie najczesciej stosowanym podejsciem w sformutowaniu testu permu-
tacyjnego jest podej$cie wykorzystujace metod¢ randomizacji. Wowczas kon-
strukcja testu permutacyjnego jest zblizona do idei testu doktadnego, przy czym
nie uwzglednia wszystkich mozliwych permutacji zbioru danych, a ich losowy
podzbidr. W praktycznych zastosowaniach przyjmuje sie, ze liczba uwzglednia-
nych permutacji zbioru danych powinna wynosi¢ co najmniej 1000. Procedura
przeprowadzenia testu permutacyjnego z wykorzystaniem randomizacji mozne
zosta¢ przedstawiona w nastgpujacych etapach (Good, 2005):

1. Sformutowanie weryfikowanych hipotez: sprawdzanej i alternatywnej.

2. Wybdr postaci statystyki testowej T.

3. Obliczenie wartosci statystyki testowej (To) na podstawie danych pochodza-
cych z proby wyjsciowe;.

4. Obliczenie warto$ci statystyki testowej dla dostatecznie duzej liczby (N > 1000)
permutacji zbioru danych, prowadzace do otrzymania zbioru wartosci staty-
styk postaci {T,,T,,...,T,}.

5. Wyznaczenie wartosci ASL oraz podjgcie na jej podstawie odpowiedniej de-
cyzji.

W ostatnim etapie powyzszej konstrukcji testu permutacyjnego decyzja o odrzu-

ceniu ustalonej hipotezy sprawdzanej lub o braku podstaw do jej odrzucenia

podejmowana jest na podstawie wartosci ASL (achieved significance level). Je-
zeli dla testu permutacyjnego sformutowano dwustronng hipoteze¢ alternatywna,

to warto$¢ ASL moze by¢ okreslona jako (Efron, Tibshirani, 1993):

ASL=P(|T, |2|T, ). (3.48)
Woéwczas przyblizong warto$¢ ASL wyznacza si¢ zgodnie ze wzorem:

card{i T, |2/T, [}
N

ASL = (3.49)
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Jezeli oszacowana warto$¢ ASL jest mniejsza lub rowna ustalonemu pozio-
mowi istotnosci, to hipoteze sprawdzana nalezy odrzuci¢ na korzys$¢ hipotezy
alternatywnej. W przeciwnym przypadku stwierdza si¢ brak podstaw do odrzu-
cenia hipotezy zerowej.

Nalezy zauwazy¢, ze pomigdzy konstrukcja klasycznych testow parametrycz-
nych a procedurg testow permutacyjnych zachodza znaczace roznice. K.J. Berry,
J.E. Johnston i P.W. Mielke (2014) jako najwazniejsze z nich wymieniaja:

o wykorzystanie w testach permutacyjnych wytacznie danych pochodzacych
Z proby;

e procedury testow permutacyjnych nie wymagaja sformutowania dodatkowych
zatozen dotyczacych postaci rozktadu w populacji;

o skuteczno$¢ zastosowania testow permutacyjnych w przypadku prob o matlej
liczebnosci;

e odpornos$¢ testow permutacyjnych na wystepowanie wartosci oddalonych.

Ponadto analizy symulacyjne pozwalajg na okreslenie mocy testow permutacyj-

nych, ktéra w wielu przypadkach jest zblizona do mocy testow parametrycznych

(Konczak, 2016). Procedura testow permutacyjnych pozwala na wyznaczenie

wartos$ci statystyk testowych dla dostatecznie duzej liczby permutacji zbioru da-

nych, co stanowi przyblizenie procedury testow doktadnych (por. eksperyment

The Lady Tasting Tea w podrozdziale 1.1).

Jednym z zasadniczych etapow testu permutacyjnego jest odpowiedni wy-
bor postaci statystyki testowej T. Statystyka testowa powinna by¢ okreslona tak,
aby przyjmowata wartosci z roznych zbiorow, w zalezno$ci od tego czy hipoteza
sprawdzana jest prawdziwa, czy fatlszywa. W literaturze zaleca si¢ wybor takich
statystyk testowych, ktore nie powoduja trudno$ci obliczeniowych, poniewaz
wartos¢ ustalonej statystyki testowej jest wyznaczana dla licznych permutacji
zbioru danych (Konczak, 2016).

W teorii planowania eksperymentow do najczesciej wykorzystywanych me-
tod statystycznych nalezg testy parametryczne. Znajduja one zastosowanie w ana-
lizie wynikow klasycznych i czynnikowych planow eksperymentow, jak rowniez
w ocenie funkcji powierzchni odpowiedzi. Ograniczone koszty realizacji ekspe-
rymentu, uwarunkowania technologiczne lub fizyko-chemiczne przyczyniaja si¢
do przeprowadzenia niewielkiej liczby doswiadczen w eksperymencie. Wowczas
ze wzgledu na matg liczebno$¢ proby weryfikacja hipotez statystycznych z wy-
korzystaniem testow parametrycznych moze prowadzi¢ do sformutowania nie-
wlasciwych wnioskow 1 zalecen dla badanego procesu lub zjawiska. M. Zlotos$
(2019, 2020) zwraca uwage na mozliwos¢ wykorzystania testow permutacyjnych
w wybranych obszarach planowania eksperymentéw: w analizie wynikow ekspe-
rymentu oraz w analizie funkcji powierzchni odpowiedzi.
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3.3.2. Wykorzystanie testow permutacyjnych
w analizie wynikéw eksperymentu

Realizacja doswiadczen, zgodnie z odpowiednio zaprojektowanym planem
eksperymentu, prowadzi do uzyskania warto$ci zmiennej objasnianej. Wynikiem
doswiadczen realizowanych zgodnie z klasycznymi planami eksperymentoéw sa
warto$ci zmiennej wynikowej otrzymane dla poszczegdlnych wariantow czynni-
koéw. Wowczas w celu oceny istotnosci wplywu rozwazanych czynnikow na
zmienng wynikowa najczgéciej wykorzystuje sie odpowiednio sformulowana
analize wariancji. Jezeli eksperymentator uwzglednia replikacje poszczegolnych
doswiadczen, to analiza wynikow eksperymentu moze sprowadza¢ si¢ do wery-
fikacji roznic warto$ci przecietnej zmiennej wynikowej w kolejnych replika-
cjach. Nalezy zauwazy¢, ze otrzymane wyniki zmiennej objasnianej dla ustalo-
nych kombinacji poziomow czynnikoéw w replikacjach powinny by¢é rozwazane
w parach (Montgomery, 2013). Woéwczas analiza wynikow eksperymentu, pole-
gajaca na poréwnaniu wartosci przecietnych w dwoch replikacjach, moze by¢
przeprowadzona z wykorzystaniem testu t dla obserwacji sparowanych (Mont-
gomery, 2013). Jezeli rezultatem analizy przeprowadzonego eksperymentu ma
by¢ poréwnanie wartosci przecietnych w wigcej niz dwoch replikacjach, to nalezy
zastosowa¢ analize wariancji lub metody poréwnan wielokrotnych. D.C. Mont-
gomery (2013) sposrod metod poréwnan wielokrotnych wartosci przecigtnej
wyrdznia test Tukeya oraz metode najmniejszej istotnej réznicy Fishera. Wy-
mienione testy parametryczne, wykorzystywane w analizie wynikow ekspery-
mentu, wymagaja spelnienia zatozen dotyczacych postaci rozktadu zmiennej
objasnianej. Warunki, w jakich realizowany jest eksperyment lub zwigkszone
koszty przeprowadzenia dos§wiadczen, prowadza do uzyskania niewielkiej liczby
obserwacji zmiennej wynikowej. Wowczas jezeli weryfikacja hipotezy spraw-
dzanej, dotyczacej postaci rozktadu zmiennej objasnianej, prowadzi do stwier-
dzenia braku podstaw do odrzucenia tej hipotezy, to eksperymentator jedno-
znacznie nie moze potwierdzi¢ postaci rozkladu badanej zmiennej (Konczak,
2016). Stad mozna przyjac, ze zatozenia klasycznych metod, a w szczego6lnosci
testow parametrycznych, nie sa spetnione. Jezeli zastosowanie testow parame-
trycznych jest nieuzasadnione, to zazwyczaj nalezy stosowa¢ metody nieparame-
tryczne, a F. Pesarin i L. Salmaso (2010) zalecaja w takich przypadkach wyko-
rzystanie testow permutacyjnych.

Niech dany bedzie eksperyment uwzgledniajacy czynnik X oraz zmienng
wynikowg Y. Czynnik X zostat ustalony na k poziomach, przy czym dla kazdego
z poziomow uzyskano n realizacji zmiennej wynikowej. Schemat eksperymentu
przedstawia tabela 3.11.
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Tabela 3.11. Schemat eksperymentu jednoczynnikowego uwzgledniajacego
n replikacji doswiadczen

Poziomy Numer replikacji
czynnika X 1 2 N N
X Yu Y12 e Yin
X2 y21 y22 ce yZn
X, Yia Yz . Yin

Zrédto: Opracowanie whasne.

Celem przeprowadzonego eksperymentu jest okre§lenie wplywu zmiany
poziomdéw czynnika X na warto$ci zmiennej wynikowej. Ponadto w badaniu
mozna rozwazy¢ oceng wplywu na zmienng wynikowa warunkow, w jakich prze-
biegata realizacja poszczegolnych replikacji doswiadczen. Wskazane problemy
sprowadzaja si¢ do badania rownosci wartosci przecigtnych w populacjach. W za-
lezno$ci od rozwazanej liczby populacji weryfikacja roéwnosci wartos$ci oczeki-
wanych jest przeprowadzana zazwyczaj z wykorzystaniem testu parametrycznego
dla réwnosci dwoch warto$ci przecietnych lub testu jednoczynnikowej analizy
wariancji (dla zbadania rowno$ci co najmniej trzech wartosci oczekiwanych).
Wymienione klasyczne testy parametryczne wymagaja spetnienia odpowiednich
zatozen. W szczegdlnosci dla jednoczynnikowej analizy wariacji zaktada sie¢, ze
proby pochodza z niezaleznych populacji o rozktadach zgodnych z rozktadem
normalnym oraz wariancje w tych populacjach sa rowne. Jezeli zalozenia jedno-
czynnikowej analizy wariancji nie sa spelnione, to nalezy odwotac¢ si¢ do niepa-
rametrycznego testu Kruskala—Wallisa. Alternatywng metoda weryfikacji row-
nosci wartosci przecigtnych, szczegolnie w przypadku niewielkich liczebnos$ci
uwzglednianych prob, sa testy permutacyjne.

Hipoteza sprawdzana i hipoteza alternatywna dla testu permutacyjnego,
prowadzacego do weryfikacji rownos$ci wartosci oczekiwanych dla co najmniej
trzech populacji, sa formulowane analogicznie jak dla jednoczynnikowej analizy
wariancji:

Hy:m=m,=...=m, (3.50)
H,:m =m,, dla pewnych i= j. (3.51)

Statystyka testowa rozwazanego testu permutacyjnego rowniez moze by¢ okre-
Slona analogicznie jak statystyka testowa jednoczynnikowej analizy wariancji,
ktéra w analizowanym przypadku jest postaci:
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(N -3 n(5,- )
k-0 (y, ~ 7Y

i1 j=1

FO (3.52)

gdzie:
* Y, jest wartosciag zmiennej wynikowej uzyskang dla czynnika X ustalonego
na poziomie i-tym w j-tej replikacji,

n
LI :EZ Yi jest $rednig arytmetyczng wartosci zmiennej wynikowej uzy-

j=1
skanych dla czynnika X ustalonego na i-tym poziomie,

K
o y :EZY/I jest $rednig arytmetyczng wszystkich wartosci zmiennej wyni-
i=1
kowej.
W literaturze (Good, 2006; Basso i in., 2009) wskazuje si¢ na mozliwo$¢é
wykorzystania statystyk alternatywnych do statystyki (3.52) postaci:

F@ =Y ny?2, (3.53)
k =)
FO :znm _7| (3.54)
i=1
oraz
£ =Zk:n(7i gy, (3.55)

Procedura testu permutacyjnego wymaga wyznaczenia wartoSci statystyki
testowej dla N permutacji zbioru danych. Sposéb permutacji powinien uwzgled-
nia¢ specyfike analizowanego zbioru danych. W przypadku testu permutacyjne-
g0, bedacego odpowiednikiem testu jednoczynnikowej analizy wariancji, zaleca
si¢ jednoczesng permutacje catego zbioru danych (Basso i in., 2009). Ze wzgle-
du na charakter uzyskanych realizacji eksperymentu mozna uwzglednia¢ permu-
tacje danych w obrebie poszczegdlnych blokow (Good, 2005), ktére odpowiada-
ja kolejnym replikacjom w rozwazanym eksperymencie. Dane pierwotne oraz
schematy wymienionych typow permutacji przedstawiaja odpowiednio rysun-
ki 3.25, 3.26 oraz 3.27, dla ktérych przyjeto, ze k =4, n =4,
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Dane oryginalne
Poziomy Numer replikacji
czynnika X 1 2 3 4
X Yuu Yio Y13 Y14
X Yo Y2 Yo Yo
X Ya Ya Ya Ya
X Yu Yar Yas Yas

Rysunek 3.25. Dane pierwotne, dlan =4 orazk =4

Zrodto: Opracowanie whasne.

| typ permutacji
Poziomy Numer replikacji
czynnika X 1 2 3 4
X ) Ya Ya Yau
X, Yo Y13 Y Yoo
X3 Y33 Y14 Yo3 Y
X, Yu Ya Yaz Y12

Rysunek 3.26. Schemat jednoczesnej permutacji catego zbioru danych

Zrédto: Opracowanie whasne na podstawie: Basso i in. (2009).

Il typ permutacji
Poziomy Numer replikacji
czynnika X 1 2 3 4
Xl y31 y22 y43 y44
X Yu Y3 Yas Y4
*s Yar Yo Yo Yia
X Ya1 Yo Yis Yas

Rysunek 3.27. Schemat permutacji danych w ramach replikacji

Zrodto: Opracowanie wlasne na podstawie: Good (2005).
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Dla rozwazanego testu permutacyjnego duze wartosci statystyk testowych
(3.52), (3.53), (3.54), (3.55) beda swiadczyty przeciwko hipotezie Hy. Wowczas,
w zalezno$ci od wybranej postaci statystyki testowej F®, wartosé ASL oszaco-
wana jest zgodnie ze wzorem:
card {i: F® > F¥}

N

ASLY® =

, (3.56)

gdzie F® jest wartoscia s-tej statystyki testowej wyznaczona dla danych orygi-
nalnych, natomiast F) jest wartocia S-tej statystyki testowej obliczona dla i-tej

permutacji zbioru danych, dla s = 1, 2, 3, 4. Jezeli oszacowana warto$¢ ASL jest
mniejsza lub réwna ustalonemu poziomowi istotnosci «, to nalezy odrzuci¢ hi-
poteze zerowa (3.50) na korzy$¢ hipotezy alternatywnej (3.51).

Jezeli w wyniku przeprowadzenia powyzszego testu permutacyjnego hipo-
teza sprawdzana (3.50) zostaje odrzucona, to mozliwe jest przeprowadzenie
wielokrotnych porownan wartosci przecigtnych dla kazdej pary populacji. W kla-
sycznym podejsciu w tym celu mozna wykorzysta¢ klasyczny test t stuzacy po-
roéwnaniu warto$ci przecigtnych w dwoch populacjach. Jednak czegséciej wyko-
rzystywane sa na tym etapie metody poréwnan wielokrotnych: test Tukeya, test
LSD Fishera, test Duncana oraz test Newmana-Keulsa (por. Montgomery, 2013).
Jezeli dane uzyskane w wyniku realizacji eksperymentu nie spetniajg zatozen
wymienionych testow lub charakteryzujg si¢ niewielkimi liczebno$ciami, to alter-
natywng metoda wielokrotnego poréwnywania wartosci przecietnych w dwoch
populacjach moze by¢ test permutacyjny (Ziotos, 2019). Podobnie jak klasyczne
metody poréwnan wielokrotnych, test permutacyjny prowadzi do weryfikacji
hipotez postaci:

Ho:m =m, (3.57)
H,:m, #m, (3.58)

dla kazdego i #jorazi, j=1, 2,..., k. Zazwyczaj statystyka testowa testu permu-
tacyjnego dla weryfikacji prawdziwosci hipotezy (3.57) okreslona jest wzorem:

T, =Y,-Y,, (3.59)

dla kazdego i # joraz i, j=1, 2,..., k. Na korzys$¢ hipotezy alternatywnej (3.58)
beda $wiadczy¢ duze, co do wartoSci bezwzglednej, wartosci statystyki (3.59).
Wowczas oszacowanie warto$ci ASL nalezy wyznaczy¢ zgodnie ze wzorem:
o card{l:|T | >|T?
pst, ST 1217y

_J_ . (3.60)
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gdzie T,

jo jest wartoscig statystyki testowej Tij wyznaczong dla danych pierwot-
nych, natomiast TijI to warto$¢ statystyki testowej 'I'ij dla I-tej permutacji zbioru
danych. Podobnie jak w przypadku testu permutacyjnego dla poréwnania warto-
$ci przecigtnych w k (k > 3) populacjach, tak rowniez dla testu permutacyjnego
prowadzgcego do porownania dwoch wartosci oczekiwanych dopuszcza si¢ dwa
sposoby permutacji danych: permutacj¢ tacznego zbioru danych oraz permutacje
obserwacji sparowanych, czyli zamieniane sa obserwacje w poszczeg6lnych
parach, przy zachowaniu kolejnosci obiektow.

D.C. Montgomery (2013) przedstawia dane dotyczace eksperymentu, ktory
polega na badaniu wptywu predkosci posuwu (feed rate) maszyny CNC na
zmienno$¢ wymiaréw pewnego produktu. Czynnik X (predkos¢ posuwu) zostat
ustalony na czterech poziomach X :{10, 12,14, 16}, natomiast zmienna wyni-
kowa Y jest odchyleniem standardowym wymiaréw produktu uzyskanym dla
kazdej serii produktowej. Ponadto eksperyment obejmuje pi¢¢ replikacji serii
produkcyjnych dla kazdego z ustalonych pozioméw czynnika. Realizacje po-
szczegolnych doswiadczen przedstawia tabela 3.12.

Tabela 3.12. Dane eksperymentalne

. . Numer serii produkcyjnej
Poziom czynnika X
1 2 3 4 5
10 0,09 0,10 0,13 0,08 0,07
12 0,06 0,09 0,12 0,07 0,12
14 0,11 0,08 0,08 0,05 0,06
16 0,19 0,13 0,15 0,20 0,11

Zrodto: Opracowanie wlasne na podstawie: Montgomery (2013).

Ocena wplywu zmian warto$ci czynnika X na warto$ci zmiennej wynikowej Y
prowadzi do zweryfikowania hipotez postaci:

Hy:m=m,=m,=m, (3.61)

H, :m; = m;, dla pewnych i = j, (3.62)

przy ustalonym poziomie istotnosci & = 0,05. Przyjmujac zatozenie o réwnosci

wariancji oraz zgodno$¢ rozktadu zmiennej wynikowej w populacjach z rozkta-

dem normalnym, przeprowadzono test jednoczynnikowej analizy wariancji.
Uzyskane wyniki przedstawia tabela 3.13.
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Tabela 3.13. Wyniki testu jednoczynnikowej analizy wariancji

. Suma Liczba Sredni
znﬁiii?éci kwadratow stopni kwadrat S:Zggwga p-value
odchylen swobody odchylen
Czynnik X 0,01866 3 0,00622 7,51460 0,00234
Btad losowy 0,01324 16 0,00083 - -

Zrédto: Opracowanie whasne.

Wyznaczona p — value < = 0,05, zatem nalezy odrzuci¢ hipoteze zerowa
(3.61) na korzy$¢ hipotezy alternatywnej i przyjac, ze wartosci przecigtne w popu-
lacjach rézniag sie. Wynika stad, ze czynnik X ma istotny wptyw na warto$ci
zmiennej wynikowej Y.

Dane rozwazane w eksperymencie charakteryzuja si¢ niewielka liczebno-
$cig poszczegodlnych prob. Wobec tego, ostatecznie nie mozna mie¢ pewnosci,
ze rozwazane populacje spelniaja zalozenia jednoczynnikowej analizy wariancji.
Alternatywng metodg weryfikacji hipotez (3.61) i (3.62) sg testy permutacyjne,
ktore nie wymagaja spetnienia zatozenia o zgodnosci rozktadu zmiennej wyni-
kowej z rozktadem normlanym. Testy permutacyjne przeprowadzono z wyko-
rzystaniem statystyk testowych (3.52), (3.53), (3.54), (3.55). Dla kazdej z posta-
ci statystyk testowych wykonano permutacje zbioru danych na dwa sposoby:
z wykorzystaniem jednoczesnej permutacji catego zbioru danych (I typ permutacji)
oraz stosujac permutacje¢ danych w obrebie poszczegolnych replikacji (II typ per-
mutacji). Ponadto dla kazdego z rozwazanych wariantow wykonano N = 1000
permutacji zbioru danych oraz oszacowano wartos¢ ASL. Wyniki przeprowa-
dzonych testow permutacyjnych przedstawia tabela 3.14.

Tabela 3.14. Warto$ci ASL przeprowadzonych testéw permutacyjnych

Statystyka testowa Typ permutacji Warto$¢ ASL
£ | 0,004
Il 0,003
F© | 0,003
1l 0,006
FO | 0,008
1l 0,007
F@ | 0,005
Il 0,002

Zrodto: Opracowanie whasne.
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Oszacowane wartosci ASL, dla kazdego z przeprowadzonych testow permu-
tacyjnych, sa mniejsze od poziomu istotnosci «, zatem nalezy odrzuci¢ hipoteze
zerowa na korzys$¢ hipotezy alternatywnej. Stad mozna twierdzi¢, ze czynnik X
(predkos¢ posuwu) ma istotny wplyw na warto$ci zmiennej wynikowej Y (od-
chylenie standardowe wymiaru produktu). W wyniku przeprowadzenia wielo-
krotnych permutacji zbioru danych otrzymano empiryczne rozktady statystyk
testowych dane wzorami (3.52), (3.53), (3.54) oraz (3.55). Rysunki 3.28 oraz
3.29 przedstawiaja rozklady tych statystyk testowych, odpowiednio dla I typu
oraz II typu permutacji zbioru danych, wraz z zaznaczonymi warto$ciami staty-
styk testowych dla danych pierwotnych. Na podstawie przedstawionych rozkta-
dow empirycznych statystyk testowych mozna zauwazy¢, ze sposob permutacji
zbioru danych miatl wplyw na postaci rozkltadow statystyk testowych, ale nie
wptywatl na ostateczne decyzje w przeprowadzonych testach permutacyjnych.
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Rysunek 3.29. Rozktady empiryczne statystyk testowych dla II typu permutacji
zbioru danych

Zrédto: Opracowanie whasne.

Przeprowadzone testy statystyczne pozwolity na stwierdzenie braku réwno-
$ci wartosci odchylen standardowych wymiaru elementu dla poszczegdlnych
predkosci posuwu maszyny CNC. W zwigzku z tym mozna zweryfikowa¢ hipo-
tezy gloszace rownos¢ warto$ci przecigtnych zmiennej wynikowej dla poszcze-
golnych par poziomow czynnika X, na poziomie istotnosci o = 0,05. Rozwazajac
podejscie klasyczne, w tym celu nalezy przeprowadzi¢ jeden z testow porownan
wielokrotnych (por. Montgomery, 2013). Rezultaty testu Tukeya przedstawia
tabela 3.15. Na podstawie uzyskanych p-value mozna stwierdzi¢, ze wartosci
przecigtne zmiennej wynikowej dla predkosci posuwu ustalonej na poziomie 10,
12 lub 14 r6znig si¢ istotnie od wartosci przecietnej zmiennej Y uzyskanych dla
predkosci posuwu rownej 16.

Tabela 3.15. p-value testu Tukeya poréwnan wielokrotnych

ViV, p-value
i—Y. 0,9995
Yi=Ys 0,7574
ViV 0,0170
V.Y, 0,8154
Y= Vs 0,0136
Y-, 0,0023

Zrodto: Opracowanie whasne.
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Podobnie jak w przypadku analizy wariancji, dla prob o niewielkich liczeb-
no$ciach, wyniki testu Tukeya moga prowadzi¢ do nieprawidtowych wnioskow.
Stad w celu poréwnania wartosci przecigtnych zmiennej wynikowej, dla poszcze-
golnych par poziomow czynnika X, wykorzystano test permutacyjny uwzglednia-
jacy statystyke testowa (3.59). Wyniki testu permutacyjnego, z uwzglednieniem
permutacji facznego zbioru danych (I typ permutacji) oraz permutacji obserwacji
sparowanych (Il typ permutacji), prezentuje tabela 3.16.

Tabela 3.16. Wartosci ASALij testu permutacyjnego poréwnan wielokrotnych dla réznych

typoéw permutacji danych

v _v ASL,

hd | typ permutacji Il typ permutacji
V.Y, 1,000 1,000

Vi Ys 0,311 0,258
ViV, 0,031 0,055
Y.—Ys 0,419 0,476
Yo=Y, 0,032 0,135
sV, 0,012 0,059

Zrédto: Opracowanie whasne.

Dla I typu permutacji warto$ci ASAL14 , ASL,, oraz ASAL34 sa mniejsze od usta-

lonego poziomu istotnosci o = 0,05, zatem warto$ci przecigtne zmiennej wyni-
kowej dla odpowiednich pozioméw czynnika X sg rozne. Test permutacyjny, dla
ktérego ustalono II typ permutacji, nie wskazuje istotnie roznych warto$ci prze-
cigtnych. Przy czym nalezy zauwazy¢, ze wartosci ASAL14 oraz ASAL34 sg bliskie

a = 0,05, co moze sygnalizowaé, ze zwigkszenie liczby powtorzen doswiadczen
moze doprowadzi¢ do potwierdzenia istotnosci réznic pomigdzy wartosciami
przecigtnymi w tych przypadkach. Zatem ostatecznie mozna stwierdzi¢, ze pred-
ko$¢ posuwu maszyny CNC ustalona na najwyzszym poziomie wplywa istotnie
na wartos$¢ przeci¢tng zmiennej wynikowe;.

Klasyczne metody analizy wynikow eksperymentu (np. jednoczynnikowa
analiza wariancji, test t) wymagaja spetnienia restrykcyjnych zatozen dotycza-
cych miedzy innymi postaci rozktadu. Jezeli te zalozenia nie sa spelnione Iub
dane charakteryzujg si¢ niewielka liczebnoscia, to zastosowanie klasycznych
metod analizy eksperymentu moze prowadzi¢ do sformulowania nieadekwat-
nych zalecen dla badanego problemu. Wowczas nalezy poszukiwa¢ metod nie-
klasycznych, ktére pozwola na wlasciwa analiz¢ wynikow eksperymentu. Do tej
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grupy metod z pewnoscig mozna zaliczy¢ testy permutacyjne, ktore odnosza si¢
tylko do danych pochodzacych z proby i nie wymagajg spetnienia zatozen doty-
czacych rozkladu zmiennej wynikowej. Mozliwo$¢ analizy wynikow klasycz-
nych plandéw eksperymentéw z wykorzystaniem testow permutacyjnych pozwala
na formutowanie uzasadnionych wnioskéw dla przeprowadzonych doswiadczen
nawet wtedy, gdy liczebno$¢ proby jest mata lub dane nie spetniaja zalozen do-
tyczacych postaci rozktadu.

3.3.3. Wykorzystanie testéw permutacyjnych w ocenie
istotnosci parametréw funkcji powierzchni odpowiedzi

Metodologia powierzchni odpowiedzi stanowi zbior metod, ktérych celem
jest oszacowanie i analiza funkcji, ktora najlepiej charakteryzuje badane zjawi-
sko (por. podrozdziat 3.2.1). W ramach metodologii powierzchni odpowiedzi
tworzone sg rowniez schematy konstrukcji planow eksperymentow, spetniajacych
odpowiednie kryteria. Zasadniczymi etapami w metodologii funkcji powierzchni
odpowiedzi s3: wybor odpowiedniej postaci modelu funkcji powierzchni odpo-
wiedzi, wlasciwa estymacja parametrow ustalonego modelu tej funkcji oraz oce-
na istotno$ci uzyskanego oszacowania.

Klasycznymi metodami weryfikacji istotnosci oszacowania funkcji po-
wierzchni odpowiedzi sa testy wykorzystujace statystyke F oraz statystyke t.
Test F wykorzystuje statystyke F postaci:

ﬁTFTy _ nyZ
Fo— kK | (3.63)
y'y-B'Fy
n—k-1
ktora ma rozktad Fishera-Snedecora o k oraz n — k — 1 stopniach swobody i pro-
wadzi do weryfikacji istotno$ci catego modelu funkcji powierzchni odpowiedzi.
Z kolei ocena istotnosci poszczegdlnych parametrow modelu polega na prze-
prowadzeniu testu t, ktory wykorzystuje statystyke t postaci:

A

B
s(4)
o rozktadzie t-Studenta o n — k — 1 stopniach swobody, przy czym
s(ﬁ.): f&zcjj , natomiast C;; jest elementem diagonalnym macierzy (FTF)f1

J

t= (3.64)
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(por. Aczel, 2000). Ponadto analiza funkcji powierzchni odpowiedzi moze si¢
odnosi¢ do weryfikacji istotnosci podzbioréw parametréw modelu z zastosowa-
niem czg$ciowego testu F, wykorzystujacego statystyke F postaci:
SS éF) -SS éR)
_ r
F= 35S éF) : (3.65)
n-k-1

gdzie r jest roznica liczby parametrow modelu petnego i modelu zredukowane-
go, SS{") jest sumg kwadratow odchylen modelu petnego, SSTY jest sumg kwa-

dratéw odchylen modelu zredukowanego, natomiast SSéF) jest suma kwadratow

reszt dla modelu petnego (por. Montgomery, 2013). Statystyka F ma rozktad
Fishera-Snedecora o r i n — k — 1 stopniach swobody (por. Montgomery, 2013).
Wykorzystanie wymienionych metod weryfikacji istotnosci funkcji powierzchni
odpowiedzi jest mozliwe tylko wtedy, gdy spetnione sa odpowiednie zatozenia.
Warunkiem koniecznym do przeprowadzenia testu F, testu t oraz czgsciowego
testu F jest niezalezno$¢ reszt ustalonego modelu funkcji powierzchni odpowie-
dzi oraz zgodno$¢ rozktadu reszt z rozktadem normalnym o wartosci oczekiwa-
nej 0 i wariancji rownej o (Aczel, 2000; Montgomery, 2013). Jezeli wskazane
zatozenia nie s3 spelnione, to alternatywnymi metodami stuzagcymi weryfikacji
istotnosci uzyskanego oszacowania funkcji powierzchni odpowiedzi moga by¢
testy permutacyjne. Zastosowanie odpowiednio skonstruowanych testow permu-
tacyjnych w celu oceny istotnosci modelu i oszacowanych parametréw funkcji
powierzchni odpowiedzi przedstawia Ztotos (2020).

Wykorzystanie testow permutacyjnych w ocenie istotno$ci modelu funkcji
powierzchni odpowiedzi wigze si¢ z ustaleniem sposobu permutacji danych
o charakterze wielowymiarowym. W literaturze (O’Gorman, 2012) wymienia si¢
cztery sposoby permutacji takich danych: permutacj¢ btedow, permutacje reszt,
niezalezng permutacj¢ wszystkich zmiennych niezaleznych oraz permutacje
zmienne] zaleznej. W zagadnieniach dotyczacych planowania eksperymentow,
ze wzgledu na ustalone warto$ci czynnikéw (zmienna niezalezna), uzasadnio-
nym sposobem permutacji danych jest permutacja warto$ci zmiennej wynikowe;j.

W procedurze testu permutacyjnego stosowanego do oceny istotnosci cale-
go modelu funkcji powierzchni odpowiedzi wykorzystuje si¢ statystyke testowsg
postaci (3.63). Test permutacyjny, ktorego przedmiotem jest weryfikacja istot-
nosci poszczegolnych parametrow modelu, uwzglednia statystyke testowa po-
staci (3.64). Natomiast jezeli analiza funkcji powierzchni odpowiedzi odnosi sie
do weryfikacji istotno$ci podzbioru parametrow modelu, to test permutacyjny
moze by¢ skonstruowany z wykorzystaniem statystyki testowej postaci (3.65).

110



J. Antony (2003) przedstawia studium przypadku dotyczace potaczenia dru-
towego (wire bonding) pomiedzy matrycag a przewodem pewnego elementu.
W wyniku licznych reklamacji uszkodzenia potaczenia drutowego podjeto decy-
zje o konieczno$ci zwigkszenia wytrzymatosci drutu na rozciaganie. Ustalono,
ze doswiadczenia zostang przeprowadzone zgodnie z planem catkowitego ekspe-
rymentu czynnikowego typu 2". W badaniu uwzgledniono cztery czynniki wy-
stepujace na dwodch poziomach (gérnym i dolnym), ktérych charakterystyke
przedstawia tabela 3.17.

Tabela 3.17. Charakterystyka czynnikow uwzglednianych w eksperymencie

Oznaczenie Nazwa Poziom Poziom Jednostka
czynnika czynnika dolny gorny pomiaru
X1 Moc 100 150 mw
Xz Temperatura 140 200 °C
X3 Czas taczenia 15 25 Ms
X4 Sita taczenia 3 9 g

Zrédto: Opracowanie whasne na podstawie: Antony (2003).

Celem przeprowadzanego eksperymentu jest okreslenie optymalnych usta-
wien czynnikéw, dla ktérych nastapi zwigkszenie wytrzymatosci. Ponadto zada-
niem eksperymentatora jest oszacowanie i analiza funkcji powierzchni odpowie-
dzi, ktora bedzie charakteryzowa¢ zalezno$¢ sily ciagnienia drutu (zmienna
wynikowa Y) od wartos$ci poszczegolnych czynnikéw. Wyniki przeprowadzone-
go eksperymentu przedstawia tabela 3.18.

Tabela 3.18. Wyniki do§wiadczen catkowitego eksperymentu czynnikowego typu 2*

doégil;r;ce;enia X X, X3 X4 Y
1 2 3 4 5 6
1 1 1 1 1 7.4
2 ! -1 -1 -1 6,5
3 1 1 -1 -1 8,2
4 1 1 -1 -1 858
> -1 -1 1 -1 7,6
6 1 -1 1 -1 6,8
! -1 1 1 1 8,4
8 1 1 1 1 8,6
9 1 1 1 1 9,4
10 L -1 -1 1 8,0
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cd. tabeli 3.18

1 2 3 4 5 6

11 -1 1 -1 1 9,8
12 1 1 -1 1 8,9
13 -1 -1 1 1 9,0
14 1 -1 1 1 7,9
15 -1 1 1 1 10,1
16 1 1 1 1 91

Zrodto: Opracowanie whasne na podstawie: Antony (2003).

W pierwszym etapie badania rozwazano funkcj¢ powierzchni odpowiedzi
bedaca wielomianem stopnia pierwszego typu | postaci:

y:ﬂo+ﬂl)(1+ﬂzxz+ﬂsxe+ﬂ4x4' (3'66)

Uzyskano oszacowanie modelu funkcji powierzchni odpowiedzi (3.66) z wyko-
rzystaniem metody najmniejszych kwadratdéw dane wzorem:

y=8,406-0,331x, +0,581x, +0,031x, +0,619x, . (3.67)

Analiza oszacowanej funkcji powierzchni odpowiedzi begdzie dotyczy¢ oceny
istotnosci oszacowanego modelu oraz jego parametrow. W tym celu, przyjmujac
poziom istotnosci a = 0,05, zweryfikowano zgodnos$¢ rozkladu reszt modelu
(3.67) z rozktadem normalnym, przeprowadzajac test Shapiro—Wilka. Uzyskano
p — value = 0,0555, zatem mozna wnioskowaé o braku podstaw do odrzucenia
hipotezy gtoszacej o zgodnosci rozktadu reszt modelu z rozktadem normalnym.

W celu oceny istotnosci oszacowanego modelu funkcji powierzchni odpo-
wiedzi postaci (3.67) sformutowano hipotezy postaci:

Ho: 5 =8=0=5=0,=0 (3.68)
H,:pB; #0, dla pewnego j, (3.69)

ktorych prawdziwos$¢ zostata zweryfikowana z wykorzystaniem testu F. Wartos¢
statystyki testowej postaci (3.63), dla 4 i 11 stopni swobody, jest rowna F = 17,36,
a wyznaczone dla niej p — value = 0,0001 jest mniejsze od ustalonego poziomu
istotno$ci « = 0,05. Stad nalezy odrzuci¢ hipotez¢ sprawdzang na korzys¢ hipo-
tezy alternatywnej, wnioskujgc o istotnosci oszacowanego modelu funkcji po-
wierzchni odpowiedzi. Nastepnie zweryfikowano istotno$¢ poszczegodlnych pa-
rametréw modelu (3.67) z wykorzystaniem testu t. Wyniki przeprowadzonych
testow przedstawia tabela 3.19. Na podstawie otrzymanych wynikow mozna
stwierdzi¢, ze istotny wptyw na wartosci zmiennej wynikowej Y maja czynniki:
X1 (moc), X, (temperatura) oraz X, (sita taczenia).
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Tabela 3.19. Wyniki weryfikacji istotno$ci parametréw modelu (3.67)

Parametr £ Oszacowanie parametru f; Wartos¢ statystyki t p-value
Ho 8,406 76,831 0,0000
B -0,331 -3,028 0,0115
5 0,581 5,313 0,0002
3 0,031 0,286 0,7805
B 0,619 5,655 0,0001

Zrodto: Opracowanie whasne.

Drugi etap badania polega na ocenie mozliwos$ci uwzglednienia ustalonych inte-
rakcji w ostatecznym modelu funkcji powierzchni odpowiedzi. W tym celu okre-
$lono model petny funkcji powierzchni odpowiedzi postaci:

V=70 + 71X+ 7% + 75X 7 X K + VXX + VXX + 1 XXy (3.70)
oraz model zredukowany dany ponizszym wzorem:
V=7t 1X+ 7%+ 7% - (3.71)

Dla okreslonych modeli funkcji powierzchni odpowiedzi przeprowadzono cze-
sciowy test F, ktory pozwolil na zweryfikowanie hipotez:

Ho:74=75=76=7720 (3.72)
H,:y, #0, dlapewnego je{4,56,7}. (3.73)

Statystyka testowa czesciowego testu F, dana wzorem (3.65), przyjmuje wartos¢
F = 3,737. Wyznaczona p — value = 0,0533 jest wigksza od przyjetego poziomu
istotnosci & = 0,05. Stad wniosek o braku podstaw do odrzucenia hipotezy (3.72).
Zatem ustalone interakcje czynnikow nie powinny zosta¢ uwzglgdnione w mo-
delu funkcji powierzchni odpowiedzi, ktory ostatecznie przyjmuje postac:

§ =8,406—0,331x, +0,581x, +0, 619X, . (3.74)

W zwigzku z tym eksperymentator nie powinien rozwaza¢ wplywu interakcji
czynnikdéw na warto$ci zmiennej wynikowe;.

Nalezy zauwazy¢, ze przeprowadzone rozwazania dotyczyly proby o nie-
wielkiej liczebnosci, a wyznaczona p-value testu Shapiro-Wilka tylko nieznacznie
przekracza warto$¢ ustalonego poziomu istotnosci « = 0,05. Wowczas przyjecie
zatozenia o zgodnosci rozktadu reszt modelu (3.67) z rozkladem normalnym
roéwniez moze nie by¢ poprawne. Zatem wykorzystanie klasycznych testow pa-
rametrycznych w celu analizy oszacowanego modelu funkcji powierzchni od-
powiedzi réwniez moze by¢ nieuzasadnione. Podobne wnioski mozna sformu-
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towaé dla czesciowego testu F, gdzie p-value rowniez nieznacznie przekracza
warto$¢ « = 0,05. Wowczas analiza oszacowanego modelu funkcji powierzchni
odpowiedzi moze zosta¢ przeprowadzona z zastosowaniem odpowiednich te-
stow permutacyjnych, ktére nie wymagaja spetnienia zatozen dotyczacych po-
staci rozktadu reszt modelu oraz opieraja si¢ tylko na danych uwzglgdnianych
w badaniu.

W przedstawionych ponizej testach permutacyjnych uwzgledniono N = 10000
permutacji zbioru danych. Ponadto ustalono, ze permutacja danych bedzie pole-
gala na permutacji warto$ci zmiennej wynikowej przy ustalonych warto$ciach
zmiennych niezaleznych (poziomach czynnikow).

Test permutacyjny stuzacy weryfikacji hipotez (3.68) oraz (3.69) prowadzi
do N-krotnego oszacowania modelu funkcji powierzchni odpowiedzi postaci
(3.66) i wyznaczenia wartosci statystyki F postaci (3.63). Wowczas nalezy osza-
cowa¢ warto$¢ ASL zgodnie ze wzorem:

card{i:F>F}

. (3.75)

ASL =
gdzie warto$¢ Fo jest wartoScig statystyki testowej testu F dla modelu (3.67),
natomiast F; jest warto$cig statystyki F wyznaczong dla modelu oszacowanego
W i-tej permutacji zbioru danych. Jezeli obliczona warto$¢ ASL jest mniejsza od
ustalonego poziomu istotnosci, to hipoteze (3.68) nalezy odrzuci¢ na korzysé
hipotezy alternatywnej (3.69). Dla rozwazanych danych uzyskano warto$¢
ASL =0,0002, zatem nalezy wnioskowaé o istotno$ci modelu funkcji po-

wierzchni odpowiedzi postaci (3.67). Nastepnie przeprowadzono testy permuta-
cyjne prowadzace do oceny istotnosci poszczegdlnych parametrow modelu
(3.67), z wykorzystaniem statystyki testowej postaci (3.64). Dla kazdego z pa-
rametrOw oszacowano wartos¢ ASL zgodnie z formula:

. card{i:ft[>t,}

ASL, N (3.76)

gdzie t;; jest wartoscig statystyki t wyznaczona dla j-tego parametru funkcji po-
wierzchni odpowiedzi oszacowanej na podstawie i-tej permutacji zbioru danych,
natomiast ty; jest wartoscia statystyki t dla j-tego parametru modelu wyznaczo-
nego dla danych pierwotnych. Wyniki przeprowadzonych permutacyjnych te-
stow istotno$ci parametréw modelu (3.67) przedstawia tabela 3.20. Na podstawie
oszacowanych wartosci ASL mozna stwierdzi¢, ze istotny wpltyw na warto$ci
zmiennej wynikowej maja czynniki X;, X, oraz X,, natomiast wptyw czynnika X;
nie powinien by¢ uwzgledniany w badaniu.
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Tabela 3.20. Oszacowane warto$ci ASL permutacyjnych testow istotnosci parametréw
modelu (3.67)

Parametr /3 Wartos¢ ASL
4, 0,0003
A, 0,0138
5 0,0001
B, 0,7775
P 0,0002

Zrodto: Opracowanie whasne.

W celu oceny mozliwosci uwzglednienia interakcji czynnikéw w modelu
funkcji powierzchni odpowiedzi mozna przeprowadzi¢ test permutacyjny bedacy
odpowiednikiem cze$ciowego testu F. Jezeli przyjety zostat model pelny postaci
(3.70) oraz model zredukowany (3.71), to nalezy zweryfikowa¢ prawdziwosé
hipotezy (3.72) wobec hipotezy alternatywnej (3.73). Dla testu permutacyjnego
rozwazono statystyke testowa parametrycznego czgsciowego testu F dana wzo-
rem (3.65). Wyznaczono warto$¢ ASL zgodnie z formuta:

card{i:F">F"}

ASL = (3.77)

gdzie F,” jest wartoscig statystyki testowej testu czgsciowego F dla modeli (3.70)
oraz (3.71) dla danych pierwotnych, natomiast F" jest warto$cig statystyki (3.65)

wyznaczong dla modeli postaci (3.70) oraz (3.71) oszacowanych na podstawie
i-tej permutacji warto$ci zmiennej wynikowej. Jezeli obliczona warto$¢ ASL jest
mnigjsza od ustalonego poziomu istotnosci, to hipotezg (3.68) nalezy odrzucié
na korzy$¢ hipotezy alternatywnej (3.69). Dla rozwazanych danych uzyskano
warto$é ASL =0,0642, zatem nalezy wnioskowa¢ o braku podstaw do odrzuce-
nia hipotezy sprawdzanej postaci (3.72). Tym samym interakcje czynnikéw nie
powinny by¢ uwzgledniane w rozwazanym modelu. Warto zauwazy¢, ze uzy-
skane wyniki testow permutacyjnych sa podobne do rezultatow otrzymanych
w przypadku analizy z wykorzystaniem testow parametrycznych.

Przedstawiona mozliwo$¢ wykorzystania testow permutacyjnych w analizie
funkcji powierzchni odpowiedzi stanowi rozszerzenie rozwigzan zaproponowa-
nych przez Ztoto$ (2020). W szczegdlnosci propozycja wykorzystania permuta-
cyjnego odpowiednika czgsciowego testu F pozwolila na weryfikacje istotnosci
ustalonej grupy parametréw W ostatecznym modelu funkcji powierzchni odpo-
wiedzi, bez koniecznos$ci spetnienia zatozen klasycznego czesciowego testu F.
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4 ZASTOSOWANIE PLANOWANIA
EKSPERYMENTOW W PROCESIE
PRODUKCIJI PELLETU DRZEWNEGO

Polityka energetyczna Unii Europejskiej dazy do zmniejszenia emisji ga-
zO6w cieplarnianych oraz do neutralno$ci energetycznej. Realizacja zatozonych
celow polityki energetycznej bedzie mozliwa miedzy innymi dzigki zwiekszeniu
uczestnictwa odnawialnych Zrodet energii w pozyskiwaniu energii. Jednym z naj-
popularniejszych Zrédet energii odnawialnej jest biomasa, a w szczegdlnosci
pellet drzewny. W ostatnich latach produkcja pelletu drzewnego w Polsce dyna-
micznie ros$nie. Proces ten jest zwigzany z popularyzacja krajowych i regionalnych
programéw majacych na celu ograniczenie emisji zanieczyszczen powietrza.
Przewiduje sig, ze zapotrzebowanie na pellet drzewny na rynku europejskim i kra-
jowym bedzie wzrastato.

W pierwszej czesci niniejszego rozdziatu scharakteryzowano odnawialne
zrodta energii, ze szczegdlnym uwzglednieniem biomasy. Przedstawiono udziat
biopaliw statych, w tym pelletu drzewnego, w produkcji energii w Polsce. Po-
nadto uzasadniono zapotrzebowanie na pellet drzewny wsrdéd odbiorcéw indy-
widualnych.

Druga cze$¢ rozdzialu obejmuje charakterystyke poszczegoélnych etapow
procesu produkcji pelletu drzewnego. Zaprezentowano w niej wymagania doty-
czace wytworzenia pelletu dobrej jakosci oraz zasady certyfikacji produktu.

W podrozdziale trzecim opisano rezultaty procesu produkcji pelletu drzew-
nego uzyskane w pewnym przedsi¢biorstwie produkcyjnym. Dla rozwazanego
procesu produkcyjnego zaproponowano metod¢ analizy jego wynikow, ktorej
celem bedzie sformutowanie zalecen dla uzyskania pelletu dobrej jakoS$ci.

Niniejszy rozdzial w znacznej mierze ma charakter wdrozeniowy. Przed-
stawiono w nim propozycj¢ zastosowania metod planowania eksperymentow
w pewnym przedsiebiorstwie produkujacym pellet drzewny. Wzrost zapotrze-
bowania na pellet drzewny spowodowal dynamiczny rozwdj technologii procesu
produkcji tego granulatu. Stad zazwyczaj proces produkcji pelletu drzewnego



ma charakter innowacyjny i nie zawsze mozliwe jest uzyskanie optymalnego
wyniku koncowego.

W rozdziale nie tylko przedstawiono propozycj¢ alternatywnej konstrukcji
planu eksperymentu, ale rdwniez sposob ustalenia pozioméw czynnikow oraz
okreslono seri¢ przeprowadzonych doswiadczen. Ponadto zaprezentowano rze-
czywiste wyniki zrealizowanego eksperymentu, ktore poddano analizie staty-
stycznej. Przeprowadzone badania pokazaty, ze odwotanie si¢ do znanych w lite-
raturze metod planowania eksperymentow moze nie by¢ wystarczajace.

Specyfika badanego zagadnienia zwigzana jest miedzy innymi z niemozno0-
$cig uzyskania precyzyjnie okreslonych pozioméw czynnikow, brakiem jedno-
Znacznego stwierdzenia zgodnos$ci rozktadu badanych zmiennych z rozktadem
normalnym oraz z ograniczonymi mozliwo$ciami przeprowadzenia znacznej licz-
by eksperymentow. Wskazane problemy zwracajg uwage na koniecznos¢ odwota-
nia si¢ do metod opartych na modyfikacjach rozwigzan znanych z literatury.

4.1. Produkcja pelletu drzewnego w Polsce i w Europie

W ostatnich dziesigcioleciach polityka energetyczna panstw Unii Europej-
skiej dazy do zapewnienia bezpieczenstwa energetycznego, a w tym do ograni-
czenia emisji gazow cieplarnianych oraz uniezaleznienia gospodarki od paliw
kopalnych. 14 lipca 2021 roku Komisja Europejska oglosita zestaw przepiséw
,Fit for 55” sformutowanych dla polityki klimatycznej krajéow Unii Europej-
skiej. Glownym zatozeniem pakietu regulacji jest redukcja emisji gazow cie-
plarnianych o 55% w 2030 roku w stosunku do 1990 roku. W osiagnigciu zato-
zonego celu jedna ze znaczacych rdl maja odgrywac odnawialne zrddta energii,
dla ktérych do 2030 roku udziat w produkcji energii ma wynosi¢ 40% (European
Parliament, 2022). Dziatania, ktore maja na celu wspieranie zrodet energii od-
nawialnej, zapisane sag w dyrektywie Parlamentu Europejskiego i Rady (UE)
2018/2001 z dnia 11 grudnia 2018 r. w sprawie promowania stosowania energii
ze zrodet odnawialnych (Dz. Urz. UE L 328 z 21.12.2018). W Polsce jednym
z podstawowych aktow normatywnych, ktory reguluje obowiazki z zakresu wy-
korzystania energii ze zrédel odnawialnych, jest ustawa z dnia 20 lutego 2015 r.
o odnawialnych zrodtach energii (Dz. U. z 2022 r. poz. 1378).

Zgodnie z ustawg odnawialne Zzrodla energii to odnawialne niekopalne Zro-
dia energii, ktore obejmujg mi¢gdzy innymi: energi¢ wiatru, energi¢ promienio-
wania stonecznego, energi¢ aerotermalng, geotermalng i hydrotermalna, energi¢
fal, pradow i ptywoéw morskich oraz energi¢ otrzymywang z biomasy (Ustawa
z dn. 20.02.2015 2022). Szczegolne miejsce wsrdd odnawialnych zrodetl energii
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zajmuje biomasa, czyli ulegajaca biodegradacji czgs¢ produktow, odpadow lub
pozostatosci pochodzenia biologicznego z rolnictwa, le$nictwa i zwigzanych
z nimi dziatow przemystu oraz biomasa przetworzona w postaci brykietu, pelle-
tu, toryfikatu i biowegla (Ustawa z dn. 20.02.2015 2022). Biomasa stata si¢ do-
minujacym zrédlem energii odnawialnej wykorzystywanym w cieptownictwie,
produkcji energii elektrycznej i transporcie w Polsce. Ze wzglgdu na stan sku-
pienia biomas¢ mozna podzieli¢ na:
o stalg (biopaliwa state) — produkty pochodzenia roslinnego, najczesciej pozy-
skiwane z drewna lub z odpadéw z jego przetwarzania, w tym pellet drzewny
i brykiet;
o cieklg (biopaliwa) — pozyskiwanag z roslin poddawanych procesom chemicznym;
o gazowa (biogaz) — rezultat rozktadu odpadow organicznych.

Obecnie odnawialnym zrodlem energii o najwickszym udziale w produkcji
energii w Polsce sa biopaliwa state (rysunek 4.1). W Polsce najczgséciej wyko-
rzystywanym do produkcji ciepta i energii elektrycznej biopaliwem statym jest
biomasa lesna, a w szczeg6lnosci pellet drzewny (Betdycka-Borawska i in., 2021).

Produkcja pelletu drzewnego w krajach Unii Europejskiej ksztattuje si¢ na
bardzo wysokim poziomie. W 2023 roku wyprodukowano ok. 24,3 min ton pel-
letu drzewnego w Unii Europejskiej. Najwigkszymi producentami pelletu
drzewnego w Unii Europejskiej sg Niemcy, Francja, Polska, L.otwa oraz Szwecja
(por. rysunek 4.2). Konsumpcja pelletu drzewnego w 2023 roku wynosita
ok. 30,1 miIn ton. Wiodacymi konsumentami pelletu s Wielka Brytania, Niem-
cy, Francja, Dania oraz Wtochy.

Biopaliwa state 60.1 %

o
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“!‘\
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Rysunek 4.1. Udziat odnawialnych zrédet energii w pozyskaniu energii w Polsce
w 2023 roku

Zrodto: Opracowanie whasne na podstawie: GUS (2024).
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Rysunek 4.2. Produkcja pelletu drzewnego w wybranych krajach Unii Europejskiej
w 2023 roku

Zrodto: Opracowanie wiasne na podstawie: Bioenergy Europe (2024).

W 2022 roku europejski rynek pelletu drzewnego zostat zachwiany, w zwiazku
z inwazja Rosji na Ukraine. Warto zaznaczy¢, ze do 2022 roku to Rosja, Ukraina
i Biatoru$ byty jednymi z najwigkszych eksporterow pelletu drzewnego na rynek
europejski. Wobec obecnej sytuacji na rynku paliw oraz prowadzonej polityki
energetycznej Unii Europejskiej nalezy sie spodziewac dalszego wzrostu popytu
na biomase, a w szczeg6lnosci na pellet drzewny. Popyt ten dotyczy zaré6wno
pelletu drzewnego przeznaczonego dla odbiorcow indywidualnych, jak i pelletu
przeznaczonego dla przemystu i energii.

W ostatnich latach produkcja pelletu drzewnego w Polsce dynamicznie si¢
rozwija, czego dowodem jest wytworzenie ok. 2,2 min ton pelletu w 2023 roku
(Bioenergy Europe, 2024). Poczatkowo produkowany pellet drzewny byt prze-
znaczony glownie na eksport do krajow Unii Europejskiej. Obecnie popularnosé
pelletu drzewnego w kraju jako Zrodta energii wciaz rosnie, zar6wno wsrod od-
biorcow indywidualnych, jak i przemyshu. Zainteresowanie ze strony odbiorcow
indywidualnych wiaze si¢ przede wszystkim z realizacja programéw majacych
na celu ograniczenie emisji zanieczyszczen powietrza. Krajowy program ,,Czy-
ste powietrze” umozliwia otrzymanie dofinansowania na wymiang zrodla ciepla
w gospodarstwie domowym na kociot na biomase, w tym pellet drzewny (Naro-
dowy Fundusz Ochrony Srodowiska i Gospodarki Wodnej, 2020). Od 2018 roku
do listopada 2024 roku w ramach programu ,,Czyste powietrze” ztozono ponad
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1 000 000 wnioskow o wymiane zrodta ciepta. Zgodnie z danymi bazy Central-
nej ewidencji emisyjnosci budynkoéw kotty na paliwo state stanowig 17,15%
wszystkich zrodet ciepta, z czego 6,22% stanowig kotly zasilane pelletem drzew-
nym. Poza krajowym programem ,,Czyste powietrze” realizowane sg roOwniez
regionalne programy wspierajace wymiane zrodet ciepta na kotly na pellet drzew-
ny. Tym samym spodziewane jest ciagle zapotrzebowanie na pellet drzewny
w szczegolnosci na rynkach lokalnych.

4.2. Proces produkcyjny pelletu drzewnego

Przedsigbiorstwa produkcyjne zajmujace sie produkcja pelletu skupiaja sie
na wytworzeniu produktu o wysokiej jakosci przy jednoczesnym zachowaniu
odpowiedniej wydajnosci produkcji. Kluczowe znaczenie dla tego rodzaju przed-
sigbiorstw ma rowniez aspekt ekonomiczny procesu produkcji pelletu. Stad wiedza
dotyczaca poszczegolnych etapow technologii produkcji pelletu jest niezbedna
do osiagnigcia wyznaczonych celow i prowadzi do poprawy konkurencyjnosci
przedsigbiorstwa wsrdd innych producentow danej branzy.

Przed przystapieniem do wtasciwego procesu produkcji pelletu drzewnego
nalezy okresli¢, z jakiego surowca pellet bedzie wytwarzany. Dobor surowca ma
zasadniczy wpltyw na technologie procesu produkcji pelletu oraz na jego wia-
sciwosci fizyko-chemiczne, np. warto$¢ opatowa i zawarto$¢ popiotu (Kocsis,
Csanady, 2019). Charakterystyki surowca (np. wilgotnos$¢, struktura, wtasciwo-
$ci mechaniczne) w znaczacym stopniu zalezg od jego zrodta pochodzenia. Su-
rowiec do produkcji pelletu moze pochodzi¢ ze zrodetl pierwotnych 1 wtoérnych
(Abdoli 1 in., 2018). Surowiec ze zrodla pierwotnego jest pozyskiwany bezpo-
$rednio z lasow w postaci drewna okraglego (zazwyczaj o $rednicy mniejszej niz
14 cm) pochodzacego z wycinki lub trzebiezy lasu. Jako zrédto pierwotne uzna-
je sig¢ rowniez uprawy gatunkow drzew lub roslin drzewiastych, ktére charakte-
ryzuja si¢ szybkim wzrostem (np. wierzba energetyczna). Pozyskany surowiec
ze zrodet pierwotnych wymaga przetworzenia na materiat o odpowiedniej struk-
turze. Zrédlami wtérnymi surowca sa: przemyst drzewny i recykling elementéw
drewnianych. W tym przypadku przemyst drzewny obejmuje przedsigbiorstwa
przemystu tartacznego, meblarskiego i wyrobow stolarskich oraz producentow
ptyt drewnopochodnych i palet. Surowiec pochodzacy z recyklingu elementow
drewnianych to zazwyczaj odpady drzewne ze zrodet przemystowych lub komu-
nalnych. Ze wzglgedu na wysoka zawartos¢ zanieczyszczen i substancji chemicz-
nych surowiec z recyklingu nie jest odpowiedni do produkcji pelletu. Najcze-
Sciej zrodtem surowca do produkcji pelletu jest przemyst drzewny.
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Podstawowym i najodpowiedniejszym surowcem do produkcji pelletu drzew-
Nego sa trociny (Kocsis, Csanady, 2019). Zazwyczaj ze wzgledu na rodzaj doko-
nuje si¢ podziatu trocin na trociny drzew li$ciastych i iglastych. Drzewa lisciaste
i iglaste charakteryzuja si¢ réznymi poziomami zawartos$ci ligniny, ktéra stano-
wi naturalne spoiwo wytwarzanego granulatu. Poziom zawartosci ligniny dla
trocin drzew iglastych jest wyzszy niz w przypadku trocin drzew li§ciastych.
Stad najcze$ciej w produkeji pelletu drzewnego wykorzystuje si¢ trociny drzew
iglastych. Dopuszcza si¢ rowniez mieszanie trocin drzew iglastych i lisciastych,
tak aby utrzymac¢ odpowiedni poziom ligniny zapewniajacy granulacje pelletu.

Technologia produkcji pelletu drzewnego jest procesem ztozonym. Rozpo-
czyna si¢ od odpowiedniego przygotowania surowca, tj. jego rozdrobnienia i od-
separowania. W celu rozdrobnienia surowca wykorzystuje si¢ zazwyczaj mtyny
bijakowe, ktore pozwalaja na uzyskanie odpowiedniej frakcji trocin. Nastepnie
dokonuje si¢ oczyszczania rozdrobnionego surowca z wykorzystaniem urzadzen
mechanicznych (np. jednoptaszczyznowy przesiewacz wibracyjny) i pneuma-
tycznych. Wéwcezas nastepuje zasadniczy proces produkcji pelletu drzewnego
sktadajacy sie z trzech etapow:

e suszenia surowca,
e granulacji,
o chtodzenia.

W ujeciu ogdlnym suszenie polega na poddaniu surowca dziataniu gorace-
go powietrza z pieca. Sposob suszenia surowca zalezy od zastosowanej techno-
logii. Proces suszenia moze przebiega¢ z wykorzystaniem suszarni begbnowej,
tasmowej lub strumieniowej. W kazdej z wymienionych metod surowiec prze-
mieszcza si¢ (w bebnie, na tasmie lub w uktadzie) przy jednoczesnym wdmu-
chiwaniu powietrza o temperaturze od ok. 300°C do 400°C bezposrednio lub
posrednio z pieca. Celem suszenia jest uzyskanie surowca, ktorego wilgotnosc
jest na poziomie od 10% do 13%. Proces suszenia powinien by¢ kontrolowany
tak, aby surowiec nie ulegl nadmiernemu przesuszeniu lub mineralizacji. Przesu-
szenie surowca negatywnie wplywa na jako$¢ wytwarzanego pelletu oraz moze
doprowadzi¢ do nieprawidtowosci w dziataniu maszyny peletyzujacej. Jezeli
surowiec w wyniku dziatania wysokich temperatur zostanie przesuszony, to do-
puszcza si¢ nawilzanie materialu z wykorzystaniem pary wodnej lub wody.

Po oczyszczeniu 1 wysuszeniu materialu przeprowadza si¢ wlasciwe pele-
towanie surowca. W procesie peletowania wykorzystuje si¢ zazwyczaj granula-
tory z matrycg ptaska lub pierscieniowa (por. Wach, Bastian, 2010). Surowiec
podawany jest do granulatora w sposob ciagly. Rolki prasujace dociskajg dostar-
czony materiat do powierzchni matrycy, przeciskajac go przez otwory cylin-
dryczne, w wyniku czego wytwarzane sg pellety o ustalonej $rednicy.
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Bezposrednio po procesie peletowania wytworzony produkt jest cieply i wy-
kazuje wiasciwosci plastyczne. W celu uzyskania temperatury pokojowej pellet
poddawany jest procesowi chtodzenia. Obnizenie temperatury pelletu zwigksza jego
trwalo$¢, a jednocze$nie prowadzi do oddzielenia produktu od powstatego pyhu.
Ostatnim etapem jest pakowanie i dystrybucja wytworzonego pelletu drzewnego.

W wyniku odpowiednio przeprowadzonego procesu produkcyjnego pelletu
drzewnego uzyskuje si¢ granulat, ktory charakteryzuje si¢ ustalonymi wtasciwo-
$ciami fizyko-chemicznymi. Do najczesciej wykorzystywanych charakterystyk
pelletu drzewnego naleza: dlugo$¢ i $rednica granulatu, wilgotno$¢ granulatu,
zawarto$¢ popiotu, gestos¢ nasypowa oraz warto$¢ opatowa. Pellet dobrej jako-
$ci powinien charakteryzowac si¢ odpowiednimi poziomami wymienionych cech.
Ponadto o jakos$ci pelletu §wiadcza rowniez rezultaty procesu spalania granulatu,
ktore sa powigzane z wlasciwosciami fizyko-chemicznymi pelletu.

W Polsce wymagania dotyczace produkcji i wlasciwosci pelletu drzewnego
reguluje system norm dla biopaliw statych wdrazany od 2010 roku. Obecnie
obowigzujacymi standardami dotyczacymi pelletu drzewnego sa (Polski Komitet
Normalizacyjny, 2021a, 2021b):

e PN-EN ISO 17225-1:2021-11 Biopaliwa state. Specyfikacje paliw i klasy.
Czgs¢ 1: Wymagania ogoélne;

e PN-EN ISO 17225-2:2021-10 Biopaliwa stale. Specyfikacje paliw i klasy.
Czes¢ 2: Klasy pelletow drzewnych.

Norma PN-EN ISO 17225-2:2021-11 wprowadza podziat klas pelletu drzew-
nego na pellet do zastosowan komercyjnych i domowych (klasy Al, A2, B) oraz
pellet do zastosowan przemystowych (klasy 11, 12 oraz I3). Standardy jedno-
znacznie okreslajg rodzaje surowcow, z jakich powinien by¢ wytwarzany pellet
drzewny przeznaczony dla zastosowan komercyjnych i domowych. Pellety klasy Al
moga by¢ wytwarzane wylgcznie z drewna lisciastego badz iglastego pozbawio-
nego kory, galezi i korzeni lub z pozostatosci drzewnych, ktore nie byty prze-
tworzone chemicznie. Klasa A2 dopuszcza produkcj¢ pelletu drzewnego z gatezi
1 pozostalosci zrgbowych, natomiast klasa B pozwala na wykorzystanie drewna
pouzytkowego. Cytowana norma okresla rowniez dopuszczalne zakresy dla za-
wartos$ci wybranych pierwiastkow chemicznych (np. azot, siarka, chlor) lub me-
tali cigzkich. Ponadto wskazuje na mozliwo$¢ wykorzystania w produkcji pelletu
drzewnego dodatkow, ktore pozwolg na utatwienie procesu prasowania i spala-
nia pelletu. Stosowane dodatki musza by¢ pochodzenia naturalnego, a ich zawar-
to$¢ w pellecie nie moze przekraczac 2% (klasy Al, A2, B) lub 3% (klasy I1, 12, 13).
Produkcja pelletu drzewnego zgodnie ze standardami zawartymi w normach
PN-EN ISO 17225 zapewnia uzyskanie produktu o optymalnych wtasciwosciach
fizycznych i chemicznych (Biomass Media Group, 2021).
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Na podstawie wymagan zawartych w normach PN-EN ISO 17225 zostaty
sformutowane zasady certyfikacji pelletu drzewnego. Procedura przyznawania
certyfikatu dla przedsicbiorstwa produkcyjnego obejmuje ocene wiasciwosci
pelletu drzewnego oraz oceng przebiegu procesu produkcyjnego. Do najpopular-
niejszych systemow zapewniania jako$ci pelletu drzewnego nalezg migedzynaro-
dowe certyfikaty ENplus oraz DINplus. Standardy te okreslaja parametry jako-
Sciowe pelletu drzewnego (tabela 4.1) oraz wymagania dotyczace zakladowej
kontroli produkgji.

Tabela 4.1. Parametry jakos$ciowe pelletu drzewnego wedlug schematow certyfikacji
ENplus oraz DINplus

Parametr Jednostka | ENplus AL | ENplus A2 | ENB DINplus
Srednica [mm] 6 Iub 8 (1) 6 lub 8 (1)
Dlugosé [mm] 3,15<L <40 3,15<L <40
Gestosé nasypowa | [kg/m?] 600 < g <750 600 < g <750
Wilgotnosé [%] <10 <10

<1 (duze worki

Pyt i granulat <1 (pellet luzem)

. . ¢ Wo
dugosci<35mm | L <0,5 (worki do 30 kg) Logzk?v‘s’jg:f‘ dzflzoorcf;))
Wywnymalosc | o) 2980 | 2975 | 2975 >97,5
Zawartos¢ popiotu [%] <0,7 <1,2 <2,0 <0,7
Wartoé¢ opatowa | [kWh/kg] >4,6 >46
Zawarto$¢ o
dodatkow [%] = <2

Zrodto: Opracowanie whasne na podstawie: Polska Rada Pelletu (2024).

Przebieg certyfikacji sktada si¢ z inspekcji technicznej procesu produkcyj-
nego, szkolen stanowiskowych oraz audytu certyfikujacego wraz z pobraniem
probki do badan laboratoryjnych (w zewngtrznym, autoryzowanym laborato-
rium). Schematy certyfikacji ENplus oraz DINplus przeznaczone sg rowniez dla
firm zajmujacych si¢ dystrybucja, pakowaniem czy dostawg pelletu drzewnego
(Kedziora-Urbanowicz, 2022b).

Jednym z najwazniejszych warunkow przystgpienia do procesu certyfikacji
jakosci pelletu drzewnego jest powtarzalno$¢ rezultatow procesu produkcyjnego.
Powtarzalno$¢ parametréw i wlasciwosci charakteryzujacych wytwarzany gra-
nulat zalezy mi¢dzy innymi od (Kedziora-Urbanowicz, 2022a):

o technologii produkcji;

e doboru surowca o jednakowej frakcji i zrodle pochodzenia;
o odpowiedniego sprasowania surowca;

o wlasciwego schtodzenia pelletu;
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e wykorzystania dodatkéw na poziomie zgodnym z obowigzujagcymi normami;
e prawidlowego oddzielenia drobnych frakcji.

Przedsigbiorstwo produkcyjne, ktére uzyskato certyfikat ENplus lub DIN-
plus, oferuje odbiorcom pellet drzewny najwyzszej jako$ci oraz zwigksza swoja
konkurencyjnos¢ na rynku lokalnym. Produkcja pelletu drzewnego zgodnie z mig-
dzynarodowymi standardami jakosci pozwala na rozszerzenie dziatalnosci przed-
sigbiorstwa na rynek krajowy i migdzynarodowy.

4.3. Poprawa jakosci produkowanego pelletu drzewnego.
Zastosowanie proponowanych modyfikacji planéw
eksperymentéow — studium przypadku

W pewnym przedsigbiorstwie, ktorego gtdwnym obszarem dziatalnosci jest
przetworstwo drzewne, od 2021 roku rozpoczeto produkcje pelletu drzewnego.
Celem przedsiebiorstwa w zakresie produkcji pelletu drzewnego jest utrzymanie
wysokiej jakosci produktu przy jednoczesnym uzyskaniu jak najlepszej wydaj-
nosci linii produkcyjnej. Osiagnigcie wyznaczonego celu jest przedsiewzigciem
bardzo ztozonym. Na rozwazany proces produkcyjny potencjalny wplyw maja
zaréwno czynniki kontrolowane (np. temperatura suszenia), jak i czynniki nie-
kontrolowane (np. temperatura otoczenia). W celu zbadania zaleznosci jako$ci
wytwarzanego pelletu od ustawien parametrow procesu produkcyjnego podjeto
decyzj¢ o wykorzystaniu metody planowania eksperymentéw. Zgodnie z proce-
durg planowania eksperymentéow w toku procesu produkcyjnego (por. podroz-
dziat 1.2) w pierwszym etapie badania zidentyfikowano i sformutowano problem
badawczy. Celem badania byto wskazanie czynnikow, ktore istotnie wptywaja na
rezultaty procesu produkcji pelletu drzewnego wytwarzanego w wybranym przed-
sigbiorstwie. Ponadto zadaniem eksperymentatora byto okreslenie charakteru za-
leznosci jakosci pelletu od wskazanych czynnikow.

W drugim etapie dokonano wyboru czynnikow i okreslono ich poziomy.
Przeprowadzono analiz¢ poszczegdlnych etapdw procesu produkeji pelletu 1 wska-
zano czynniki, ktore potencjalnie wptywaja na jako$¢ wytwarzanego pelletu.
Uwzgledniono tylko te czynniki, dla ktorych nie wystepujg trudnosci pomiaro-
we. W eksperymencie rozwazono cztery czynniki kontrolowane:

o X; — wilgotnos¢ surowca (%),

o X, —wilgotno$¢ surowca po suszeniu (%),

e X3 —temperature¢ suszenia (°C),

X4 — predkos$é obrotowg podajnika (obr./min).

124



W celu ustalenia zakresu zmiennosci i poziomow czynnikéw kontrolowa-
nych przeprowadzono pomiary warto$ci kazdego z czynnikéw w toku procesu
produkcyjnego. Uzyskane pomiary w postaci graficznej przedstawia rysunek 4.3.

~

Wilgotnosé surowca [%]

W
Wilgotnos¢ surowca po suszeniu [%]

Temperatura suszenia [°C]
w
Predkosé obrotowa podajnika [obr./min]
o
&

_—

Rysunek 4.3. Wyniki pomiaréw poszczegolnych czynnikow

Zrodto: Opracowanie whasne.

Specyfika badanego procesu produkcyjnego uniemozliwiata uzyskanie do-
ktadnych wartosci poszczegolnych poziomoéw czynnikow. Zaproponowano al-
ternatywna metode ustalenia pozioméw czynnikoéw, ktora jest nawigzaniem do
autorskiej propozycji dotyczacej czynnikow nieprecyzyjnie okreslonych (por.
Szerszunowicz, 2011). Na podstawie dokonanych pomiaréw dla kazdego z czyn-
nikéw wyznaczono warto$¢ mediany, uzyskujac wyniki: Me; = 30,15%, Me, =
= 12,30%, Me; = 310°C, Me, = 27 obr./min. Ustalono, ze kazdy z rozwazanych
czynnikow bedzie uwzgledniany na dwoch poziomach:

e gornym (oznaczanym ,,17), gdy warto$¢ czynnika X; bedzie wigksza od Me;;
e dolnym (oznaczanym ,,—17), gdy warto§¢ czynnika X; bedzie mniejsza lub
rowna Me;.

Trzeci etap planowania eksperymentow byt zwigzany z ustaleniem zmien-
nej wynikowej, ktora najlepiej charakteryzuje proces wytwarzania pelletu. W roz-
wazanym badaniu ustalono dwie zmienne wynikowe:

e Y; — gestos¢ nasypowa granulatu;
e Y, —wydajnos¢ linii produkcyjne;j.

Warto$¢ gestosci nasypowej granulatu charakteryzowata wage pelletu

(w kilogramach) w pojemniku o objetosci 1 m®. Wydajnos¢ linii produkcyjnej
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byla opisana przez wage wyprodukowanego pelletu (w kilogramach) w ciagu
godziny. Wskazane zmienne wynikowe pozwalaja na ocene¢ jakos$ci wytwarza-
nego granulatu, jak rowniez efektywnosci procesu produkcji pelletu. Zazwyczaj
gestos¢ nasypowa pelletu drzewnego ksztaltuje sie na poziomie od 500 kg/ m®
do 800 kg/ m?, natomiast wydajnos¢ rozwazanej linii produkcyjnej przyjmuje
wartosci od 300 kg/h do 450 kg/h. Na podstawie fachowej wiedzy i przyjetych
norm wskazano zakresy wartosci zmiennych wynikowych, ktére swiadczylyby
o wlasciwym przebiegu procesu produkcji pelletu drzewnego. Przyjeto, ze pellet
dobrej jakosci charakteryzuje sie gestoscia nasypowa od 690 kg/m® do 710 kg/m®,
natomiast wydajno$¢ linii peletyzujacej powinna wynosi¢ od 380 kg/h do 400 kg/h.

Czwarty etap planowania eksperymentow w toku procesu produkcyjnego
obejmuje dobdr odpowiedniego planu eksperymentu. W pierwszej kolejnosci
rozwazono catkowity eksperyment czynnikowy typu 2*, dla ktérego nalezy wy-
kona¢ 16 pojedynczych do§wiadczen. Specyfika procesu produkcji pelletu w roz-
wazanym przedsigbiorstwie nie pozwalala w krotkim czasie i w jednakowych
warunkach przeprowadzi¢ takiej liczby doswiadczen. Stad podjeto decyzje o wy-
korzystaniu utamkowego planu eksperymentu czynnikowego typu 2** oraz przy-
jeto, ze poszczegodlne doswiadczenia bgda przeprowadzane w sposob losowy.
Schemat realizacji eksperymentu, wraz ze wskazaniem kolejnosci do§wiadczen,
przedstawia tabela 4.2. Ustalony plan eksperymentu pozwala na zmniejszenie
liczby do$wiadczen w eksperymencie o potowe. Wowczas przeprowadzenie do-
$wiadczen przebiega w mozliwie jednakowych warunkach, co pozwala na wzgledna
redukcje wptywu czynnikéw zaktdcajacych. Ponadto ograniczenie liczby do-
$wiadczen prowadzi do skrocenia czasu realizacji eksperymentu. Pozwala to na
zmniejszenie kosztow zwigzanych z eksploatacjg linii produkcyjnej oraz ewen-
tualnymi przestojami w procesie produkcyjnym.

Tabela 4.2. Schemat realizacji doswiadczen utamkowego planu eksperymentu
czynnikowego typu 2**

Nume(ﬁ( g?;:i%?zema X, X, X, X,
1(6) 1 1 1 1
2(3) 1 1 -1 -1
3(8) 1 -1 1 -1
4(4) 1 -1 -1 1
5(7) -1 1 1 -1
6 (2) -1 1 -1 1
7@2) -1 -1 1 1
8 (5) -1 -1 -1 -1

Zrédto: Opracowanie whasne.
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Ustalenie poziomow czynnikéw i zmiennych wynikowych oraz wybor pla-
nu eksperymentu pozwolity na przystapienie do realizacji zaplanowanych do-
$wiadczen w okreslonej kolejnosci. Wyniki realizacji kolejnych do$wiadczen
przedstawia tabela 4.3.

Tabela 4.3. Wyniki przeprowadzonych do$wiadczen

Numer

doswiadczenia X1 Xo X3 Xa \ Y,
(kolejnosc)

1(6) 1 1 1 1 714 468
2(3) 1 1 -1 -1 730 324
3(8) 1 -1 1 -1 696 372
4(4) 1 -1 -1 1 850 354
5(7) -1 1 1 -1 694 318
6 (2) -1 1 -1 1 512 348
71) -1 -1 1 1 610 330
8 (5) -1 -1 -1 -1 802 336

Zrodto: Opracowanie whasne.

Celem realizacji rozwazanego eksperymentu bylo okreslenie zaleznoS$ci
zmiennych wynikowych od poszczegolnych czynnikéw. W badaniu uwzgled-
niono dwie zmienne wynikowe, stad rozwazono dwie funkcje powierzchni od-
powiedzi postaci:

1) 1 1 1 1 1 1
YO = B0+ BN+ 0%+ B+ A0 42, @)
YO = B0+ AP+ B+ O+ O e (42)

W celu okreslenia zaleznosci zmiennej wynikowej Y; od rozwazanych
czynnikow oszacowano warto$ci wspotczynnikow funkcji powierzchni odpo-
wiedzi postaci (4.1) oraz zweryfikowano ich istotno$¢. Ze wzgledu na niewielkg
liczbe obserwacji, ocena istotno$ci parametrow funkcji powierzchni odpowiedzi
zostala przeprowadzona z wykorzystaniem odpowiednich testoéw permutacyj-
nych (por. podrozdziat 3.3 oraz Ztoto$, 2020). Wyniki przeprowadzonych analiz
przedstawia tabela 4.4.
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Tabela 4.4. Ocena istotnosci parametréw funkcji powierzchni odpowiedzi postaci (4.1)

Parametr g® Warto$¢ estymatora parametru g Wartosé ASL
0V 701,00 0,5402
R 46,50 0,3678
1) -38,50 0,3043
0 —22,50 0,5217
® —-29,50 0,4732

Zrodto: Opracowanie whasne.

Dla kazdego z oszacowanych parametrow warto$¢ ASL, wyznaczona zgod-
nie z wzorem (3.76), jest wigksza od ustalonego poziomu istotno$ci, zatem nie
ma podstaw do odrzucenia hipotezy o braku wpltywu czynnikéw na wartosci
zmiennej wynikowej Y.

Analogiczne rozwazania przeprowadzono dla zmiennej wynikowej Y,. Wy-
niki przeprowadzonych testow permutacyjnych stuzacych weryfikacji istotnosci
oszacowanych parametrow funkcji powierzchni odpowiedzi postaci (4.2) przed-
stawia tabela 4.5.

Tabela 4.5. Ocena istotnosci parametréw funkcji powierzchni odpowiedzi postaci (4.2)

Parametr g Warto$¢ estymatora parametru 5% Wartoéé ASL
(2) 356,25 0,5402
(2) 23,25 0,2267
(2) 8,25 0,9607
() 15,75 0,3795
2 18,75 0,3223

Zrédto: Opracowanie whasne.

Podobnie jak w przypadku zmiennej wynikowej Y,, wartosci ASL wyzna-
czono zgodnie z wzorem (3.76), a uzyskane wyniki nie pozwalaja na wskazanie
czynniko6w majacych istotny wptyw na wartosci zmiennej wynikowej Y,. Zatem
analiza wynikow przeprowadzonych do$wiadczen, wykorzystujgca testy permu-
tacyjne, nie umozliwila sformutowania zalecen dla ustawienia parametréw roz-
wazanego procesu produkcji pelletu drzewnego.

Nalezy zauwazy¢, ze przeprowadzona analiza wynikow do$wiadczen odno-
sita si¢ indywidualnie do kazdej z rozwazanych zmiennych wynikowych. W prak-
tyce moze to prowadzi¢ do niejednoznacznych wynikoéw (np. jeden czynnik be-
dzie miatl istotny wptyw tylko na jedng z rozwazanych zmiennych). Ponadto
badanie nie uwzglednialo pozadanych zakresow wartosci zmiennych wyniko-
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wych, ktore zostaty ustalone na etapie projektowania planu eksperymentu.
Oznacza to, ze nalezy poszukiwa¢ metod konstrukcji takiego planu eksperymen-
tu, ktory pozwoli na analize wynikow doswiadczen uwzgledniajacych jednocze-
$nie wigcej niz jedna zmienng wynikowa. W szczegdlnosci nalezy rozwazy¢
zmienne wynikowe, ktorych wartosci powinny si¢ miesci¢ w pozadanych zakre-
sach zmienno§ci.

W literaturze rozwazane sg metody analizy wynikow do$wiadczen z uwzgled-
nieniem co najmniej dwoch zmiennych wynikowych, ktore opierajg si¢ na meto-
dach graficznych oraz uwzgledniaja funkcje powierzchni odpowiedzi o istotnych
parametrach (por. Ryan, 2007). Ze wzgledu na uzyskane wyniki dla zmiennych
Y, oraz Y, zastosowanie tych metod dla rozwazanego procesu produkcyjnego nie
jest uzasadnione. W dalszej czeSci rozdziatu zaproponowano alternatywng me-
tode analizy wynikow doswiadczen, ktora uwzglednia dwie zmienne wynikowe
oraz ich pozadane zakresy zmiennosci.

Rozwazany bedzie eksperyment uwzgledniajacy k czynnikow, ktory wyma-
ga realizacji n doswiadczen. W badaniu uwzgledniono dwie zmienne wynikowe
Y, oraz Y,, dla ktorych ustalono pozadane zakresy zmienno$ci odpowiednio
Y® = [yld +Yig } oraz Y, = [yZd +Yag ] . W celu okreslenia zalezno$ci pomigdzy
uwzglednionymi czynnikami a rozwazanymi zmiennymi wynikowymi tacznie
zaproponowano konstrukcje zmiennej syntetycznej uwzgledniajacej zmienne
sktadowe Y; oraz Ys.

W pierwszym etapie dla kazdej realizacji zmiennej wynikowej w poszcze-
gblnych dos§wiadczeniach wyznaczana jest wartos¢ funkcji postaci:

: Y. € Y_(Z)
K(y.)= =t (4.3)
(yu) {d(yij,Yj(Z))y yij EYj(z)

. - )y _ . ;.
gdziei=1,2,...,n,j=1,2oraz d(y;,Y; )_y'eryljfwd(y‘i'y) jest odlegloscia punk-

tu y;; od zbioru YJ.(Z) . Funkcja (4.3) charakteryzuje potozenie rzeczywistych war-

tosci zmiennych wynikowych sktadowych wzgledem pozadanych zakresow
zmienno$ci. Nastepnie wartosci funkcji postaci (4.3) sa poddawane normalizacji
zgodnie z formuta:

__KOy) (4.4)
- maxK(y;)

ij

W drugim etapie wyznaczane sg wartosci syntetycznej zmiennej wynikowej
zgodnie z formuta:
¥, =0z, +(@1-9)z,, (4.5)
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gdzie djest ustalong wartoscig z przedziatu (0,1). Wartosci 61 1 — 6 odpowiadaja
wagom poszczegdlnych zmiennych wynikowych sktadowych Y; oraz Y, i moga
by¢ ustalane celowo, w zaleznosci od specyfiki analizowanych zmiennych. Zde-
finiowana zmienna syntetyczna stanowi podstawe dalszej analizy wynikow do-
$wiadczen.

Funkcja powierzchni odpowiedzi charakteryzujaca zalezno$¢ syntetycznej
zmiennej wynikowej Y od k czynnikow uwzglednianych w eksperymencie wy-
razona jest roOwnaniem:

V=0 +7 X+ 0%+ .+ 7 X +E. (4.6)

Analiza wynikéw eksperymentu obejmujaca ocene istotnosci parametrow funk-
cji powierzchni odpowiedzi postaci (4.6) moze by¢ przeprowadzona z wykorzy-
staniem metod klasycznych lub testow permutacyjnych (Ztotos, 2019, 2020).
Woéwczas otrzymane wyniki pozwola na wskazanie tych czynnikow, ktore maja
istotny wptyw na warto$ci syntetycznej zmiennej wynikowe;.

W badaniu dotyczacym procesu produkcji pelletu drzewnego w przedsig-
biorstwie ,,T” uwzglgdniono dwie zmienne wynikowe: gesto$¢ nasypowa (Y)
oraz wydajnos$¢ linii produkcyjnej (Y,), dla ktérych okreslono pozadane zakresy
zmienno$ci odpowiednio Y, = [690,710] oraz Y,® = [380,400]. Zgodnie z pro-
ponowang metodg analizy wynikéw eksperymentu dla kazdej z uzyskanych war-
tosci zmiennych wynikowych wyznaczono wartosci funkcji (4.3), ktéra dla roz-
waznego procesu przyjmuje postaci:

0, i eY®
K(Yi) :{ (2) Y 1(z) ! (4.7)
dy, ") YugY,
oraz
0, i eY®
K(yiz) :{ (2) Vi 2(z) ! (48)
d(y,Y;") Vi, 2Y,

gdzie i = 1, 2,..., 8. Nastepnie przeprowadzono normalizacj¢ postaci (4.4) otrzy-
manych warto$ci. Ponadto wyznaczono wartosci syntetycznej zmiennej Wyni-
kowej zgodnie z formulg (4.5). Na podstawie przestanek praktycznych i fachowej
wiedzy eksperymentatora w obliczeniach przyjeto wartos¢ 6 = 0,5. Znormalizo-
wane warto$ci funkcji (4.7), (4.8) oraz wartosci syntetycznej zmiennej wyniko-
wej dla kazdego z doswiadczen przedstawia tabela 4.6.
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Tabela 4.6. Znormalizowane wartosci funkcji (4.7) i (4.8) oraz wartosci zmiennej

syntetycznej
Numer
doswiadczenia X1 X, X3 X4 Z Z, y;
(kolejnosc)
1(6) 1 1 1 1 0,0225 | 1,0000 | 0,5112
2(3) 1 1 -1 -1 0,1124 | 0,8235 | 0,4679
3(8) 1 -1 1 -1 0,0000 | 0,1176 | 0,0588
4 (4) 1 -1 -1 1 0,7865 | 0,3824 | 0,5844
5(7) -1 1 1 -1 0,0000 | 0,9118 | 0,4559
6 (2) -1 1 -1 1 1,0000 | 0,4706 | 0,7353
7() -1 -1 1 1 0,4494 | 0,7353 | 0,5924
8 (5) -1 -1 -1 -1 0,5169 | 0,6471 | 0,5820

Zrédto: Opracowanie whasne.

Teoretyczne wartosci syntetycznej zmiennej wynikowej w zaleznosci od
warto$ci zmiennych sktadowych Y; oraz Y, prezentuje rysunek 4.4. Nalezy zau-
wazy¢, ze rezultaty procesu produkcyjnego bedg charakteryzowatly si¢ wysoka
jakoscig wtedy, gdy wartosci syntetycznej zmiennej wynikowej beda jak naj-
mnigjsze (tj. wartosci poszczegdlnych zmiennych sktadowych przyjmuja warto-

$ci z pozadanych zakreso6w zmiennosci lub wartosci do nich zblizone).

Rysunek 4.4. Wartosci teoretyczne syntetycznej zmiennej wynikowe;j

Zrédto: Opracowanie wiasne.

875 700

2

Rozwazana bedzie funkcja powierzchni odpowiedzi okre$lajaca zaleznosé
syntetycznej zmiennej wynikowej Y od uwzglednianych czynnikoéw postaci:

V=0o+ X+ 72X + 15X+ Y, X, +E

(4.9)
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Analiza ustalonej funkcji powierzchni odpowiedzi zostata przeprowadzona
z wykorzystaniem testow permutacyjnych. Wyniki oszacowan parametrow
funkcji powierzchni odpowiedzi (4.9) oraz oceng ich istotnosci przedstawia ta-
bela 4.7.

Tabela 4.7. Wyniki analizy funkcji powierzchni odpowiedzi postaci (4.9)

Parametr y, Wartos$¢ estymatora parametru y; Warto$é ASL
Yo 0,4985 0,0182
" -0,0929 0,0269
Vs 0,0440 0,4082
V3 —-0,0939 0,0347
V4 0,1073 0,0090

Zrédto: Opracowanie whasne.

Uzyskane oszacowania warto$ci ASL sa mniejsze od ustalonego poziomu
istotnosci o = 0,05 dla parametréw y,,;, 73,7, - Oznacza to, ze warto$ci synte-

tycznej zmiennej wynikowej Y zalezg istotnie od czynnikow X;, X3 oraz X,.
W celu wskazania ustawien czynnikow, dla ktorych zmienna wynikowa bedzie
osiggata najmniejsze wartos$ci, nalezy rozwazy¢ funkcje powierzchni odpowie-
dzi dang rownaniem:

):/ =0,4985-0,0929x, —0,0939x, +0,1073X, . (4.10)
Wowczas dla czynnika X, ustalonego na dolnym poziomie uzyskanie najmniej-
szej wartosci syntetycznej zmiennej wynikowej bedzie mozliwe wtedy, gdy
czynniki X; oraz X3 beda ustalone na gornych poziomach. Zalezno$¢ wartosci
funkcji powierzchni odpowiedzi (4.10) od ustawien czynnikow X; i Xs, dla
X4 =—1 przedstawia rysunek 4.5.
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Rysunek 4.5. Wartosci funkcji powierzchni odpowiedzi (4.10) dla czynnika X, = -1

Zrédto: Opracowanie wiasne.

W przypadku gdy czynnik X, bedzie ustalony na géornym poziomie, naj-
mniejsza warto$¢ syntetycznej zmiennej wynikowej zostanie osiggnigta dla
czynnikow X; oraz Xs ustalonych na gérnych poziomach. Wartosci funkcji po-
wierzchni odpowiedzi (4.6) w zalezno$ci od poziomow czynnikow X; oraz Xs,
dla X4 = 1 przedstawia rysunek 4.6. Nalezy zauwazy¢, ze najlepsze ze wskaza-
nych dwoch ustawien czynnikéw bedzie ustalenie czynnika X, na poziomie dol-
nym, a czynnikdw X; oraz Xz na poziomach gornych.

Xe=1

10
(2]
08
04
02
00

A 0 1

X4

Rysunek 4.6. Wartosci funkcji powierzchni odpowiedzi (4.10) dla czynnika X, =1

Zrédto: Opracowanie wiasne.
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Uzyskane wyniki dla rozwazanego procesu produkcyjnego pelletu drzew-
nego pozwalaja na przyjecie stwierdzenia, ze ggsto$¢ nasypowa pelletu oraz
wydajnos¢ linii peletyzujacej zaleza istotnie od wilgotnosci surowca (czynnik X;),
temperatury suszenia (czynnik X3) oraz od predkosci obrotowej podajnika
(czynnik X;). Ponadto mozliwe jest uzyskanie warto$ci ggstoSci nasypowej i wy-
dajnosci linii peletyzujacej mieszczacych si¢ w odpowiednich pozadanych za-
kresach wartosci.

Ostatecznie dla rozwazanego procesu produkcyjnego sformutowano zalece-
nie, ktére mowi, ze uzyskanie pelletu dobrej jako$ci wigze sie z:

e wykorzystaniem do produkcji surowca o wilgotnosci powyzej 30,15%;

e ustaleniem temperatury suszenia powyzej 310 °C;

o ustawieniem predkosci obrotowej podajnika na poziomie mniejszym lub
rownym 27 obr./min.

Powyzsze ustawienia czynnikow zapewniaja najwieksze szanse na uzyskanie

warto$ci gestosci nasypowej oraz wydajnosci linii peletyzujacej na poziomach

odpowiadajacych pozadanym zakresom zmiennosci.

Specyfika procesu produkcji pelletu drzewnego w wybranym przedsigbior-
stwie wymagata odwotania si¢ do nicklasycznych metod w odniesieniu do spo-
sobu ustalania pozioméw czynnikow oraz do analizy wynikow doswiadczen.
Zaproponowana konstrukcja planu eksperymentu pozwolita na uwzglednienie
dwodch zmiennych wynikowych, ktore charakteryzowaly rezultaty rozwazanego
procesu produkcyjnego. Wykorzystano autorska propozycje oszacowania warto-
$ci syntetycznej zmiennej wynikowej, ktora pozwolita na oceng wptywu czynni-
kéw na zmienne wynikowe tacznie. Efektem przeprowadzonej analizy wynikow
eksperymentu byto sformutowanie zalecenia dla rozwazanego procesu produk-
cyjnego w celu uzyskania jak najlepszych rezultatow procesu.

W przedstawionej propozycji zastosowania alternatywnej konstrukcji planu
eksperymentu w procesie produkcji pelletu drzewnego wykorzystano wcze$niej
zaprezentowane autorskie rozwigzania. Dotyczyly one probleméw zwigzanych
z precyzyjnym ustaleniem poziomoéw czynnikow, uwzglednieniem dwoch zmien-
nych wynikowych, a takze zastosowania testow permutacyjnych w analizie wy-
nikéw przeprowadzonego eksperymentu. Wykorzystanie autorskiej propozycji
okreslenia poziomow czynnikéw pozwolilo na uwzglednienie w eksperymencie
czynnikow wystepujacych na dwoch poziomach. Rozwigzanie to umozliwito
takze ustalenie odpowiedniego schematu realizacji do§wiadczen.

Zaprezentowana propozycja obejmowata dwie zmienne wynikowe, dla kto-
rych okreslone zostaly pozadane zakresy zmiennosci. W takich zagadnieniach
klasyczne metody planowania eksperymentow zazwyczaj odnosza si¢ do kazdej
zmiennej wynikowej indywidualnie, a nieliczne metody uwzgledniajace dwie
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zmienne wynikowe nie rozwazajg pozadanych zakresow zmiennosci. Propono-
wana metoda wykorzystujaca odpowiednio okre§long zmienna syntetyczna po-
zwolita na przeprowadzenie analizy jednej funkcji powierzchni odpowiedzi,
ktéra uwzglednia dwie zmienne wynikowe wraz z ich pozadanymi zakresami
zmiennosci.

Wykorzystanie testow permutacyjnych umozliwilo przeprowadzenie sku-
tecznego wnioskowania o parametrach funkcji powierzchni odpowiedzi wtedy,
gdy liczba zrealizowanych do$wiadczen byta bardzo mata. Ponadto zastosowa-
nie w proponowanej konstrukcji eksperymentu testéw permutacyjnych nie wy-
magato weryfikacji zatozen dotyczacych postaci rozktadu zmiennej wynikowe;.
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ZAKONCZENIE

Pierwsze wzmianki o zastosowaniu planowania eksperymentoéw pojawity
si¢ na poczatku XX wieku w badaniach dotyczacych do$wiadczalnictwa rolni-
czego. Intensywny rozwdj tych metod nastapit w latach 60. 1 70. XX wieku, kiedy
metody statystycznej kontroli jako$ci znalazly zastosowanie w przedsigbior-
stwach produkcyjnych. Obecnie obserwowany postep technologiczny oraz in-
nowacyjne metody produkcji przyczyniaja si¢ do poszukiwania nowych rozwigzan
z zakresu statystycznej kontroli jakosci. Ponadto nowoczesne przedsigbiorstwa
produkcyjne daza do uzyskania produktow wysokiej jakosSci, przy jednoczesnym
ograniczeniu kosztow produkcji. Metody planowania eksperymentéw pozwalaja
na wlasciwe zaprojektowanie rezultatow procesu produkcyjnego, a takze uwzgled-
niajg aspekty ekonomiczne tego procesu.

W niniejszej pracy przedstawiono charakterystyke procedury planowania
eksperymentow oraz zaprezentowano wybrane metody statystyczne, ktore za-
zwyczaj sg wykorzystywane w konstrukcji planow eksperymentow. Scharaktery-
zowano metody budowy klasycznych planéw eksperymentéw oraz catkowitych
i utamkowych planow eksperymentow czynnikowych. Opisano rowniez podsta-
wy teoretyczne oraz metody analizy funkcji powierzchni odpowiedzi.

W opracowaniu zaprezentowano propozycje konstrukcji planéw ekspery-
mentéw czynnikowych oraz rozwinigcia i modyfikacje wybranych rozwigzan
wcezesniej zaproponowanych przez autorke. Przedstawiono propozycje metody
ustalenia poziomow czynnikow, ktérych wartosci zostaly nieprecyzyjnie okre-
slone oraz jej zastosowanie. Wprowadzono elementy teorii pol losowych oraz
wskazano mozliwosci ich implementacji w konstrukcji planu eksperymentu
dotyczacego wytrzymalosci ustalonego materialu. Przedstawione rozwigzanie
pozwolito na ograniczenie liczby do§wiadczen oraz ich realizacje we wzglednie
jednorodnych warunkach. Zaproponowana zostala rowniez alternatywna kon-
strukcja planu eksperymentu prowadzaca do redukcji liczby do$wiadczen. Sfor-
mutowano jg na podstawie metody potprob zrownowazonych oraz metody zgru-
powanych potprob zrownowazonych.



Jednym z zagadnien rozwazanych w zakresie metodologii funkcji po-
wierzchni odpowiedzi jest ustalenie planu eksperymentu, ktéry pozwoli na osza-
cowanie postaci funkcji powierzchni odpowiedzi. W pracy zaproponowano me-
tode utworzenia planu eksperymentu, ktéora wykorzystuje elementy statystyki
przestrzennej (statystyki globalne i lokalne Morana). Metoda ta nie tylko prowa-
dzi do wyznaczenia punktéw obszaru eksperymentowania, ale rowniez pozwala
na analizg nieliniowej funkcji powierzchni odpowiedzi.

Analiza statystyczna wynikow zrealizowanych do$wiadczen przeprowadza-
na jest zazwyczaj z wykorzystaniem analizy wariancji i analizy regresji. Metody
te wymagaja spelnienia okreslonych zatozen, ktore w praktyce nie zawsze moga
by¢ zapewnione. W pracy przedstawiono mozliwosci wykorzystania nieklasycz-
nych metod statystycznych w analizie wynikow przeprowadzonych do$wiad-
czen. Zaproponowano estymacje¢ parametrow funkcji powierzchni odpowiedzi
z wykorzystaniem metody bootstrap oraz przedstawiono modyfikacj¢ autorskie;j
metody poszukiwania warunkow optymalnych analizy funkcji powierzchni od-
powiedzi z wykorzystaniem metody BCa (bias-corrected and accelerated).

W zakresie wykorzystania nieklasycznych metod statystycznych w plano-
waniu eksperymentéw odwotano si¢ rowniez do testow permutacyjnych. Zapre-
zentowano autorskie propozycje zastosowania testow permutacyjnych w analizie
wynikéw eksperymentu oraz zaproponowano ich wykorzystanie w ocenie istot-
nosci parametréw funkcji powierzchni odpowiedzi. Przedstawione rozwigzania
pozwolity na sformutowanie wnioskow dla rozwazanych zagadnien wtedy, gdy
liczba przeprowadzonych doswiadczen byta niewielka lub niemozliwe bylto za-
pewnienie zgodnos$ci rozktadu badanej zmiennej z rozktadem normalnym.

Niniejsza praca miata rowniez charakter aplikacyjny. Opisano w niej moz-
liwos$¢ wdrozenia metod planowania eksperymentow w procesie produkcji pelle-
tu drzewnego. Zaprezentowano poszczegolne etapy procesu produkcji pelletu
drzewnego oraz scharakteryzowano dziatalno$¢ przedsigbiorstwa, w ktérym prze-
prowadzono badanie. Dla rozwazanego procesu zaproponowano autorska kon-
strukcje planu eksperymentu, ktéra odwoluje si¢ do wczesniejszych rozwigzan
prezentowanych przez autorkg. Rozwigzanie t0 pozwala na analiz¢ procesu pro-
dukcyjnego, ktorego rezultaty scharakteryzowane sa przez dwie zmienne wyni-
kowe, a poziomy czynnikow nie zostaly precyzyjnie ustalone. Ponadto ze wzgledu
na niewielkg liczbe zrealizowanych do$wiadczen wykorzystanie testow permu-
tacyjnych pozwolilo na skuteczng analiz¢ otrzymanych wynikow. Zaprezento-
wane w niniejszym opracowaniu autorskie rozwigzania pozwalaja na skuteczne
zastosowanie metod planowania eksperymentéw wtedy, gdy realizacja doswiad-
czen zgodnie z klasycznymi planami eksperymentow nie jest mozliwa lub moze
prowadzi¢ do niewiarygodnych wynikow.
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Praca poswigcona jest metodom planowania eksperymentow wykorzystywanych w staty-
stycznej kontroli jakosci. Autorka przedstawia zardwno klasyczne metody planowania ekspery-
mentéw, jak i ich modyfikacje. Zasadniczym celem pracy jest prezentacja autorskich
modyfikacji metod planowania eksperymentéw. Modyfikacje znajduja zastosowanie w sytuaci,
edy klasyczne zalozenia metod analizy wynikdéw nie sa spetnione oraz gdy doswiadczenia nie
sq wykonywane w sposob niezalezny. Autorka przeprowadza te modyfikacje stosujac niekla-
syczne metody statystyczne. Drugim celem pracy, rownie waznym, jest zastosowanie powyz-
szych metod do kontroli jakosci procesu produkcji pelletu drzewnego w rzeczywistym
przedsigbiorstwie.
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