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WSTEP

Pojecie grupy, ktérego pierwsze idee pojawity sie w drugiej potowic osiemnastego wieku
(prace Lagrange’a i Euler’a), raz pierwszy pojawito sie w opublikowanej dopiero po smierci
autora pracy E. Gatois i od tej pory zajelo poczesne miejsce zaréwno w algebrze jak i w
calej matematyce. Grupy odgrywaja wazng role w geometrii i zastosowaniach w naukach
przyrodniczych. Szczegolne miejsce w tej teorii zajmujg grupy macierzowe. Teoria macierzy
jest waznym przedmiotem badan nie tylko matematykéw zajmujgcych sie algebrg liniowg
i réznymi jej zastosowaniami, ale i (a dla nas przede wszystkim) specjalistow od teorii
grup. Grupy macierzy sg intensywnie badane, a dzieki teorii reprezentacji wykorzystywane
do opisu rozmaitych grup. Nic dziwig wiec préby uogodlnienia pojecia macierzy do ma-
cierzy wymiaru nieskorniczonego, co dostarcza kolejnych przyktadéw grup oraz przestrzeni
liniowych. Celowym i interesujgcym wydaje sie wiec by¢ badanie macierzy nieskonczonych.

Macierz nieskonczong mozna zdefiniowa¢ na rézne sposoby, a takze mozna rozpatry-
wac rézne grupy macierzy nieskonczonych. Tematem przedtozonej rozprawy jest grupa
Vershika-Kerova. Celem pracy jest opis jej podgrup, ktére sa zdefiniowane analogicznie jak
podgrupy grup macierzy skorniczonego wymiaru oraz ktére sg zwigzane z waznymi termi-
nami pojawiajgcymi sie w teorii grup. Badania dotyczg podgrup wolnych, komutantéw, a
takze podgrup parabolicznych grupy Vershika-Kerova lub pewnych jej podgrup.

Rozdziat pierwszy stanowi krétkie wprowadzenie do tematu. Definiujemy macierz nie-
skonczong oraz dziatania na macierzach nieskoriczonych. Wskazujemy wiasnosci wprowa-
dzonego dziatania mnozenia, a nastepnie przyktady grup macierzy nieskoriczonego, w tym
grupy Vershika-Kerova. Zamieszczamy tu rowniez informacje dotyczace generatoréw grup
macierzowych, gtéwnie skornczenie wymiarowych. Rozdziat konczymy zaprezentowaniem
pewnych zastosowan macierzy nieskonczonych oraz zagadnien z nimi zwigzanych.

Rozdziatl drugi poswiecony jest dolnemu ciggowi centralnemu i ciggowi komutantow.
Rozpatrujemy tu najpierw grupy macierzy, ktérych elementy w skonczonej liczbie wierszy
rdznig sie od macierzy jednostkowej, a nastepnie grupe macierzy nieskonczonych trojkat-
nych, ktérych elementy w kazdym wierszu maja skonczong liczbe wspoétczynnikéw niczcro-
wych. Dla tychze grup wskazujemy komutant, a nastepnie uogoélniajac nasze metody, opi-
sujemy dolny cigg centralny oraz cigg komutantéw omawianych grup. Z przeprowadzonych
dowodéw wnioskujemy, ze szerokos¢ wszystkich wskazanych komutantow jest skonczona.



Wyniki zaprezentowane w tym rozdziale zostaly opublikowane w pracy [39].

Rozdziat trzeci dotyczy grup wolnych. Poniewaz grupy macierzy skornczenie wymia-
rowych unitréjkatnych nie zawierajg zadnych podgrup wolnych, moze wydawac¢ sie inte-
resujgcym znalezienie takich podgrup w grupie macierzy nieskoriczonych unitréjkatnych.
Rozpatrujemy tu podgrupy generowane przez dwie macierze. Wskazujemy warunek ko-
nieczny, by generowana grupa byta wolna rangi 2. Dla pewnej szczegdlnie prostej postaci
generatorow formutujemy warunek konieczny i wystarczajacy, by otrzymana grupa byita
wolna. Nastepnie wskazujemy kolejne rodziny podgrup wolnych grupy macierzy nieskon-
czonych unitréjkatnych. Wskazane w tym rozdziale metody sg uogélnieniem rezultatow z
artykutu [40].

W rozdziale czwartym koncentrujemy sie na podgrupach parabolicznych. Podgrupy te
zawierajg wszystkie macierze gornotréjkatne. Zostaty one opisane zaréwno dla przypadku
petnej grupy liniowej (dowolnego wymiaru skoriczonego) jak i grupy Vcrshika-Kerova. Wy-
kazano, ze sg one Scisle zwigzane z pierscieniem nad ktérym zdefiniowane sg nasze macierze,
a doktadniej z ideatami tego pierscienia. Aby rozwing¢ te badania, wprowadzamy grupe,
ktora w tej rozprawie nazywana jest specjalng grupa Vershika-Kerova, a ktéra jest analo-
gonem specjalnej grupy liniowej w grupie macierzy nieskoriczonych. Udowodniamy, ze dla
grupy tej opis jej podgrup parabolicznych jest analogiczny jak dla grupy Vershika-Kerova.
Wyniki przytoczone w tym rozdziale zostaty opisane w pracy [2].

Powszechnie wiadomym jest, ze struktura grupy macierzy zalezy od pierscienia nad kto-
rym macierze te sg zdefiniowane. Przedstawione w réznych rozdziatach rezultaty pozostajg
prawdziwe dla réznych klas pierscieni. Aby nie zakt6caé rozwazan dotyczacych grupy ko-
mentarzami dotyczgcymi wlasnosci pierscieni, pozwalamy sobie na zamieszczenie krotkiego
dodatku (Dodatek A), w ktérym zebrane sg definicje oraz pare przyktadow pierscieni, ktore
pojawiajg sie w tekscie.



WYKAZ OZNACZEN

N zbiér liczb naturalnych (bez 0)
4 zbior liczb catkowitych

R zbior liczb rzeczywistych

C zbiér liczb zespolonych

a = bmodn a przystaje do b modulo n

S(i,j)delta Kroneckcra; 5(i, i) = 1 dla wszystkich i oraz S(i,j) = Odlai ™ j

[aj (2 € R) najwieksza, liczba catkowita b taka, zc b < a

H"™G H jest podgrupg grupy G

(A) podgrupa generowana przez zbior A

Fn grupa wolna rangi n

R* zbiér elementéw odwracalnych pierscienia R
sr(i?) stabilna ranga pierscienia R

F, cialo q - elementowe

C ciato liczb zespolonych

en macierz jednostkowa wymiaru n X n
€00 macierz jednostkowa nieskonczona

tijmacierz, ktéra na miejscu (i,j) ma 1, natomiast w pozostatych 0; jej
rozmiar bedzie wynikat z kontekstu

0 macierz zerowa; jej rozmiar bedzie wynikat z kontekstu

tij(a) (i " j) macierz réwna en + ae” lub e™ + ag™-



WYKAZ OZNACZEN iv

dij(9) macierz rowna en+{Q~l —)eu+{Q—)ejj lub ecoN\{H—N\)eu+{0—\)gjj

Diag(ai, a2, ...) macierz blokowo-diagonalna o blokach a\ 02, ... na gtéwnej przekatnej

(9)r@) i-ty wiersz macierzy g

(9)c() i —ta kolumna macierzy g

GL,,(i?) petna grupa liniowa macierzy wymiaru n X n nad pierécieniem R

SLn(R) specjalna grupa liniowa macierzy wymiaru n x n nad pierscieniem R

T,,(.ft) grupa macierzy gornotréjkatnych wymiaru n x n nad pierscieniem R

uTn(i?) grupa macierzy gornych unitrojkatnych wymiaru n x n nad pierscie-
niem R

Dn(R) grupa macierzy diagonalnych wymiaru n x n nad pierscieniem R

M OO(R) zbidr wszystkich macierzy nieskoniczonych

Mrj(R) pierscief macierzy nieskorniczonych nad R takich, ze w kazdym wierszu

ilos¢ wspotczynnikdéw niezerowych jest skonczona

M Cf(R) pierscien macierzy nieskonczonych nad R takich, ze w kazdej kolumnie
ilos¢ wspotczynnikéw niezerowych jest skonczona

GLRf(R) grupa macierzy nieskonczonych nad R takich, ze w kazdym wierszu
ilos¢ wspotczynnikéw niezerowych jest skonhczona oraz takich, ze ich
odwrotnosci takze posiadajg te wiasnosé

GLc/(R) grupa macierzy nieskonczonych nad R takich, ze w kazdej kolumnie
ilos¢ wspoétczynnikéw niezerowych jest skonczona oraz takich, ze ich
odwrotnosci takze posiadajg te wiasnosc

GLrcs(R) przeciecie grup GLRf(R) i GLc/(i?)

TRf(R) grupa macierzy nieskonczonych gornotrojkatnych nad R takich, ze w
kazdej kolumnie ilo$¢ wspoétczynnikéw niezerowych jest skonczona oraz
takich, ze ich odwrotnosci takze posiadaja te wtasnosé

xy\ komutator elementéw x, Y\ [xy\ = x~ly~Ixy
7i(G) i-ty wyraz dolnego ciggu centralnego grupy G
Gn i-ty wyraz ciggu komutantéw grupy G



ROZDZIAL

WPROWADZENIE

Niniejszy rozdziat stanowi wprowadzenie w tematyke macierzy nieskoriczonych. Rozpo-
czynamy od zaprezentowania trudnosci jakie pojawiajg sie przy definiowaniu dziatania
mnozenia tychze obiektéw oraz ograniczen jakie beda nakladane na macierze nieskonczo-
ne, aby uzyskac strukture grupy. Podajemy tu definicje poszczegolnych grup oraz notacje.
Nastepnie krotko wspominamy o pojeciu generatoréw grupy. Poréwnujemy informacje do-
tyczace generatoréw grup macierzowych wymiaru skonczonego i nieskoriczonego, przy czym
na temat tych pierwszych wiemy zdecydowanie wiecej. Na koniec rozdzialu podajemy pare
zastosowan oraz zagadnien zwigzanych z macierzami nieskonczonymi.

1.1 Pierwsze definicje

Ustalamy, zc wszystkie macierze, ktdre pojawig sie w pracy sg okreslone nad pierscieniem
facznym z jedynka.
Definicja 1.1.1. Macierzg nieskoriczong nad pierscieniem R bedziemy nazywa¢ dowolng

funkcje z iloczynu kartezjanskiego N x N o wartosciach w pierscieniu R.

W literaturze mozna natkng¢ sie rowniez na macierze bedace funkcjami z Z x Z w J?,
my jednak pozostaniemy przy Definicji 1.1.1.

Wspétczynnik macierzy g znajdujacy sie na miejscu (i, j) oznaczamy przez g”. Ponadto
wprowadzamy nastepujgce oznaczenia: ex - dla macierzy jednostkowej nieskonczonej, oraz
e,, — dla macierzy jednostkowej wymiaru n x n, tzn.

(en)ij = 6(i,j) dlal<ij <n,

(€00)ij=S (i,j) dla



gdzie 5 oznacza delte Kroncckcra.

Symbol erj moze oznacza¢ macierz kwadratowg skoriczonego badz nieskonczonego wy-
miaru taka, ze (e™)™ = 1i (&j)w = 0gdy p ™ i lub r = j. Jej rozmiar bedzie wynikat z
kontekstu. lloczyn dwéch takich macierzy jest szczego6lnie prosty do wyznaczenia. Miano-
wicie:

Cij *Qd "N e

W pracy bedziemy odwotywac sie do grup macierzy skonczonego wymiaru, miedzy innymi
do GLn(R) — pelnej grupy liniowej skladajgcej sie ze wszystkich macierzy odwracalnych
wymiaru n nad R, a takze do grupy, ktérg oznaczymy przez SL,,(.R), a przez ktorg bedziemy
tu rozumieli podgrupe GL,,(i?) generowang przez wszystkie transwekcjel. Szczegdélna role w
naszych rozwazaniach beda odgrywaty macierze tréjkatne. Przez T,,(/?), UTn(i?), UT*(/?)
bedziemy oznacza¢ podgrupy GL,,(/?) zdefiniowane jak ponizej. Zaktadamy, ze grupe Tn(i?)
definiujemy zawsze nad pierscieniem przemiennym.

Tn(R) = {g EGLN(?) : gij=0 dla1<j <i<n}
UT,(i?) = {g6 Tn(i?) \gu=1 dlal<i<n}
UT*@{?) = {g6 UTn(R) : 9ijj =0 dlal<j -i<Kk}
Elementy grupy UT~(fi) sa przedstawione jest na Rysunku 1.1

Rysunek 1.1: Rysunek ilustrujgcy elementy grupy UTA(i?).

I * ... "
i1 0 .. O *

1 0 *

1 0

0 1

Dodawanie macierzy nieskonczonych definiujemy analogicznie jak dodawanie macierzy
skonczonych, tzn. (0 +6)y = dla wszystkich i, j € N.

Naturalnym jest zdefiniowanie mnozenia macierzy podobnie jak dla macierzy skonczo-
nego wymiaru, tj. wedle zasady "wiersz przez kolumne”. To podejscie moze jednak okazaé
sie zdradliwie.

Przyktad 1.1.1. Zatézmy, ze a,b 6 R \{0}. Niech

L oo oo
v oo o
v oo o
oo &
o oo
o oo

1Prosze poréwnac z informacjami z Rozdziatu 1.2.



Wtedy oczywiscie niemozliwe jest pomnozenie g przez h, a takze h przez g.

Przyktad 1.1.2. Przy zatozeniach poprzedniego przyktadu niech

a a a ‘b 0 O
00 0 b o o
9= 9 0 0 h="1p 0 o

Tym razem réwniez nie jesteSmy w stanie wykona¢ mnozenia g s, mozemy jednak wyzna-
czy¢ iloczyn h my. Dokladniej
ba ba ba
. ba ba ba
9= b2 ba ba

Nawet, gdy mnozenie pewnych macierzy nieskonczonych jest wykonalne, moze okazac
sie, ze nie posiada ono pewnych wiasnosci, ktérych zazwyczaj oczekujemy. llustruje to

Przyktad 1.1.3 ([13]). Dla macierzy

1 01 1 1 0 0 17 0 0
00O -1 1 0 100
9= 90 0 h="9% _1 1 k= 100
mamy
(gh)k =0 i g(hk) = eu .

A zatem mozliwos¢ zdefiniowania grupy macierzy nieskoriczonych staje pod znakiem
zapytania. To z kolei (i nic tylko to) prowadzi do kolejnych trudnosci.

Przyktad 1.1.4 (P. Vermes, [51]). Niech a bedzie nastepujgca macierza o elementach z
C:

1T 1 0O 0O e

1110
a 0 111

0 0 11

I)la dowolnego elementu a e C macierz

a 1—a -1 a 1—a
l—a —1+a 1 —a —1+ a
-1 1 0 0 0]
by a —a 0 a 1—a
l—a —1+a 0 1—a —l+a



spetnia zaleznos¢ aba = bQa = e  Tak wiec a ma wiecej niz jedng odwrotnosc.
Nietrudno zauwazyé¢, zc zamiast C mozna definiowa¢ a oraz bn nad dowolnym pierscie-
niem z 1 uzyskujgc ten sam wynik.

Przedstawione przykiady prowadza do naturalnego pytania czy w zbiorze M oo(R) moz-
na w ogbéle mowi¢ o wprowadzeniu grupy z dziataniem mnozenia zdefiniowanym jak na
poczatku rozdziatu. Okaze sie to mozliwe po wprowadzeniu pewnych dodatkowych zatozen.
Podamy teraz przyktady roznych ograniczen jakie mozna natozy¢ na macierze nieskonczo-
ne, aby otrzymany zbior (wraz z mnozeniem) tworzyt grupe.

Pierwszym przyktadem grupy w M OO(R) moze by¢ stabilna grupa liniowa. Grupe GLn(i?)
(dla dowolnego n ¢ N) mozemy utozsamia¢ z podgrupa grupy GLn-+k(i?) poprzez wiozenie,
ktére macierzy g ¢ GLn(.R) przyporzadkowuje macierz

G GL,,+(i?)

o ©

0]
1

Przy tej interpretacji mozna mowi¢ o sumie mnogosciowej U”ilGL,,(i?). Suma ta jest
grupa, ktdra nazywamy stabilng grupg liniowa, i ktorg oznaczamy przez GL(R). A zatem
GL(R) mozemy traktowac jako grupe, ktdrej elementy sg zawarte w Moc(R) i sg postaci

9 O
0 Qo

dla pewnego g ¢ GL,,(i?), gdzie n G N, tzn. posiadajg te wiasnos¢, ze na gtéwnej przekatnej
maja tylko skonczong liczbe elementéw réznych od jedynki, a poza gtowna przekatng -tylko
skonczong ilos¢ elementow réznych od zera.

Analogicznie wprowadza sie specjalng stabilng grupe liniowg (ktdérg oznaczamy przez
SL(i?)), trojkatng (T(i?)) oraz unitréjkatng (UT(i?)) stabilng grupe liniowa.

Grupe wprowadzong powyzej mozna powiekszy¢. Rozwazmy podzbiér M X (R) skiada-
jacy sie z macierzy postaci

u HA

9 | (1.1)

0 "o

dla pewnej g G GLn(/?), gdzie n moze by¢ dowolng liczba naturalna, oraz pewnej macierzy
li odpowiedniego wymiaru. Z ponizszych rachunkow:

9i hi 2 9i92 ¢\h2 + hi
0 ex 0 ®bn 0 (G 2]
— — —
9 h 91 7" & T ongy 9 h = en
0 ex 0 aet 0 Go 0

fatwo wida¢, zc ten podzbiér tworzy grupe, ktéra oznaczamy symbolem GLrb(R)- (Ozna-
czenie pochodzi od row banded. Nie jest nam znany polski odpowiednik nazwy tej grupy.)

Warto wspomnie¢, zc podgrupa grupy GLfls(i?) sktadajaca sie z macierzy postaci (1.1),
gdzie g G SL,,(i?), jest grupg prosta.



Kolejnym przyktadem grupy w MOOX(R) jest zbiér wszystkich macierzy odwracalnych,
ktére w kazdej kolumnie posiadajg jedynie skonczong liczbe wspotczynnikédw niezerowych
oraz ktérych odwrotnosci w kazdej kolumnie posiadajg jedynie skonczong liczbe wspotczyn-
nikéw niezerowych. Zauwazmy, ze z tejze skoriczonosci wynika zaréwno poprawne okres$lenie
mnozenia takich macierzy przez siebie, jak i tgcznos¢ tego mnozenia. Grupe te oznaczamy
przez GLc/(i?), natomiast pierscien wszystkich macierzy z MOOX(R) posiadajgcych jedynie
skonczong liczbe elementow niezerowych w kazdej kolumnie (lecz niekoniecznie odwracal-
nych) - przez Mcf{R)-

Analogicznie definiujemy pierscien Mnf(R) —jako zbiér wszystkich macierzy z iNOXR),
ktére w kazdym wierszu majg jedynie skorczong liczbe wspotczynnikéw niezerowych, oraz
grupe GLfly(i?), ktérej elementami sa macierze z MRf(R), ktére sg odwracalne i ktérych
odwrotnosci réwniez nalezg do AInf(R).

Niech ponadto Mncf(R) = M/}/(i?)n Mcf(R) oraz GLrc/(R) = GLjH(R)r\GLcf(R)-
Oczywiscie GLrc/{R) rdéwniez jest grupa.

Dodajmy jeszcze, ze zbior macierzy odwracalnych, ktére w kazdym wierszu posiadajg
skonczong ilos¢ elementdéw niezerowych, nic tworzy grupy. Dla dowolnego pierscienia (z
jedynka) mamy bowiem:

1 -1 1

PR
Bk R
N
Bk R
S S
I

'_\

Zatem istniejg macierze odwracalne, ktére w kazdym wierszu majg skonczong liczbe wspoét-
czynnikéw niezerowych, a ich odwrotnosci nic posiadajg tej wiasnosci.

Skupmy sie teraz na grupie GLcy(-R)- Wskazemy dwie istotne podgrupy tej grupy.
Bedziemy teraz zakladac¢, ze R jest pierscieniem przemiennym.

Pierwsza podgrupa jest zbidr wszystkich macierzy gornotrdjkatnych, ktérych wspoét-
czynniki znajdujgce sie na gtdwnej przekatnej sg odwracalne w R. Istotnie, kazda taka
macierz w kolumnie n -tej ma co najwyzej n wspotczynnikéw niezerowych, czyli skon-
czong ich liczbe. Ponadto, iloczyn dwéch macierzy goérnotréjkatnych oraz odwrotna do
macierzy gornotrojkatnej nad pierscieniem przemiennym sg macierzami gornotréjkatnymi.
Grupe te oznaczamy przez Too(i?). W niej zawarta jest jeszcze jedna wazna grupa macierzy
nieskonczonych - skiadajgca sie ze wszystkich macierzy unitrojkatnych - UTO00(i?).

Drugg podgrupg GLcf{R), ktérg chcielibysmy przedstawi¢ i ktérej poswiecona jest ta
praca jest grupa Vershika-Kerova.

Rozwazmy wszystkie macierze postaci

9 h
0 k
gdzie g e GL,,(.ft) dla pewnego n € N, k € TOXR), oraz h jest macierzg nad R odpowied-
niego wymiaru. O elementach tych mozna mysle¢ jako o macierzach bliskich macierzom



trojkatnym. Z faktu, ze

9i hi 92 h2 9i92 9ih2+ h\k2

0O h 0 K2 0 =)
g h g~I =e W1 91 —g 1k 1 9h:en
0 k 0 k 0 Arl 0 k

oraz tego, ze macierze nieskonczone goérnotréjkatne, ktére sg odwracalne, tworzg grupe,
wynika, ze zbior wszystkich macierzy postaci (1.2) réwniez jest grupg. Nazywamy ja grupa
Vershika-Kerova i bedziemy oznacza¢ symbolem GLv k(R)- Zostata ona wprowadzona przez
S. Vershika i V. Kcrova w pracy [28], w ktérej autorzy badajg reprezentacje, ich charakte-
ry, a takze charaktery unitarne tej grupy. Pierwsze badania tej grupy dotyczyty macierzy
zdefiniowanych nad ciatami skonczonymi. Warto dodaé, ze poczatki grupy GLvk{R) sie-
gaja nieco dalej, a inspiracjg do podjecia tego tematu byly wczesniejsze badania autoréw
dotyczace reprezentacji nieskonczonych grup permutaeji. Wspomnijmy ponadto, ze gru-
pa Vershika-Kerova nic jest granica prostg (jak np. stabilna grupa liniowa) ani granicg
odwrotng (jak np. grupa macierzy trojkatnych), lecz tak zwang IP -granicg2.

1.2 Generatory grup macierzy

Zaldzmy, ze G jest dowolng grupg nietrywialna, natomiast M jej pewnym niepustym pod-
zbiorem, ktory nic zawiera elementu neutralnego. Zbiér

{o\| mmmgn mOu mee+ On € M. en 6 {1,-1}, ne N}

jest podgrupg G. Nazywamy ja podgrupg generowang przez M i oznaczamy (M), a kazdy
z elementow M nazywamy generatorem (M). W szczegdélnosci, jesli M = {&1,... ,gn}, to
piszemy (gu ..., gn) zamiast ({51,..., gn}).

Dla nas interesujgce sg oczywiscie generatory grup macierzowych. W przypadku grup
macierzy skonczonego wymiaru wiadomo o nich catkiem sporo, zwlaszcza, w przypadku,
gdy sg to macierze nad pewnym ciatem. Niech K bedzie ciatem, zawierajgcym wiecej niz
dwa elementy, a n liczbg naturalna. Wprowadzmy oznaczenia:

1

("0

H/3) = en+ (/3- I)enn = gdzie Be K*

20d inductive-projective limit.



Rysunek 1.2: Rysunek ilustrujagcy zaleznosci pomiedzy grupami przedstawionymi w Roz-
dziale 1.1.



Macierze Uj(a) nazywamy transwekcjami. Klasyczne jest twierdzenie méwiagce, ze zbibr
wszystkich ijj(a) wraz ze wszystkimi macierzami d(fi) generuje peing grupe liniowa, pod-
czas gdy zbiér samych transwekcji generuje specjalng grupe liniowa. Dla dowolnego pierscie-
nia zbiorem generujacym jest zbiér wszystkich transwekcji wraz ze wszystkimi macierzami
diagonalnymi. Grupe unitréjkatng generujg z kolei wszystkie transwekcje tlJ(a) takie, zc
i <j, natomiast grupe trojkatng —generatory UT,,(i?) oraz macierze diagonalne.

Niestety ani dla grupy Vershika-Kerova ani dla grupy macierzy nieskonczonych gérno-
tréojkatnych nic jest znany do tej pory zaden (nietrywialny3) zbiér generatoréw. Stanowi
to pewne utrudnienie w badaniu tych grup. Nalezy jednak wspomnie¢, ze problem znajdo-
wania generatoréw byt badany dla pewnej podgrupy grupy Vershika-Kerova. Doktadniej,
chodzi o grupe GL/;/(i?) - macierzy, ktére w kazdym wierszu majg skornczona liczbe elemen-
toéw niczerowych oraz ktérych odwrotnosci réwniez posiadajg te wlasnosé. Zagadnienie to
byto rozpatrywane przez P. Vermesa oraz F. Ayresa. Zanim przytoczymy rozwigzanie tego
problemu wprowadzimy pewne pojecie, ktére bedzie powraca¢ w naszych rozwazaniach.

Definicja 1.2.1. Macierz m wymiaru skofnczonego badz nieskonczonego nazywamy blokowo-
diagonalna, jesli jest macierza blokowa, tzn.

mn -mi2
m= m2 7n2 gdzie rriij G Mi>j>(R) dla pewnych i',j"
taka, zcjeslii=j,toi'=j" orazjeslii ™ j, to jest macierzg zerowa.

A zatem, macierze blokowo-diagonalne sa postaci

mi O
m = 0 m2 gdzie rrii £ Min”R) dla pewnych i’

Okazuje sie, ze to whasnie tej postaci macierze generujg naszg grupe. Mianowicie praw-
dziwe sg twierdzenia

Twierdzenie 1.2.1 (F. Ayrcs, [4]). Dowolna macierz z grupy GL/y((C) moze by¢ zapisana
jako iloczyn macierzy tréjkatnej z tej grupy oraz dwoch macierzy blokowo-diagonalnych.

Twierdzenie 1.2.2 (F. Ayrcs, [4]). Dowolna macierz z grupy GLRCf{C) moze by¢ zapisana
jako iloczyn co najwyzej czterech macierzy blokowo-diagonalnych.

Powyzsze twierdzenia zostaty sformutowane przez autora dla macierzy nad ciatem liczb
zespolonych, jednak czytajagc dowody mozna dostrzec, zc rezultat pozostaje prawdziwy dla
dowolnego ciata, a takze szerokiej klasy pierscieni. Podobnie jest zresztg z jeszcze jednym
wynikiem, ktory tu przytaczamy, a ktérym postuzymy sie w dalszej czesci pracy. Jego punkt

3Mamy tu na mysli taki, ktéry jest rézny od catej grupy. Oczywiscie nietrudno stwierdzi¢, zc grupa
GLv k{R) jest generowana przez wszystkie elementy Toc(i?) i GL(.R), jednak nie rozwigzuje to problemu
generatoréw T 00(it).



pierwszy zostat najpierw udowodniony dla przypadku macierzy nad ciatem liczb zespolo-
nych, a nastepnie, w naturalny spos6b uogdlniony przez W. Hotubowskiego dla przypadku
macierzy nad dowolnym pierscieniem tgcznym, z 1. Dowody przedstawione w pracach tych
autoréw pozwalajg nam zaobserwowaé prawdziwosé punktu drugiego zaprezentowanego tu
twierdzenia.

Twierdzenie 1.2.3 (W. Hotubowski). Niech R bedzie pierscieniem tgcznym, z jedynka.

1 Grupa UTRf(R) jest generowana przez macierze blokowo-diagonalne. Ponadto, kazdy
element tej grupy jest iloczynem co najwyzej dwéch takich macierzy.

2. Jesli R jest pierscieniem przemiennym, to grupa Tr/(R) jest generowana przez ma-
cierze blokowo-diagonalne. Ponadto, kazdy element tej grupy jest iloczynem co naj-
wyzej dwoch takich macierzy.

1.3 Badania zwigzane z tematyka macierzy nieskon-
czonych

Wspomnimy tu o kilku zastosowaniach macierzy nieskoriczonych.

Mozna zauwazy¢, ze macierze (dowolnego wymiaru) odgrywajg wazng role w algebrze.
W szczegélnosci udowodniono, ze macierze nieskoniczone posiadajg wlasnosci, ktére sa okre-
Slane jako uniwersalne. Doktadniej, jesli F jest dowolnym ciatem, a A -dowolng F —algebrg
skoriczonego lub przeliczalnego wymiaru, to A ma wierng reprezentacje w algebrze M r j (F).
Ponadto, jesli algebra A ma jedynke, to mozna wybrac¢ reprezentacje taka, ze obrazem tej
jedynki jest macierz jednostkowa. Analogiczny rezultat jest prawdziwy dla grupoidéw, tzn.
jesli G jest dowolnym skonczonym lub przeliczalnym grupoidcm, to istnieje zanurzenie G
w Moo(ii) dla dowolnego pierscienia R. Dzieki temu, badania dotyczace wszystkich algebr
nad cialem mogg by¢ sprowadzane do badan macierzy nieskonczonych.

Czysto algebraiczne badania macierzy nieskonczonych dotyczg grup, potgrup, pierscie-
ni i modutdéw, a takze przestrzeni liniowych. Mozna wiec znalez¢ publikacje ich dotyczace
zaréwno opisujace ciekawe wilasnosci oraz przyktady réznych grup, czasem opisy pseudo-
odwrotnosci, jak i artykuty zwigzane np. z warto$ciami wiasnymi.

Interesujgcym wydaje sie rowniez, ze mozna doszukac sie zwigzku pomiedzy logika mate-
matyczng a macierzami nieskoniczonymi, ktory prowadzi do zastosowan w teorii grup.

Macierze nieskofnczone pojawiaja sie i znajdujg zastosowania w réznych zagadnieniach,
nic zawsze czysto algebraicznych. Jedno z takich zastosowan bylo motywacja do podjecia
badan nad takimi macierzami pod koniec X1X wieku.

Rozwazmy mianowicie roéwnanie rozniczkowe. Jego rozwigzanie mozemy zapisa¢ w po-
staci szeregu Laurenta. A zatem, aby poznac rozwigzanie, mozemy rozwigza¢ uktad row-
nan wigzacy wspotczynniki szeregu. Otrzymujemy wiec uktad przeliczalnie wielu réwnan z
przeliczalnie wieloma niewiadomymi. Analogicznie, préby rozwigzania rownan catkowych
doprowadzity do rozwazan dotyczacych nieskonczonych form liniowych. Badania te po-
mogty wskaza¢ zwigzki pomiedzy istnieniem rozwigzania nieskonczonego uktadu réwnan
liniowych oraz istnienia macierzy odwrotnej (lub jednostronnie odwrotnej) do pewnej ma-
cierzy nieskonhczonej, a takze zauwazy¢ zwiazki pomiedzy zbieznoscig pewnych szeregéw a



ograniczonoscig wspotczynnikow w odpowiedniej macierzy nieskonczonej. Rozwazania te
oraz pokrewne byty i sg kontynuowane. Miedzy innymi, problemem wiazgcym szeregi oraz
macierze nieskoriczone jest pytanie czy szereg, ktory powstaje z szeregu zbieznego poprzez
zastgpienie kazdego wyrazu pewng (skonczong) kombinacjg liniowg wyrazéw szeregu wyj-
Sciowego, pozostaje zbiezny, a jesli tak, to czy zmienia sie jego suma. Podobne tematy sa
poruszane w pracach zwigzanych z ciggami prawic zbieznymi oraz statystycznie zbieznymi.
Macierze nieskonczone znalazty tez zastosowanie w rozwazaniach dotyczacych funkcji ho-
lomorficznych, teorii operatorow, a takze aproksymacji w przestrzeniach Hilberta oraz sta-
tystyce. Wymienione problemy zostaty sprowadzone do pewnych nieskonczonych uktadow
rownan liniowych z przeliczalng liczbg niewiadomych. Stad, macierze nieskornczone sg ba-
dane przez wielu autoréw, a nieskonczone uklady réwnan zajmujg specjalne miejsce w
algebrze liniowej (i nie tylko). Od pierwszych prob ich rozwigzywania, ktore zostaty podje-
te ponad wiek temu i ktore polegaly na zastapieniu danego uktadu odpowiednio ”"duzym”
uktadem skonczonym, poprzez formutowanie réznych warunkéw koniecznych i dostatecz-
nych na istnienie rozwigzania, az po metody numeryczne, mozna powiedzie¢, ze réwnania,
ktére mozna wyrazi¢ za pomocg macierzy nieskonczonych budza zainteresowanie matema-
tykow.

Macierze nieskonczone pojawiajg sie rowniez w mechanice kwantowej. Juz w latach
dwudziestych XX -—ego wieku operatory dziatajace na stanach kwantowych zostaty opisane
za pomocg macierzy nieskonczonych, ktére stuzyty m.in. do reprezentacji stanu uktadu, a
takze do opisu eksperymentéw symulujgcych prace akceleratoréw czastek. Wystepujace
w tych zagadnieniach macierze moga kodowac informacje o mozliwych oddziatywaniach
miedzy czastkami. Jednym z waznych problemdw tej teorii jest zagadnienie wiasne. Inne
problemy tej teorii sg m.in. zwigzane z rachunkiem prawdopodobienstwa.

Kolejnym zastosowaniem macierzy nieskoriczonych jest numeryczne rozwigzywanie pew-
nych réwnan rozniczkowych czgstkowych4.

Nasze macierze znalazty tez zastosowanie w nieskonczonym programowaniu liniowym,
a wiec zagadnieniach zwigzanych z procesami Markova w przestrzeniach borclowskich,
projektowaniu systemoéw kontrolnych, problemami ”waskiego gardta”. Pojawiajg sie one
rowniez w poétnicskonczonym programowaniu liniowym, np. przy réznych problemach sta-
tystycznych czy planowaniu trajektorii robotéw.

4Doktadniej, stwierdzenie to dotyczy macierzy diagonalnie dominujacych.



ROZDZIAL

KOMUTANTY PEWNYCH PODGRUP
GRUPY GLvk(R)

W tym rozdziale wyznaczymy komutanty podgrup grupy Vershika-Kerova. Ponadto wska-
zemy dolne ciaggi centralne oraz ciggi komutantéw badanych podgrup.

Rozwazania rozpoczniemy od informacji dotyczacych komutatoréw macierzy skorncze-
nie wymiarowych. Nastepnie zbadamy grupy macierzy nieskonczonych, ktére w skonczonej
liczbie wierszy roznig sie od macierzy jednostkowej. Kolejnym krokiem bedzie wskazanie
ciggéw dolnego centralnego oraz komutantéw grupy macierzy nieskonczonych gornotréjkat-
nych, ktére w kazdym wierszu majg skonczong liczbe elementéw niezerowych. W ostatnim
podrozdziale potagczymy te wyniki.

2.1 Komutatory w grupach macierzy skonczonego wy-
miaru

Rozdzial rozpoczynamy od przypomnienia podstawowych definicji.

Definicja 2.1.1. Dla dowolnej grupy G oraz g,h G G element g~lh~Igh nazywamy komu-
tatorem g i h. Oznaczamy go [g b\

Definicja 2.1.2. Jesli H\, H2 sg podgrupami G, to ich (wzajemnym) komutantem (lub
grupa pochodng) nazywamy podgrupe G, ktéra jest generowana przez wszystkie komuta-
tory postaci \Xda\/12], gdzie hi € HIt h2 € H2. Komutanta H1, H2 oznaczamy symbolem

[Hu HZ]
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Dla grupy G kiadziemy
GO = G, G('+) = [G(n),G ()] dla n>0.

Definicja 2.1.3. Cigg podgrup G =G ~ G~ ~G"r N GN nazywamy ciggiem
komutantéw G (lub ciagiem pochodnych).

Grupe, dla ktérej G~ = {1} dla pewnego n G N nazywamy rozwigzalna, a najmniejsza
liczbe n spetniajacg ten warunek -stopniem jej rozwigzalnosci.
Wprowadzamy ponadto oznaczenie

7i(G) = G,  7n+i(G) = n(G),G] dla n> 1.

Definicja 2.1.4. Cigg podgrup G = 71(G) ~ 72(G) ™ 73(G) ™ 74(G) ~ e« nazywamy
dolnym ciggiem centralnym G.

Grupe, dla ktoérej 7,,(G) = {1} dla pewnego n G N nazywamy nilpotentng, natomiast
najmniejszg liczbe n spetniajacg te rownos¢ — stopniem jej nilpotentnosci. Grupe taka, ze
nn7n(G) = {1} nazywamy rezydualnie nilpotentna.

Nas oczywiscie bedg interesowaly komutatory w grupach macierzowych. Dla tychze
grup skonczonego wymiaru prawdziwy jest ponizszy

Lemat 2.1.1. Niech R bedzie tgcznym, przemiennym pierscieniem, ktory spetnia warunek
sr(i?) = 1, oraz zawiera element O taki, ze 8,1—9 € R*. Wtedy

1 [GLn(R),GLn(R)} = SLn(R);
2. [SLn(R),SLn(R)]=SLn(R);
3. [Tn(R),Tn(R)} = UTn(R);

4- 7i(UT,,(fl))

NJT-\R) dial <i< n;

5 (UT,(i2))(* = UTA"_1(i?) dla 1< i < Llog2nJ.

Dowdd: Dowody sg albo uogélnieniami albo bezposrednimi wnioskami z [27] (rozdz.l),
[2] (chap.2), oraz [14, 15, 47]. O

Oprocz opisu komutantéw pewnych grup, bedziemy zainteresowani pojeciem, ktére jest
scisle z komutantem zwigzane.

Definicja 2.1.5. Jesli kazdy element z komutanta grupy G mozemy przedstawi¢ jako
iloczyn co najwyzej m komutatoréw, oraz m jest najmniejszg liczbg o tej wihasnosci, to
m nazywamy szerokoscig komutanta grupy G i piszemy c¢(G) = m. W przeciwnym razie
moéwimy, ze szerokos¢ komutanta jest nieskoriczona i piszemy ¢(G) = 00.

W przypadku, gdy pierscien jest dowolny, wskazano przykiady (w pracy [14]), dla kto-
rych szeroko$¢ komutanta pewnych grup macierzowych jest nieskoriczona. Niemniej jednak,
przy pewnych zatozeniach, szerokos¢ ta jest nie tylko skoriczona, ale tez wyznaczona dosé
doktadnie. Miedzy innymi znane sg twierdzenia



Twierdzenie 2.1.1 (R.K. Dennis, L.N. Vaserstein). Niech R bedzie pierscieniem fgcznym,
przemiennym, takim, ze sr(R) = 1. Wtedy

c{GLn{R)) < c¢(SLn(G)) < 5.

Twierdzenie 2.1.2 (E. Wheland, L.N. Vaserstein). Niech R bedzie pierscieniem tgcznym,
przemiennym, takim, ze sr(R) = 1. Zatézmy ponadto, ze n > 3 albon = 2 i 1 moze by¢
przedstawiona jako suma dwoch elementéw odwracalnych w R. Wtedy c(GL,,(i?)) < 2

Nietrudno zauwazy¢, ze zatozeniem stale powtarzajgcym sie w tym rozdziale jest sta-
bilna ranga pierscienia rowna 1 Stabilna ranga ma istotny wplyw na szeroko$¢ komutanta
(doktadniej: im wieksza ranga, tym wieksza szerokos¢) oraz stopiehn skomplikowania opisu
tej podgrupy. W dalszej czesci rozdzialu bedziemy powraca¢ do zatozenia sr(i?) = 1

Jako, ze macierze nieskonczone tréjkatne stanowig wazng i interesujacg podgrupe grupy
Vershika - Kerova, zaczniemy od uzyskania informacji na temat szerokosci c(T,,(i?)). W
pracy [14] mozna znalez¢ nastepujacy

Lemat 2.1.2 (R.K. Dennis, L.N. Vaserstein). Niech R bedzie pierscieniem fgcznym, z 1,
oraz niech n > 3. Wtedy kazda macierz nalezgca do grupy Tn(R) H En(R) jest iloczynem
co najwyzej dwoch komutatorow z En(i?).

Wynik ten, aczkolwiek ciekawy, nie pozwala nam niestety stwierdzi¢ czy podobne ogra-
niczenie jest prawdziwe, gdy chcemy wyrazi¢ macierz tréjkatng (a doktadniej unitréjkatng)
jako iloczyn komutatoréw elementéw z T,,(i?). Niemniej jednak autorzy umiescili w dowo-
dzie tegoz lematu stwierdzenie, ktore formutujemy tu jako

Lemat 2.1.3 (R.K. Dennis, L.N. Vaserstein). Niech R bedzie pierscieniem facznym, z 1
Kazda macierz a € UT* (ii) moze by¢ zapisana jako komutator macierzy e 4- e*»+l
oraz pewnej macierzy t G Tn(i?).

Dowdd: Niech a £ UT* (i?). Dla uproszczenia notacji e + 53"=/ &,i+1 oznaczmy przez
s. Definiujemy o jako iloczyn s ma. Macierz ta speinia warunek aili++H = 1 dla wszystkich
1< i< n—L1 Pokazemy, ze mamy réwnos¢ u-1cm = s dla pewnej macierzy unitrojkatnej
u. Rozpisujgc au = us otrzymujemy, ze wspoétczynniki u muszg spetnia¢ ponizszy uktad
réwnan.

Akt— ~k+ NN KKK dla + A~ 2 (2.1
i>2

Zauwazmy, ze wspoétczynniki u z kolumny |—1 -szej zalezg od wspo6tczynnikéw u z kolumny
| —tej. Mozemy najpierw ustali¢ dowolnie ostatnig kolumne u, a nastepnie wylicza¢ z (2.1)
kolejne wspétczynniki z kolumny | —2 -gicj, + —3 —cigj, itd. Mamy wiec usa = su, a stad
a = [s,u-1], czyli teze. I

Postugujac sie powyzszym lematem, mozemy udowodnié

Lemat 2.1.4. Niech R bedzie pierscieniem tgcznym, przemiennym, z 1, zawierajagcym ele-
ment O taki, ze 8, 1—9 £ R*. Wtedy c(Tn(R)) < 2.



Dowéd: Nietrudno zauwazy¢, ze [T,(/?), T,,(i?)] C UTn(i?). Rozwazmy dowolng ma-
cierza £ UT,,(i?).

Jesli a G UT* (ii), to oczywiscie z Lematu 2.1.3, otrzymujemy, ze a jest komutatorem.

Zatozmy teraz, zc a £ UT,, (ii) \UT* (il). Definiujemy macierze

1ai200 1—1) 1

023(6- 1) 1
1 40 *-1)
1

445(8- 1) 1

oraz

i=1
gdzie O jest elementem R pojawiajgcym sie w zatozeniu, tzn. 9, 1—6 € R*. Ich komutator
6 = B, 62] spetnia warunek 6"+1 = a*+i dla 1 < i < n —1 Kfladziemy teraz c = 6-1a.
Poniewaz a® 1 = 6"+1 +C;j,+1, mamy 1= 0. Stad, na podstawie Lematu 2.1.3, macierz
c jest komutatorem pewnych macierzy trojkgtnych. Ostatecznie wiec, kazda macierz a €
UT,,(il) moze by¢ przedstawiona jako iloczyn co najwyzej dwéch komutatorow. 1
Analogicznie udowodnimy kolejne dwa lematy.

Lemat 2.1.5. Niech R bedzie pierscieniem tgcznym, z 1, oraz niech m > 2. Witedy kazda
macierz a € UTJJ"il) jest komutatorem macierzy en + 51"j/ ea+i oraz pewnej macierzy
ueU Trw

Dowdd: Niech a GUT™(il). Macierz en + eM+1 oznaczmy przez s. Zdefiniujmy
a jako iloczyn s m. Macierz a ma nastepujace wiasnosci:

1- H 17 gdyz + 17 1 'l 1*1'HO*1 1,

2. aw = 0 dla wszystkich par indekséw u, v spetniajacych warunki 1 < u < n —2,
u+2 < v < u+m;wynika to z faktu, zc aw = X"=u = suuauv+swuHaut+v = 0.

W dowodzie Lematu 2.1.3 zauwazyliSmy, ze macierz a o wiasnosciach jakie wymieniliSmy
powyzej, jest sprzezona z macierza s. Doktadniej, mamy réwnos¢ u~lau = s, pod warun-
kiem, ze wspoiczynniki macierzy u spetniaja uktad réwnan (2.1). Zauwazmy, zc jesli w
tymze ukfadzie macierz a spetnia warunek =0dlaa<j<m,1<i<n—, to (2.1
przyjmie forme

(2.2)

m>2
Mozna zaobserwowaé, ze rownania uktadu (2.2), w ktérych / —A < m —1, sg postaci
Ukji~ = UcH,- Dla tych k, I, mozemy zatem przyja¢ Uki~ = 0. Kolejne wspotczynniki

wyliczamy indukcyjnie, podobnie jak przy rozwigzywaniu uktadu (2.1). Majgc wyznaczong
macierz u, z rownosci u~lsau = s, otrzymujemy a = [s,u-1] I

Lemat 2.1.6. Niech R bedzie pierscieniem lgcznym, z 1, oraz niech m > 1. Dowolna
macierza 6 UT"m_1(i?) moze bycC zapisana jako komutator macierzy en+Y =i £i,i+2™-1
oraz pewnej macierzy u E UTr  —XR).



Dowdd: Postepujemy tu podobnie jak przy dowodzie poprzednich lematéw. Ustalamy,
ze a E UT"m_1(i?) oraz, ze en+"r=i eil,i+2m~1 bedziemy oznaczaé¢ przez s. Analogicznie
jak poprzednio kfadziemy a = s-a. Mamy ud = su pod warunkiem, ze speiniony jest uktad
réownan

dcz-2>-1= Wk2"*-'i — ok + N2 ukiau dla | —k > 2m_1. (2.3)
2t i<2ml-i<i-k

Tym razem mozemy ustali¢, ze Uk = O dla | —k < 2m_1 oraz wyznaczy¢ pozostate wspot-
czynniki za pomocg (2.3). Ostatecznie otrzymujemy a = [s,it]. ™

2.2 Komutatory w grupach macierzy nieskonczonego
wymiaru

2.2.1 Grupa GLrb(r) ijej komutant

Nasze rozwazania rozpoczniemy od badania grup macierzy nieskonczonych postaci
g h
0 e

gdzie g 6 GLn(i?), n E N jest ustalone. Grupe te oznaczamy GLfIS(n, R). Sume grup
UM iGLhb{4,R), ktora rowniez jest grupg, oznaczamy przez GLrb(R).
W GLfle(n, R) wprowadzamy podgrupe sktadajagcg sie z elementéw postaci (2.4), gdzie
g E SLn(R), natomiast sume tych podgrup oznaczamy przez SLrb (R)- Warto przypomnie¢,
7e zostato udowodnione (w pracy [12]), ze dla dowolnego ciata F grupa SLrb{F) jest prosta.
Naturalnym jest przypuszczaé, ze SL/js(n, R) jest komutantem GL/?b(®,-R)- Istotnie,
udowodnimy teraz ponizsze twierdzenie.

Twierdzenie 2.2.1. Niech R bedzie pierscieniem fgcznym, przemiennym, z 1, oraz niech
n E N.

1 Komutantem grupy GL/?s(n, R) jest grupa SL/?s(n, R).
2. Komutantem grupy SLrb(?i, R) jest grupa SL/}e(n, R).
3. Prawdziwa jest réwnos¢ [SLhb(?i, R), GLas(?i, R)} = SLhb(?i, R).

Dowod: (1) Niech mi,m2E GLfiB(n, R) bedg postaci

ui= 9 N m2 %2 "2 (2.5a)
e 0 e
Wtedy ich komutator wynosi
h
mi,mg ~ P-5 (2.5b)

0 e



gdzie
h=972(921~enh\ +9il921{9 ~ en)h2. (2.5¢)

Poniewaz B1,52] £ SLn(i?), otrzymujemy stad, ze [GL""n, R), GLRB(n, i?)] C SLrb(ii,R).
Zat6zmy teraz, ze s postaci (2.4) nalezy do SLRB(n,R). Z Lematu 2.1.1 wnioskujemy,
ze dla dowolnej macierzy g 6 SL,,(i?), g mozna przedstawi¢ jako iloczyn skoniczonej liczby
komutatoréw. Skupmy sie zatem na h.
Naszym celem jest znalezienie takich mi,m 2 € GLRB(n, R) postaci (2.5a), ze spetniona
jest zaleznosc:
(gl - en)h2+ (en - g2)h1= g2gih.

W tym celu kiadziemy

1 10 ., 0 1
110 0 0 1
1
T > 2— —enl — 01
£l —en + i:1€|,|-|—I — 1 1 0 g
11 0 O 1
1 —1 0 01
(9291h")r(n) fi
0 (<7201r(l)
0 ih)r
hi = , h2 {9gih)r@
0 {oir}r{n—)

gdzie przez (a)r(i) rozumiemy i —ty wiersz macierzy a. Udalo nam sie zatem uzyskac
komutator postaci (2.4) o dowolnej macierzy h. Teraz, aby zakoriczy¢ dowdd wystarczy
zauwazyc, ze

9 h Bi,92] h B1,5] 1 ©

(2.6)
0 ~o 0 00 0 00

Poniewaz macierz [gi,gZ]~1g £ SLn(i2), moze ona by¢ przedstawiona jako iloczyn skorczo-
nej liczby komutatorow. Ostatecznie wiec [GLfIB(«, R), GLRB(n, i?)] = SLRB(n,R).

(2) Zauwazmy, ze dla pierscienia R spetniajacego zatlozenia naszego twierdzenia mamy
rownos¢ [SLn(i?), SLn(i?)] = SL,(i?). Ponadto w dowodzie podpunktu (1) macierze gi
oraz g2, wybrane przez nas do skonstruowania dowolnej macierzy h, sg elementami grupy
SLn(R). Mamy zatem [SL#s (n, R), SLRB(n, /?)] = SLRB(n, R).

(3) Prawdziwos¢ ostatniego podpunktu wynika oczywiscie z podpunktu drugiego. 1

Z powyzszego twierdzenia wynikajg nastepujgce wnioski.

Wniosek 2.2.1. Niech R bedzie pierscieniem tgcznym, z 1. R6wno$¢[GLRB(R),GLRBR\ =
SLrb(R) zachodzi wtedy i tylko wtedy, gdy [GL,(i?), GLn(i?)] = SLn(i?) dla wszystkich
n € N.



Dowdd: Jesli dla dowolnego n £ N mamy [GL,,(i?), GLn(/?)] = SLn(i?), to rozumujac
jak w dowodzie Twierdzenia 2.2.1, mamy [GL/js(n, R), GLftB(n, R)] = SLi?s(n, i?) dla
dowolnego n £ N. Poniewaz kazdy element z SLrb(R) nalezy do SLrB(%, R) dla pewnego
n, a takze kazdy element [GLrb(R), GLrb(R)} jest postaci [g,h], gdzie g,h £ GLRB(n, R)
dla pewnego n £ N, to mamy [GLrb(.R), GL/iB(/?)] = SLrb(R)-

Jesli natomiast mamy [GL/jg(il), GLrb(R)} = SLrb(R), to dowolna macierz m postaci
(2.4), gdzie g £ SLn(R) (n £ N, dowolne), nalezy do komutanta [GLfls(i?), GL/?s(i?)]. Stad
na podstawie wzoru (2.6) wynika, ze g jest iloczynem elementéw komutanta GL,,(.R). Za-
tem SLn(R) C [GL,,(i?), GL,,(i?)]. Poniewaz prawdziwa jest inkluzja [GLn(i?), GL,,(i?)] C
SLn(R), ktora konczy nasz dowod. 1

Wniosek 2.2.2. Jesli R jest pierscieniem tgcznym, przemiennym, z 1, takim, iesr(R) = 1,
a takze zawierajgcym element 9 taki, ze 9, 1—9 £ R*, to prawdziwa jest nier6wnos¢

c(GLrb(R)) < 3.

Dowdd: Dla pierscienia spetniajgcego podane zatozenia mamy [GLfla(i?), GLfIg(i?)] =
SLrb{R)- Dowolny element grupy SLrb(R) moze by¢ przedstawiony jako

9 h 9 h
0 "®» 0 Qo

gdzie pierwszy z czynnikow jest komutatorem skonstruowanym jak w dowodzie Twierdzenia
2.2.1, natomiast g" £ SLn(R). Zatem na mocy Twierdzen 2.1.2 oraz 2.2.1, dowolna macierz
z komutanta moze by¢ przedstawiona jako iloczyn co najwyzej trzech komutatoréw. 1

2.2.2 Komutanty grup Tro(r) oraz UT"(i?)
Przejdziemy teraz do zbadania kolejnych dwoch istotnych podgrup grupy GLab(/?).
Dla dowolnego ne N podgrupe GLRB(n,R), sktadajgca sie z macierzy postaci
g h
0 G

gdzie g £ Tn(R), oznaczamy przez TRB(n, R), natomiast sume tych grup przez T /7il). Z
kolei zbiér macierzy postaci (2.7), dla ktérych g £ UT,,(i?), oznaczamy przez UT/?s(n, R),
natomiast sume U°? UT/?a(n, R) przez UTflIs(i?). Dla tychze grup prawdziwa jest ponizsze

Twierdzenie 2.2.2. Niech R bedzie pierscieniem tgcznym, przemiennym, z 1, stabilnej
rangi 1, oraz zawierajgcym element 9 taki, ze 9, 1—9 £ R*. Niech ponadto n £ N. Wtedy

i~ [T/2s(n, R), T rbdu, /)] = UTIIfi(n, R);

2. [UTfls(n, R), TRB{n, /9] = UT/*n, R).



Dowod: Poniewaz mamy réwnosé

[mi,m2\= gi hi 92 h2 BL52 (2.8a)
’ 0 0 0 Coo
gdzie
h = 9i 1(d2 1* enh\ + gx1g21(9i ~ en)h2, (2.8b)

a takze z Rozdziatlu 2.1. wiemy, zc [T,,(/?), Tn(i?)] = [UT,(i?), T,,(i?)] = UTn(il), wystar-
czy wykazaé, zc dla pewnych mi G \JTRB(n, R), m2 € T/jb(?i, R) mozemy uzyskac¢ dowolng
macierz h. Istotnie, wystarczy zdefiniowa¢ mi i m2 nastepujgco:

1-6 6 1{929ih)r(i)

N=-e, g2= (I-0)en= | STHedIr@ -, )

0~1{9291h)r(n).

gdzie 9 jest elementem R pojawiajgcym sie w zatozeniach naszego twierdzenia. [J
Z Twierdzenia 2.2.2 wysuwamy nastepujacy

Wniosek 2.2.3. Niech R bedzie pierscieniem fgcznym, przemiennym, z 1, stabilnej rangi
1, oraz zawierajagcym element 9 taki, ze 9, 1—9 G R*. Witedy

[Tro(R), Trbo(R)] = [UTrb(R),Trb(R)} = UTrb(R).

Dowdd: Ponownie zauwazamy, ze inkluzje

[Trb(R), Trbo(R)], [VTrb(R), Trb(R)} ¢ UTrb(R)

Sg oczywiste.

Rozwazmy dowolng macierz m G UTfIs(i?). Z definicji naszej grupy, musi istnie¢ licz-
ba naturalna n taka, ze m G UT”s(n, R). Z Twierdzenia 2.2.2 wiemy, zc m nalezy do
komutanta [UTfls(n, R), TRB(n, i?)], ktory z kolei jest zawarty w [UTfts(i?), T/}b(/?)]. To
konczy dowod. 1

Opiszemy teraz dolny ciag centralny oraz cigg komutantéw UT/?s(n, R). W tym celu
wprowadzmy definicje kolejnych podgrup. Mianowicie

h
UTRB(n,k,R) := g o gGUT*R),j >n-k = (h)j=0 dla A> 1

Elementy tej grupy sg przedstawione na Rysunku 2.1. Dodatkowo przyjmiemy, zc UTRB(n, O, R)
pokrywa sie z grupg U T "*"n, R).

Okazuje sie, ze whasnie te podgrupy sa wyrazami ciggéw dolnego centralnego oraz ko-
mutantow naszej grupy.

Twierdzenie 2.2.3. Niech R bedzie pierscieniem facznym, przemiennym, z 1, oraz niech
n G N. Wtedy



Rysunek 2.1: Elementy grupy UT/jsPo(n, k, R). Przyjmujemy, ze puste miejsca oznaczaja
wspotczynniki zerowe, natomiast symbole * - dowolne elementy pierscienia R.

[ * oL (/\

i o ... o :
: © :

*
o 7T
k
1 O i

0 1 vV 0

1
1
1

1

1 7fc(UTRflI(n, R)) = UTRB(n, k~1,R) dla k > 1;
2. UT]jg(n,R) = UTfls(n, 2k—1,R) dla0 < k < [log2nJe

Dowdd: Oba dowody bedga indukcyjne ze wzgledu na k.

1 Oczywiécie dla k = 1 mamy réwnos¢ 7i(UTab(4, R)) —UTflg(?i, O, R).

Zatézmy teraz, ze teza naszego twierdzenia jest spetniona dla wszystkich i takich, ze
1< i < k. Rozwazmy wzajemny komutant [UTfls(n, k, R), UT/}s(n, R)}. Jesli mi, m2 sg
postaci (2.8a), gdzie gi £ UT"(i?), g2 £ UT,,(/?), to oczywiscie [gi, g2\ UT”+1(i?), a takze
z Lematu 2.1.5 wiemy, ze g £ UT"+1(i?) mozna przedstawi¢ jako komutator gi £ UT"(i?)
oraz g2 £ UTn(R). Skoncentrujemy sie zatem na macierzach h, hi oraz h2.

Zalézmy, ze ostatnie k wiersze macierzy h\to wiersze zerowe. Zauwazmy, ze poniewaz
4 £ UT*(i2), to w gi —en elementy niezerowe wystepujg wylacznie powyzej k - tej prze-
katnej. Zatem wszystkie elementy w ostatnich k + 1 wierszach macierzy 9i1g21(gi ~ en)h2
sg rowne 0. Z kolei dla dowolnego j > 1, jedynie ostatnie j — 1 elementy wiersza j -tego
moga by¢ niezerowe w produkcie 5" ((% 1—en)* Kiedy pomnozymy je przez hi (otrzymujgc
9N\l {92 1~ en)hi), beda one mnozone przez wspoétczynniki z ostatnich n —j —1 wierszy h\
ktére sg zerowe. Sytuacje te ilustruje Rysunek 2.2.

Poniewaz h = gil{g2l —en)hi +gilg21(gi —en)h2, otrzymujemy stad, ze ostatnie k+ 1
wiersze h sg wierszami zerowymi.

Chcemy jeszcze wykazaé, ze pozostate wiersze h mogag by¢ dowolne. W tym celu wy-



Rysunek 2.2: llustracja do dowodu Twierdzenia 2.2.3.

*N/ *\ /O * * * N/ *\
0 0 =
* + *
0 . *ox (0]
* o*
0) vor 0 07 vo
starczy potozy¢
o o - = o -
1 0 ... 01
n—k—1 1 0 0
5i = G+ el.i+cH 1 52—en, hi—0, h2
i=l (5251") HY)
1
0 1 (5251 ) r(n—i-9).
2. Aby dowies¢ punktu drugiego, stosujemy te sama metode co w punkcie pierwszym.
Dowodzimy poprawnos$ci kroku indukcyjnego, w ktérym koncentrujemy sie na postaci ma-
cierzy h.
Niech mi, m2 £ UT/?g(n,2t—1, R). Oczywiscie Ppb1,52] G UTjf+1 1(i?). Macierze g\—en
oraz e, —g2 w wierszach j - tych majg niczerowe wspotczynniki w ostatnich n —j —
2k + 1 kolumnach; podczas, gdy hi oraz h2 mogg miec¢ niczerowe wspotczynniki jedynie w
pierwszych n —2k + 1 wierszach. Zatem h moze miec niczerowe wspétczynniki jedynie w
pierwszych n —2k+H + 1 wierszach. Aby dowies¢, ze mogg by¢ one dowolne wystarczy wziaé
T 0 ... O 1 O
1 0 ... 0 1
2 1 0 ... 0 1 (5251M)r(1)
51 =—en+ "2 ehi+2h ~ 1 0 i 52 —e,, hi —0, h2 —
! (E5LY7-(71-2\H
0

gdzie w h2 pierwsze 2k wiersze sg zerowe. [
Z powyzszych rozwazan otrzymujemy

Whniosek 2.2.4. Niech R bedzie pierscieniem, tgcznym, przemiennym, z 1, stabilnej rangi
1, oraz zawierajgcym element O taki, ze 0, 1 —0 £ R*, oraz niech n £ N. Wtedy grupa
UTrb(u, R) jest nilpotentna, ajej stopien nilpotentnosci wynosi n.



2.2.3 Komutanty grup TRf{R) i UTRf(R)

Zanim przejdziemy do zbadania wilasnosci komutatorow elementow grup, ktore bedzie-
my omawia¢ w tym rozdziale, zaprezentujemy jeszcze kilka poje¢ oraz wtasnosci macierzy
skonczonych i nieskoriczonych.

Zaczniemy od prostego spostrzezenia prawdziwego dla macierzy unitréjkatnych.

Stwierdzenie 2.2.1. Niech R bedzie dowolnym #gcznym pierscieniem z 1, a takze k < n,
k,n G N.

1 Jesli a,b G UTA(i?) oraz ab G UT"+1(i2), to hiti-+th = — dla wszystkich i takich,
zel<i<n—k

2. Jesli a,b € UTRf(k,R) oraz ab G UT/f/(/c + 1,R), to bir+k = —a"+fc dla wszystkich
i GN.

Dowdd: (1) Poniewaz ab G UT£+1(i2), mamy (a6)iji+tt = O dla 1 < i < n —k
Stad aijbj,i+k = 0. Z zalozenia, ze a,b G UTA(il) otrzymujemy wiec, ze aubiti+Hk +
(li,iHbi+ki+k 0, Cayli 6

(2) Dowad jest analogiczny jak w przypadku skonczonym. 1

Przypomnijmy, ze juz w Rozdziale 1zetkneliSmy sie z macierzami blokowo-diagonalnymi.
Zalézmy, ze mamy dang takg macierz s — Diag(ai,a2,...). Cigg (dimai,dima2,...) be-
dziemy nazywaé typem s. Zatézmy, ze mamy dane macierze blokowo-diagonalne s oraz t
typow (sj, &2, mm, {t\12,...). Jesli spekniony jest warunek

i
VhnENS3K,(IE£N sn=y juU,
i=k
to bedziemy mowi¢, ze t jest podmacicrzg macierzy blokowo-diagonalnej s. Sytuacje te
ilustruje Rysunek 2.3.

Rysunek 2.3: Pierwsza z przedstawionych macierzy jest podmacicrzg blokowo-diagonalng
drugiej.

F* x

Nietrudno zaobserwowac, ze dla wprowadzonego przez nas pojecia prawdziwe sg poniz-
sze wihasnosci.

Stwierdzenie 2.2.2. Jesli s jest macierza blokowo-diagonalna, to s-1 jest réimiez macie-
rza blokowo-diagonalng. Ponadto typy s i s-1 pokrywaja sie.



Stwierdzenie 2.2.3. Jesli s jest macierzg blokowo-diagonalng, a t jest jej podmacierza
blokowo-diagonalng, to st oraz ts rowniez sag podmacierzami blokowo-diagonalnymi s.

Stwierdzenie 2.2.4. Niech s ¢ UTRf(n,R) (n ¢ N) bedzie macierzg blokowo-diagonalng
typu (si, s2,.. .)» Zdefiniujmy macierz s' nastepujgco:

, JSij dla j—i<m
9] 10 w przeciwnym przypadku.

Witedy s' jest podmacierzg blokowo-diagonalng s.

Macierze pojawiajgce sie w powyzszym stwierdzeniu sg zilustrowane na Rysunku 2.4.

Rysunek 2.4: llustracja do Stwierdzenia 2.2.4. Puste miejsca oznaczajg wspotczynniki réwne
0. Symbole * oznaczajg pewne (dowolne) elementy pierscienia R.

1 «1,1+7 * * 1 «1,1+77
1 «2,2+777 * 1 «2,2+ 7

| «3,3+777 1 «3,3+m

Prezentowalismy juz twierdzenie méwigce o tym, ze grupy UTRf(R) oraz TRf(R) sa ge-
nerowane przez macierze blokowo-diagonalne. Teraz udowodnimy twierdzenie analogiczne,
tyle, zc zachodzace dla grup UTRf(k,R).

Twierdzenie 2.2.4. Niech R bedzie pierscieniem facznym, z 1, oraz zatozmy, ze k > 0.
Grupa UTR/(k, R) jest generowana przez macierze blokowo-diagonalne nalezgce do UTRf(k, R).
Doktadniej, kazda macierz m ¢ UTRj(k,R) moze by¢ przedstawiona w postaci iloczynu co
najwyzej dwoch macierzy blokowo-diagonalnych, ktére nalezg do UTRf(k,R).

Dowdd: Dowdd jest indukcyjny ze wzgledu na k.

Dla k = 0 prawdziwos¢ tezy wynika z Twierdzenia 1.2.3.

Zatbézmy, ze nasza teza jest spetniona dla wszystkich O < i < k (gdzie k > 0). Rozwazmy
macierz m G UT/j/(/c + 1,/?). Na podstawie zatozenia indukcyjnego, mozemy zapisa¢ m
jako iloczyn co najwyzej dwoch macierzy blokowo-diagonalnych m, m, takich, zc m, rh G
UTRf(k,R). Ze Stwierdzenia 2.2.1 wiemy, ze m*+fc = —rhi%k dla iGN .

Definiujemy macierz a jako Nin+kMUi+Hk- Zauwazmy, ze ze Stwierdzenia 2.2.4
wynika, zc a jest podmacierzg blokowo-diagonalng rh oraz rh. Mamy rownos¢ m = mm =
@mna){a~Im). Macierz a jest podmacierza blokowo-diagonalng zaréwno m, rh, wiec ma
oraz a-1m sg macierzami blokowo-diagonalnymi. Ponadto (rha)iii+tk = (a~Im)iH= 0 dla
wszystkich i, zatem ma, a~Im ¢ UTRf(k + 1, R). Udato nam sie zatem przedstawi¢ m jako
iloczyn dwoch macierzy blokowo-diagonalnych z UT?/(/c + 1,i?). O

Zauwazmy teraz, zc prawdziwy jest nastepujacy



Lemat 2.2.1. Zatézmy, ze R jest pierscieniem fgcznym, z 1, zawierajagcym element O taki,
zed, 1- 0G/2~

1 Kazda macierz blokowo-diagonalna m ¢ UT/y(/2) moze by¢ przedstawiona w postaci
iloczynu co najwyzej dwdch komutatoréw z grupy [UTfl/(/2), T/~(/2)].

2. Niech k ¢ N. Kazda macierz blokowo-diagonalna m ¢ UT”"(/c,/2) moze by¢ przed-
stawiona jako komutator z grupy [UT/y(/c —1, R), UT/~(/2)].

3. Niech k ¢ N. Kazda macierz blokowo-diagonalna m ¢ UTRf(2k —1,/2) moze by¢
przedstawiona jako komutator z grupy [UT/y(2fc1 —1, /2), UT/}y(2ir1—1, /2)].

Dowdd: Lemat jest wnioskiem z wynikéw przedstawionych w Rozdziale 2.1. Niech
m = Diag(mi, m2,...), gdzie m, ¢ UTni(/2), nalezy do grupy wymienionej w ktéryms$ z
podpunktéw. Korzystamy z Lematéw 2.1.4, 2.1.5 i 2.1.6. Kazda z macierzy m; moze byc¢
przestawiona jako

1 iloczyn dwéch komutatoréw ¢i; ¢ z grupy [UT,,t(/2),Tni(/2)], w przypadku 1 ;

2. komutator c, z grupy [UT*~1(/2), UTTi(/2)], w przypadku 2. ;

3. komutator g z grupy [UT” 1-1(/2),UT"~ 1-1(/2)], w przypadku 3.
Zatem m moze by¢ zapisana jako

1 iloczyn dwdch komutatorow ¢ = Diag(¢L¢2,...), ¢ = Diag(¢1¢2,...), gdzie ¢ ¢ G
INTRf(R), TRf(R)], w przypadku 1. ;

2. komutator ¢ = Diag(ci, @,...) G [UTft/(fc —1, /2), UTRf(R)], w przypadku 2. ;

3. komutator ¢ = Diag(ci, @,...) G [UTft/(2fc1—1, /2), UT/y(2fc 1—1, /2)], w przypad-
ku 3. O

Po powyzszych przygotowaniach przejdziemy do opisu komutantéw naszych podgrup.
Najpierw udowodnimy

Twierdzenie 2.2.5. Niech R bedzie pierscieniem lgcznym, przemiennym, z 1, stabilnej
rangi 1, oraz zawierajagcym element O taki, ze 6, 1—9 ¢ R*. Wtedy

{TRf(R), TRf(R)} = [UTR/(/2), TRF(R)} = UTRF(R).

Dowod: Ponownie inkluzje [TRj (R), Tr/(/2)], [UT/y(/2), T/j/(/2)] C UT*y(/2) nie wy-
magajg dowodu. Rozwazmy wiec inkluzje przeciwne. Wystarczy dowies¢, ze prawdziwe jest
zawieranie UTTl/(/2) C [UTH/(/2), Tfl/(/2)].

Niech m G UTr/(/2). Jesli m jest macierza blokowo-diagonalng, to z Lematu 2.2.1
otrzymujemy, ze m moze by¢ przedstawiona jako iloczyn co najwyzej dwédch komutatoréw
z [UT*/(i2), TH/(/2)].

Jesli m nie jest blokowo-diagonalna, to na mocy Twierdzenia 1.2.3, moze by¢ przedsta-
wiona jako iloczyn dwoch takich macierzy unitréjkatnych. Kazda z tych dwéch macierzy



moze by¢ zapisana jako iloczyn co najwyzej dwoch komutatorow. Ostatecznie wiec, kazdy
element z UTfl/(Z?) moze by¢ przedstawiony jako iloczyn skonczonej liczby komutatoréw z
IDNTRf(R), TRf(R)].D

Z dowodu Twierdzenia 2.2.5 otrzymujemy

Wniosek 2.2.5. Jesli R jest pierscieniem {gcznym, przemiennym, z 1, stabilnej rangi 1,
oraz zawierajgcym element O taki, ze 0, 1—0 G R*, to

C(TRfm < 4

Przejdziemy teraz do opisu dolnego ciggu centralnego oraz ciggu komutantéw grupy
UTTI/(/2).

Twierdzenie 2.2.6. Niech R bedzie pierscieniem fgcznym, z 1. Witedy
- T'fe(UTSI/(il)) = UT/y(/c —1,R) dlak > 1;
2 UTgJd = UTfl/(2€- 1,R) dla k> O.

Dowdd: 1. Dla k = 1 wida¢ od razu, ze stwierdzenie jest prawdziwe. Zalézmy, ze
zachodzi ono dlai. 1< i < k—1, gdzie k > 2.

Inkluzja 7fc(UT/y(i?)) C UTfl/(A; —1, R) jest oczywista.

Rozpatrzmy m G UT«/(/c—1, R). Jesli m jest macierzg blokowo-diagonalna, to z Lematu
2.2.1 otrzymujemy teze. W przeciwnym przypadku, z Twierdzenia 2.2.4 wnioskujemy, ze
m jest iloczynem dwdch macierzy blokowo-diagonalnych z UT/j/(A; —1,R). Na podstawie
Lematu 2.2.1 kazda z nich moze by¢ przedstawiona jako komutator elementéw z grupy
[UTHl/(fc —2, R), UTTfl/(i?)]. Zatem m réwniez nalezy do [UT/j/(/c —2, R), UTr/(.R)].

2. Dowdd punktu drugiego jest analogiczny i pozwolimy sobie na pominiecie go. [

Wynik uzyskany w powyzszym twierdzeniu potwierdza spostrzezenie, ktére mogto byc¢
przez nas uczynione juz wczesniej. Mianowicie

Stwierdzenie 2.2.5. Jesli R jest pierscieniem tgcznym, z 1, to grupa UTRf(R) jest rezy-
dualnie nilpotenta.

2.2.4 Wnioski

Zaprezentujemy tu dwa spostrzezenia, ktére wynikajg z rozwazan przeprowadzonych w tym
rozdziale.
Ustalmy, ze zbidr macierzy

h
9 GGLvVK(R) (2.9)
0 k
takich, ze k ¢ TRf(R), oznaczymy przez GLyj*(R), natomiast zbiér macierzy postaci (2.9)
takich, ze g ¢ SL,,(i?) dla pewnego n, oraz k G U T r/(7?), 0znaczmy przez SL"(i?). Mamy
nastepujace



Twierdzenie 2.2.7. Niech R bedzie pierscieniem {gcznym, przemiennym, z 1, stabilnej
rangi 1, oraz zawierajgcym element O taki, ze O, 1—6 G R*. Wtedy

[GLA(I?),GLA(fI)] = [SL™(i?),GLA(R)] = [SLA(fl), SLA(fI)] = SLA(R).
Ponadto c(GLy”(R)) < 6.

Dowdd: Pierwsze stwierdzenie wynika z rozktadu

h h
k O k

9
0

zachodzgcego dla dowolnego elementu SLyj*(R), a takze z Lematu 2.1.1 i Twierdzenia
2.2.5.

Drugie stwierdzenie wynika natomiast z rozktadu (2.10), Twierdzenia 2.1.2 oraz Wnio-
sku 2.2.5. ™



ROZDZIAL

PODGRUPY WOLNE GRUPY UT"i?)

Rozdziat trzeci poswiecamy jednemu z najbardziej znanych poje¢ w teorii grup - grupie
wolnej. Rozpoczynamy od przedstawienia znanych dotychczas rezultatéw dotyczacych ta-
kich podgrup w grupach macierzowych. Nastepnie przechodzimy do podgrup wolnych w
grupie macierzy nieskonczonych unitrojkatnych. Wprowadzamy pojecie macierzy wstego-
wych i prezentujemy ich wiasnosci. Za ich pomoca formutujemy warunek konieczny na
to, by podgrupa grupy UToo(.R) generowana przez dwie macierze zdefiniowane w pewien
szczegolny sposéb za pomoca macierzy z grupy UT,,(/?), byta grupa wolna rangi 2. Wska-
zujemy tu tez pewne zastosowania tegoz kryterium. W przypadku, gdy macierz skonczenie
wymiarowa, ktérg wykorzystujemy do ”zbudowania” naszych generatoréw ma szczegolnie
prostg posta¢, mianowicie jest transwekcja, podajemy warunek konieczny i wystarczajacy,
by grupa byta wolna. Ponadto prezentujemy jeszcze dwie rodziny podgrup UToc(i?), ktére
sg wolne mimo, iz nic spekniajg wspomnianego wczesniej kryterium. Wspominamy réwniez
o pewnych wiasnosciach, ktére pozwalajg nieco modyfikowac generatory naszych podgrup
bez zmiany ich najwazniejszych cech. Rozdziat konczy klasyfikacja niektorych z naszych
podgrup.

3.1 Podgrupy wolne grup macierzowych skonczenie
wymiarowych
Niech F bedzie grupag w kategorii Q grup (sktadajacej sie z wszystkich grup oraz morfizméw

miedzy nimi), X - zbiorem niepustym, natomiast a : X —» F pewnym odwzorowaniem
zbiorow.

Definicja 3.1.1. Mdéwimy, ze grupa F jest wolna na zbiorze X, jesli dla kazdej grupy G
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w G oraz kazdego odwzorowania / : X —» G, istnieje jednoznacznie wyznaczony morfizm
4:F —» G taki, ze poa = /, tzn. diagram przestawiony na Rysunku 3.1 jest przemienny.

Rysunek 3.1: Schemat do definicji grupy wolnej na zbiorze X.

X— -—-F
) °2

G

Skonstruujemy grupe F, ktéra jest wolna na zbiorze X.

Jesli X jest zbiorem pustym, to F definiujemy jako grupe trywialng (tzn. skiadajaca
sie tylko z elementu neutralnego e).

Zatdézmy, ze X jest zbiorem niepustym. Oznaczmy przez X~I| pewien zbidr taki, ze
[ X_1]= |X] oraz X fi X -1 = 0. Poniewaz X i X~ sa réwnoliczne, istnieje pomiedzy nimi
pewna bijekcja. Wybierzmy jedng sposrdd tych bijekcji.1 Obraz elementu x € X przez te
bijekcje oznaczmy przez x~I. Ponadto wybierzmy pewien zbior jcdnoelementowy, roziaczny
zaréwno z X jak i X -1; oznaczmy jego jedyny element przez e.

Stow*em nazywamy dowolny ciag (ai, a2,...) elementéw z X UX -1U {e} taki, ze ak= e
dla wszystkich k > n, gdzie n jest pewng liczbg naturalng (ustalong dla kazdego stowa).
W szczegolnosci (e, e, e,...) oznaczamy przez e i nazywamy stowem pustym.

Stowo (ai, 02,...) nazywamy zredukowanym, jesli

1. z tego, 7ze ot = x wynika, ze ak+1”~ x_1 oraz z tego, ze ak = x~| wynika, ze ak+\ X
dla wszystkich k € N;

2. jesli an = e, to ak = e dla wszystkich k > n.

Zamiast (ai, aH, ..., an, e e,...) piszemy krotko aia2... an.

Dwa stowa zredukowane ai...an i bi... bm sg réwne, gdy n — m oraz ak — bk dla
1 < k < n, a wiec funkcja , ktora elementowi a z X UJ _1 U{e} przyporzadkowuje stowo a
ze zbioru wszystkich stéw zredukowanych jest injckcjg. W ten sposob mozemy utozsamiac
X zjego obrazem w F(X).

Wprowadzamy w X dziatanie binarne. Niech ai ... ani 6i ... bmbedg dwoma zredukowa-
nymi stowami i niech k bedzie najwiekszg liczbg catkowitg nieujemng taka, ze an_j —bj+lL
lub - = bj# dla wszystkich O < j < k —1 Wtedy, jesli zdefiniujemy dziatanie e
nastepujgco:

ai ... an"kbk+1...bom gdy k < min(n, m)

@ .. dji) O\ Am) A POHeccbm gdy k=n-<m (3.1)
ai...an-k gdy k=m <n
e gdy k=n=m,

to prawdziwe sg ponizsze twierdzenia.

Oczywiscie, jesli |X] = 1, tak naprawde nie mamy zadnego wyboru.



Twierdzenie 3.1.1 (T. Hungcrford, [26]). Dla dowolnego niepustego zbioru X, zbio6r
F = F(X) -wszystkich zredukowanych stéw X tworzy grupe z dziataniem mnozenia zdefi-
niowanym jak w (3.1). Grupa ta jest generowana przez zbiér X . Ponadto, jest ona wolna
w kategorii grup.

Twierdzenie 3.1.2 (T. Hungcrford, [26]). Kazda grupa jest obrazem homomorficznym
pewnej grupy wolnej.

Z Twierdzenia 3.1.2 wynika, ze aby opisa¢ dowolna grupe G = (X), ktéra jest izomor-
ficzna z F/N, gdzie F jest grupg wolna na X, a N jest jadrem epimorfizmu z Twierdzenia
3.1.2, wystarczy wyznaczy¢ X, F oraz N. Oczywiscie F jest wyznaczona przez X. Nato-
miast N jest wyznaczony przez swéj dowolny podzbiér, ktéry generuje N jako podgrupe
F. Jesli w = a\.. .an E F jest jednym z generatoréw N, to obrazem w przez epimorfizm
F — G z Twierdzenia 3.1.2 jest e G G. ROwnanie a\...an = e nazywamy relacjg miedzy
generatorami. Kazda grupa G moze by¢ opisana poprzez podanie zbioru generatoréw X
oraz zbioru relacji R miedzy tymi generatorami. Pod warunkiem, ze dopuszczamy, ze nie
wszystkie elementy X sg rézne, kazdy zbiér X wraz z danym zbiorem relacji miedzy gene-
ratorami wyznacza pewng grupe G.

Jesli grupa G jest generowana przez Xi, x2, ... bedziemy pisa¢ G = (xX\,x2,...).

W szczegolnosci, interesujgca nas w tym rozdziale grupa wolna na zbiorze X jest wy-
znaczona przez X oraz pusty zbidr relacji. A zatem jest ona "wolna od relacji”. O zbiorze
X mowimy, zc jest bazg grupy wolnej F = F(X), natomiast jego moc nazywamy ranga
grupy wolnej. Grupe wolng rangi n oznaczamy przez Fn. Znane jest twierdzenie mowigce, ze
dwie grupy wolne sg izomorficzne wtedy i tylko wtedy, gdy ich rangi sg rowne. Szczegdlnie
interesujacy jest ponizszy fakt.

Twierdzenie 3.1.3. Grupa wolna rangi 2 zawiera grupe wolng rangi n dla dowolnego
n> 2.

Dowdd: Niech F = (X, y) bedzie naszg grupg wolng rangi 2. Wtedy
Fn = (X, y~Ixy,y—2xy2, ..., yl-nxyn—l)

jest grupg wolng rangi n. [
Pierwszy przyktad grupy wolnej w peitnej grupie liniowej skonczonego wymiaru zostat
wskazany w 1914r. Dokfadniej, mamy

Twierdzenie 3.1.4 (F. Hausdorff, [18]). Niech macierze 4>p G SOs(R) bedg zdefiniowane
nastepujaco:

cosa —sina 0O é 232 o' "1 0 o "0
4= sina cosa O 232 ?1’ 0 p= 0 sina —cosa = 0 13
0 0 1 0 0 1 O cosa sina b 22

Wtedy (4>p) = F2.

Kolejny przykiad podgrupy wolnej, tym razem w grupie macierzy wymiaru 2 nad Z
zostat podany w 1947r.



Twierdzenie 3.1.5 (I.N. Sanov, [37]). Niech a,b ¢ SL2(Z) bedg réwne

1T 2 10

Witedy {a, b) = F2.

Warto wspomnie¢, ze twierdzenie to doczekato sie wielu uogolnien.

Zauwazmy, ze przytoczone tu wyniki dotyczg grup, ktére nic sg zawarte w grupach
macierzy unitréjkatnych. Przyczyna jest bardzo prosta - grupa macierzy unitréjkatnych
dowolnego skonczonego wymiaru n jest nilpotentna; spetniona jest w niej tozsamosc

[[LDxi,x2] . x3],.. .].£..] = en,

a wiec nic moze ona zawiera¢ podgrupy wolnej.

Warto dodaé, ze stabilna grupa unitréjkatna réwniez nic moze zawiera¢ podgrupy wolnej,
gdyz jest lokalnie nilpotentna.

Okazuje sie jednak, ze w grupie wszystkich macierzy unitréjkatnych nieskonczonych znaj-
dziemy grupe wolng, i to niejedna.

3.2 Podgrupy wolne w grupie macierzy nieskonczo-
nych

WspomnieliSmy juz, ze w grupach macierzy skoriczonych unitréjkatnych nic istniejg pod-
grupy wolne. Teraz zbadamy ten problem w grupie macierzy nieskonczonych unitréjkat-
nych.

Pierwszym autorem, ktéry stwierdzit, ze dwie macierze unitréjkatne moga generowac
grupe wolng byt S. V. Aleshin. Przyktad ten byt sformutowany w jezyku teorii automatéw,
natomiast macierze generujgce grupe byty okreslone nad ciatem dwuelementowym F2 (w
swojej pracy - [L], Aleshin nic wypisat ich jawnie). Pierwszy jawny opis grupy wolnej w
UToo(F2) zostat podany w artykule [35]. Doktadniej

Twierdzenie 3.2.1 (A.S. Oliinyk, V.I. Sushchanskii, [35]). Niech

e3 & A G b 2
e3 bi d B bk 2
es bi e > 12— e3 b2 2

bedg macierzami nieskoriczonymi blokowymi nad cialem IR2, gdzie

a1 1 . 00O 1 1 0 1 0 O
= 1 00, ca= 0O0DO0 be— 0 1 O c2c= 1 0 O
1 1 1 1 0 O 110 100

Wtedy (flJ 2) = F2.



Drugi przyktad grupy wolnej w grupie macierzy nieskoriczonych unitréjkatnych zostat
opublikowany 4 lata pézniej.

Twierdzenie 3.2.2 (W. Hotubowski, [20]). Niech a, b bedg macierzami nieskonczonymi
blokowo-diagonalnymi nad Z:

c ei

gdzie c=

Grupa {a, b) jest grupg wolng rangi 2.

W niniejszym rozdziale udowodnimy, ze UToo(Z) zawiera nieskoriczenie wiele podgrup
wolnych ”zbudowanych” podobnie jak (a,b) z Twierdzenia 3.2.2. Doktadniej, sformutujemy
pewne kryterium, ktére pozwoli nam konstruowac¢ podgrupy wolne nie tylko UToc(Z), ale
takze UToo(i?) dla pewnej klasy pierscieni R.

3.2.1 Macierze wstegowe i ich wtasnosci

Rozpoczniemy od podania definicji pojecia, ktére bedzie sie pojawia¢ bardzo czesto w tym
rozdziale.

Definicja 3.2.1. Niech R bedzie dowolnym pierscieniem fgcznym, z 1, natomiast G grupg
UTO0(i?) lub UTn(@2) dla pewnego n € N. Ustalmy k € N. MOwimy, ze macierz a 6 G jest
k -wstegowa, jesli

aij = 0 dla wszystkich j —i > k oraz aziHit~ 0 dla pewnego i.
Macierz nazywamy wstegowa, jesli jest k - wstegowa dla pewnego k.

Macierz wstegowg przedstawiamy na Rysunku 3.2.

Rysunek 3.2: Macierz k-wstegowa.

"oo*
1

Oczywiscie macierz z grupy UT,,(i?) moze byC co najwyzej n —1 —wstegowa.



Lemat 3.2.1. Niech R bedzie dowolnym, pierscieniem z 1, natomiast G grupa UTa(il) lub
UTn(R) dla pewnego n G N. Zatézmy, ze a, b G G oraz, ze a jest ki - wstegowa podczas,
gdy b jest k2 - wstegowa.

1 lloczyn ab jest macierzg k -wstegows, gdzie O< k < ki + k2.
2. lloczyn ab jest macierzg ki + k2 - wstegowa, jesli istnieje indeks n taki, ze
«n,n-+HcienHd,nHd+H2 7 0-

Dowdd: 1 Rozpatrzmy wspétczynnik (i,j) macierzy ab. Z definicji mnozenia oraz faktu.
ze a, b sg unitrdjkatne wynika, ze jest on réowny (ab)* = ~2J= ai'Tb§. Zatéozmy, zc i, j s3

takie, zcj —i > ki + k2. Mamy oczywiscie (ab)ij = airbrj +  Poniewaz
a jest ki —wstegowa, air = 0 dla r > R\+ 1, wiec (ab)ij = Ylt=iaiTorj- 2 drugiej strony,
jeslir < ki, toj —r >j —ki > i +ki + k2—ki = i + k2, &zatem ] —i > k2. Poniewaz
6 jest k2 —wstegowa, wynika stad, ze brj = 0 dla r < ki, a wiec ostatecznie (ab)tj = 0 dla
j —i > ki + k2 i macierz ab moze by¢ co najwyzej ki + k2 -wstegowa.
2. Z punktu pierwszego wiemy, zc jesli a jest ki —wstegowa, a b - k2 —wstegowa, to ab

jest k —wstegowa dla k < ki + k2. Pozostaje wykazac, ze k = ki + k2 wtedy i tylko wtedy,
gdy anh+klbnHwn+ki+H<2 + 0 dla pewnego n. Oczywiscie ab jest + k2 - wstegowa, gdy
(ab)nnHd+H2 ~ 0 dla jakiegos n. Mamy

n+fci —1 n+fci+/c2

Analogicznie jak w poprzednim podpunkcie zauwazamy, ze jeslin < i < n +ki —1, to
bi,n+klH2 = 0, podczas gdy n + ki +1 < i < n + ki + k2, mamy ani = 0. A zatem
fle) A2 «nnAibn+kl, 71-Hd+&2* Jesli wiec mamy anh-XIbnkiimkirk ~ 0 dla pewnego
n, to ab jest ki + k2 —wstegowa, a takze odwrotnie —jesli ab jest K\+ k2 - wstegowa, to
«n,+Hd bn+kl,i+Hd H2 7 0 dla pewnego n. dl

Bezposrednio z powyzszego lematu wynika

Whniosek 3.2.1. Zatézmy, ze R jest dowolnym pierscieniem tgcznym, z 1, natomiast G
grupg UToo(i?) lub UTu(i?) dla pewnego n G N. lloczyn r macierzy z grupy G, z ktoérych
kazda jest k wstegowa, jest macierzg co najwyzej rk - wstegowa.

Ponadto prawdziwy jest ponizszy

Lemat 3.2.2. Niech R bedzie dziedzing catkowitosci, a k liczbg naturalng. Jesli macierze
di, a2, . . aTG UTOQ(i?) sg takie, ze

1 asjest k-wstegowa dla kazdego 1< s<r,

2. istnieje indeks i taki, ze dla wszystkichj G N U {0} mamy



to iloczyn a := a\.mmmmr jest macierzg rk - wstegowa.

Dowod: Z Whniosku 3.2.1 i zatlozenia 1 wiemy, ze a = ai ***am jest co najwyzej mk -
wstegowa. Rozwazmy wspétczynnik ai+k~+mk+Hk- Mamy oczywiscie

&i+jk,i+mk+k (ai)i+jk,piifl2)pN\e ' ' (fir)pr.—i,i+Tk+Hk- (32
Pl<P2<—<Pr-|

Wszystkie as sa "-wstegowe, zatem jesli w sumie po prawej stronie réwnosci (3.2) marny
pg+l—pg > k dla pewnych pg+i, pg, to (aiyppg+1 = 0. Stad nasza suma redukuje sie do
wspoétczynnika aiHk,i+Tk+Hk, ktory jest réwny

(«i)i+jk,i+k+jk(Q'2)i+k+jk,i+2k+jk " " "iflr—l)i+ (r—=2)k+jk,i+ (r—)fe+jfe(®r)i+ (r—)k+jk,i+rk+jk-

Poniewaz na mocy zatozenia 2. wspotczynniki (as)i-Ha-i)k+Hk,i+sk+Hk sg niczerowe oraz R
nic posiada dzielnikow zera, otrzymujemy stad, ze ai+k,i+rk+jk 7* 0, co oznacza, ze a jest
rk -wstegowa. [

3.2.2 Zastosowanie macierzy wstegowych do konstrukcji grup wol-
nych

Przejdziemy teraz do naszego gtéwnego rezultatu. Pokazemy w jaki sposéb mozna skonstru-

owac podgrupe wolng grupy UTO00(i?), gdy R jest dziedzing catkowitosci (tj. pierscieniem

tacznym, przemiennym, z 1, bez dzielnikdw zera) charakterystyki 0. Macierze, ktdre beda

generowaly nasze grupy bedg blokowo-diagonalne.

Niech R bedzie dziedzing catkowitosci charakterystyki O, n —liczbg naturalng, natomiast
Cc —macierzg z grupy UTn(/?), rézng od jednostkowej, tzn.

c=e+7, gdzie 7=~ (%% ~ 0. 3.3

1<1<J<71

Na macierze c naktadamy nastepujacy warunek:
CijCor ™0 = j ™p oraz i”"r. (3.9
Nietrudno wykaza¢ prawdziwos$¢ podanego stwierdzenia.

Stwierdzenie 3.2.1. Jesli R jest dowolnym pierscieniem z 1, oraz ¢ € UTn(R) (n € N)
jest postaci (3.3) i spetnia warunek (3.4), to

¢ =e+r7 dla dowolnego r € N.

Dowod: Dla r = 1 teza oczywiscie jest spetniona.
Zauwazmy, ze



a wiec z zatozenia (3.4), 72 = 0, i oczywiscie w konsekwencji Y = 0 dla r > 2. Jesli wiec
r> 2, to

cT=(e+7)f=e+ ~ 7+ Q + eeet (r N Arl1+”N =e+n mD

Zwréémy uwage, zc innym sposobem wyrazenia warunku (3.4) jest stwierdzenie, ze c jest
iloczynem pewnych parami przemiennych transwekcji.

Ustalmy liczbe naturalng m, 1 < m < n. Definiujemy macierze blokowo-diagonalne a,
bc UToc(i?):

Tak wiec

a &oo "t gdzie (4 NN N Mikpn, (3.53)
I<i<j<n p=0

N0 ‘@ gdzie j5 "GN . (3.5b)
I<i<j<n p—o
Liczbe m bedziemy nazywaé przesunieciem 6 wzgledem a, lub krétko przesunieciem.
Niech (a, 6) bedzie grupa generowang przez a, b. Pokazemy, ze przy pewnych zatozeniach
(a, b) jest grupa wolng. Najpierw jednak poczynimy jeszcze pare spostrzen dotyczacych a
i b
Zauwazmy, ze z warunku (3.4) wynika, ze

COo pocigga
ak = e+ ka, (3.6a)
bk = e+ kp (3.6b)
dla dowolnej liczby k EX. Ponadto
akbk = e +ka + k'O + kk'aP, (3.7a)
bkak = e + ka + K(3 + kk'pa . (3.7b)

Sformutujemy i udowodnimy teraz nasz pierwszy rezultat.

Twierdzenie 3.2.3. Niech R bedzie dziedzing catkowitosci charakterystyki O, oraz niech
nGN, 1< m < n. Zaldzmy, ze c G UT,,(/?) \{e,.} jest postaci (3.3) i spetnia zatozenie
(3.4), a takze, ze a i b sg zdefiniowane jak w (3.5a), (3.5b).

Jesli ab jest n-wstegowa lub ba jest n-wstegowa, to (a, b) jest grupa wolng rangi 2.



Dowod: Przeprowadzimy dowdd dla przypadku, gdy ab jest n - wstegowa.
Aby wykazaé, ze grupa jest wolna wystarczy udowodnié, ze pomiedzy jej generatorami
nie ma zadnych relacji, tzn. w naszym przypadku, ze macierz postaci

aklbkuikn /i s krbkr (3.8)

jest rézna od e”, dla dowolnej liczby » > 1 oraz dowolnych ki} k[, gdzie ki » 0 lub Kr ~ 0,
oraz wszystkie K[, k2, k2, ..., Kr_I, kr sg niezerowe. Zeby tego dowies¢, pokazemy, ze kazda
macierz postaci (3.8) jest s —wstegowa dla pewnego s > 0.

Zacznijmy od przypadku, gdy r w (3.8) wynosi 1oraz ki * 0, K[ = 0. Z (3.6a) otrzymu-
jemy, ze (akl)i+pnj +n = kiCij, co na podstawie zatozenia c”~e,, oraz zatozen dotyczacych
r, gwarantuje, ze (akl)i+pnj Hn ~ 0. Zatem akl » ex . Analogicznie korzystajgc z (3.6b),
rozpatrujemy przypadek gdy ki = 0, k| * 0.

Zauwazmy, ze jesli w grupie (a, b) mamy relacje postaci (3.8) takg, ze Kr = 0, to z

akr(aklbklak?bk? memm kr)a~kr =

otrzymujemy
a™+ krbk[ak2bk2 .. .akr-IbKr_, =

Natomiast, gdy ki = O, to z
b~k (bk a kok* e« eakrbK )bl = ex

wynika relacja
akbi. .. = 0o.

Bedziemy zatem zaktada¢, ze ki 0 oraz KT" O.
Niech wiec r > 1, ki, KT* 0. Zauwazmy, ze na podstawie réwnosci (3.6a), (3.6b), (3.7a),
a takze punktu drugiego Lematu 3.2.1 i zatozenia, ze ab jest n - wstegowa mamy

(fl b s)i+pni+n+pn  ksks@@Wrpnj+n+m  kskg(@tyi+pn,i+n+pn A O

dla 1 < s < r. A zatem macierze afcoix spetniajg zatozenia Lematu 3.2.2. Stad produkt
I"Is=1 akabk* jest macierza rn —wstegowg (r, n > 1) i nie moze by¢ réwny e”. Ostatecznie
wiec, w grupie (a, b) nic ma zadnych (nietrywialnych) relacji miedzy generatorami i jest to
grupa wolna rangi 2.

Przypadek, gdy ba jest Ti-wstegowa rozpatruje sie analogicznie. [

Zauwazmy jeszcze, ze z definicji a i b otrzymujemy, ze

n
(ab)i-Hnt +HHn A A cjscs_mj+H_m

s=i+l|

i ze aby powyzszy wspo6tczynnik byt niezerowy konieczne jest, by indeks i spetniat nieréw-
nos¢ i < 72

Zaprezentujemy teraz przyklady zastosowan Twierdzenia 3.2.3.



Przyktad 3.2.1. Niech n bedzie liczbg parzysta. Definiujemy ¢ nastepujaco:

1 ad

1

gdzie cs 0 dla pewnego s. Wybieramy przesuniecie m = Z definicji c wynika, zc a i 6
sg | - wstegowe. Ponadto mamy:

v
(ab)sHxrsHrn = c8 dla wszystkich 1< s< -, p €N,

Wiemy réwniez, zc ktérys ze wspotczynnikéw csjest niezerowy i nie jest dzielnikiem zera.
Stad ab jest n —wstegowa. Zatem z Twierdzenia 3.2.3 grupa (a, b) jest wolna rangi 2.
Jesli natomiast wezmiemy przesuniecie 1 < m < to

(ab)sHnsHrH+pn csms m dla 5 ji.

Zatem, przy dodatkowym zatozeniu c,cs m ~ 0O dla pewnego s > m, (a, b) jest réwniez
grupg wolna.

Przykitad 3.2.2. Niech n ponownie bedzie liczbg parzystg, natomiast ¢ € UTO00(Z):

1 cl2 0 cCcig o

K Kk 10 0 O
22 . ) 1 ¢34 0
C—en+ @si_1,252' e2si-1,2s2
5=1 24
1 cCk-lk
0 1

Wybierzmy wspétczynniki z pierwszego wiersza oraz ostatniej kolumny c tak, aby wszystkie
byty dodatnie. Jeslim = 1, to z

ab= le+E E C2S-\ 25251+, 2s+n } le+E E EAX EA—I+HN A +Hmn
y p i<s<s;<i y vy p i<<EKf

= n+6-e+E E c2s-1,2ic2t-1,2t'e2s-1+Hon,2t' +Hra

P I<s<t'<2

wynika, ze ab jest co najwyzej n -wstegowa. Ponadto

n

Hpl+Htp E | A,2C%-,n 0.
S=

A zatem ab jest n-wstegowa, czyli (a, b) jest grupg wolng rangi 2



Przyktad 3.2.3. Podobnie jak w Przyktadzie 3.2.2 dla n > 6, parzystego, definiujemy c:

10 &3 0 ¢G5

o 10 0 0
2 2 1 0 cs5
0
o] 1

i podobnie jak powyzej sprawdzamy, ze dla m = 2 oraz wspo6tczynnikéw spetniajacych
warunek

n-2
2

A,%+HC2s-I,n-1 / 0,

grupa (a, b) jest wolna rangi 2.

3.2.3 Pewne rodziny podgrup wolnych w UTX)(R)

Zbadamy teraz grupy generowane przez a, b zdefiniowane w poprzednim podrozdziale, w
przypadku, gdy ¢ ma szczeg6lng posta¢. Bedziemy mianowicie zaktadac, ze cjest transwek-
cja. Sklasyfikujemy tutaj grupy generowane przez a, b zbudowane za pomoca c= " (7).

Twierdzenie 3.2.4. Niech R bedzie dowolng dziedzing catkowitosci charakterystyki O,
natomiast n, m - liczbami naturalnymi takimi, ze 1 < m < n. Zatlézmy ponadto, ze
c= tijil) € UT"i?) (j € R \{0}j oraz, ze a, b sg zdefiniowane jak w (3.5a), (3.56).

, to (a, b) jest grupa abelowa.

. . to (a, b) jest grupg wolng rangi 2.
j+m=i+n

. ] to (a, b) jest grupa nieabelowg, w ktoérej istniejg nietrywialne
1j +m ™ i+n

relacje pomiedzy generatorami.

. Jesli < ) , to (a, b) jest grupa nieabelowa, w ktoérej istniejg nietrywialne
lj +m=1+n

relacje pomiedzy generatorami.

Dowdd: Niech ¢ = tij(7) € UT,,(i?) jak w zatlozeniu. Wtedy



A zatem

an-= 7'!E Ni+pnj+pn *&+h+qgn,j+rn+qgni p@- T 7 ™Moji+m+gnj+m+qgn ' Ni+pnj+pw

P<l p<7

Zauwazmy, ze a/3 7 O wtedy i tylko wtedy, gdy j+ pn = i + m + gn dla pewnych
p,g 6 N, czylii+m = j +rn dla pewnego r G Z. Oczywiscie i +m > 0, wiec re NU {0}.
Gdyby r bylo dodatnie, to z zatozen i < j, m < n otrzymalibySmy i +m < j +rn, czyli
sprzecznosé. Stad a/3 ~ 0 wtedy i tylko wtedy, gdy i +m = j.

Analogicznie, /3a * 0 wtedy i tylko wtedy, gdy istniejgp, g £ N takie, ze mamy réwnosc
j+m +qgn=i+pn,czylij+m = i+rndlapewnegor € Z. Zzatozeni <j < n,1<m<n
prowadzi nas do nieréwnosci 1+i < j +m < 27 skad otrzymujemy, zej +?73 = i +n jest
warunkiem koniecznym i wystarczajacym, by pa 0.

Przedyskutujmy zatem kolejno wszystkie mozliwe przypadki.

[iri +m
1j +m ™ i+n

W tym przypadku &/3 = Pa = 0, wiec ab = ex +a + /3= ba. Poniewaz generatory sg

przemienne, grupa réwniez jest przemienna.

j =i+ m
j+m=1i+n
Z ukiadu, ktéry speiniajg i, j, m, n wnioskujemy, ze n musi by¢ liczbg parzysta,
natomiast przesuniecie m musi by¢ réwne Wtedy a/3 = 7 ei+pn,i+n+pn, @ zatem

ab —Co +a + 3+ a/3 jest n —wstegowa - spetnione sg zatozenia Twierdzenia 3.2.3, wiec
(a, b) jest grupg wolna rangi 2
fj =i+m
Nj-\-m~i +n
W tym przypadku mamy a/3 770, Pa = 0, ab=ex +a +/3+a/3, ba—ex +a +/3
Korzystajgc dodatkowo z faktu, ze a2 = /2= 0 mamy

ab-ba— (ex +a +/3)2+aP(e@+a +/3) = (e +a +/3)2+a/3
= (ex + a+ /3)2+ (00 + a + /3)a/3 = ba mab,

a stad [ba,ab] = ex. Zatem w (a,b) spetnione sg pewne (nietrywilane) relacje miedzy
generatorami.
4 ij™Ni +m
Nj+m=1i+n
Tym razem a/3 =0, /3a/ 0,ab= ec0o+0 +P, ba—ex +a +/3+Paoraza2= /2= 0,
tak wiec

abeba = +a +/3)2+ (eco+a +/3)/3a= (e +a +/3)2+ Pa
= (eco+a +P)2+Pa(e@+a +/3) = ba mb,

a stad ponownie [ba ab] = e”. O
Otrzymalismy peing klasyfikacje grup (a, b) w przypadku, gdy cjest transwekcjg. Warto
zwroci¢ uwage, ze (a, b) moze by¢ wolna jedynie, gdy wymiar c jest parzysty.



W przypadku, gdy (a, b) nic jest ani grupg wolng ani abelowag wskazaliSmy pewng
relacje, ktéra spetniajg generatory. Grupy, w ktérych istnieje tylko jedna relacja miedzy
generatorami zajmujg w teorii grup szczegoélne miejsce, jednak nasze grupy do tej rodziny
nic nalezag. W szczegolnosci w (a, b) (gdy nic jest wolna ani abelowa) spetnione sa relacje
postaci aklbklak2bk?ak3hk3 = e< dla wszystkich wyktadnikow spetniajacych uktad réwnan

ki+2+73=0
kl +K2+K3=0
A2h2 + Mjk3 + K2k = 0.

Rozwigzania tego uktadu majg postac

( ki = -b(x + (-1)4y) k2= (~1)syb k3= xb
| K[ = (~I)sxa K2= —a(y + (-1)")  K3=va,

gdzie a,b,x,y £ R, 6 £ {0,1}. Stad, poniewaz R ma charakterystyke 0, otrzymujemy
nieskonczenie wiele relacji.

3.2.4 Inne przyktady konstrukcji grupy wolnej

W Twierdzeniu 3.2.3 podajemy pewien warunek na a oraz b, ktéry jest wystarczajacy,
aby a i b generowaly grupe wolng. Nie jest to jednak warunek konieczny. Aby wykazaé, zc
istotnie tak jest, wskazemy kolejng rodzine podgrup wolnych, ktérych generatory nie beda
spetniaty zatozen Twierdzenia 3.2.3.

Dla n £ N definiujemy macierz ch £ UT,,(i?) nastepujgco:

1 ¢c2 c3
1 0 0
1 0 (3.9)

"
1
N

Nietrudno sprawdzi¢, ze  spelnia warunek (3.4).
Wykazemy, zc spetnione jest

Twierdzenie 3.2.5. Niech R bedzie dowolng dziedzing catkowitosci charakterystyki 0, na-
tomiast n, m -liczbami naturalnymi takimi, zel < m < n, oraz niech Ch bedzie zdefiniowa-
na jak w (3.9). Jesli cm+Hc,,_m+H 70, to grupa (a, b), gdzie a, b sg okreslone jak w (3.5a),
(3.56), jest grupa wolng rangi 2.

Dowdd: Podobnie jak w dowodzie Twierdzenia 3.2.3 pokazemy, ze w (a, b) nic ma
zadnych relacji miedzy generatorami.
Dla dowolnych k, k' mamy

m+n 00
ab  @p ka kGH"Y, gdzie Kk A A A AONHOS—ATI+pNs+pn i

5= 771+2 p=o0



a zatem ab jest n + m —1 - wstegowa. Jesli wiec m ~ 1, to nie mozemy skorzysta¢ z
dotychczasowych rezultatéw. Niech gT = ris=iafcs™Ms oraz 9 = aK'¥bkr+L Oczywiscie g\
jest rozna od macierzy jednostkowej.

Zatdézmy teraz, ze macierz gr jest co najwyzej rn +m —1 —wstegowa, gdzie r > 1 Jesli
(gnuv 7 0, to musi zachodzi¢ ktérys z ponizszych przypadkow.

lL.u=v
2.u=1modn oraz v—u<rn-+m
33.u=m+1modn oraz v—u<rn

Ponadto, jesli u = 1modn i jednocze$nie rn < v—x < rn +m, to

a w szczegolnosci

ktéry to wspoétczynnik na mocy naszych zatozen jest rozny od zera.

Rozpatrzmy teraz gT+\Jesli wspotczynnik (5r+H)ul, jest niezerowy, to (gT)y oraz gjv
muszg by¢ niezerowe dla pewnego j. Z (gr)uy 7 0 wynika, ze albo u = Imodn, albo
u=m + 1modn, albo u = j, natomiast z gjv”~ 0 otrzymujemy, ze alboj = 1modn, albo
j —m + 1modn, albo j = v. Przedyskutujmy kolejno wszystkie przypadki. Korzystamy w
nich z faktu, zejesli (gr)y 72 0,toj —u < rn +m, a takze jesli gjv 7" 0,tov—j < n +m.

l.u=1Imodnij = 1modn

Mamy j —u = Omodn, a wiec poniewaz j —u < rn + m, musimy rowniez mie¢
j —u < rn. Korzystajac z tego, ze v—j < n +m otrzymujemy, ze

v—u=W—j)+(—uw<rm+n+m=(r+10)n+m.

2.u=1modnij = m+ 1modn

Tym razem j —u = mmodn, wiecj —u < (r —1I)n +m. Ponadto v—j < n +nm,
zatem
V—u<(r—I)n+m +n-]-m—rn+2m < (r +)n +m .

3 u=1modnij =v

Zj —u<rn+moraz v—j = 0 otrzymujemy

Vv—u<rn +m+0<(r +1)n+m.



4 u=m+1modnij = 1modn

W kolejnym podrozdziale uzasadnimy, zc wystarczy rozpatrywac jedynie przesuniecia
m spekniajgce warunek m < Skorzystamy z tego faktu juz teraz. Dla takich m
mamy j —u < rn —m, a zatem

v—u<n+m-+rn—m=(r+Dn < (r+0)n+m.
5 u=m+1modnij =m+1lmodn
Zj —u = Omodn wnioskujemy, zc j —u < rn, a nastepnie
v—u<rn+n+m=(r+0)n+m.
6. Uu=m+1modn\j —Vv
Poniewazj —u<rn+miv—j =0, to
Uu—u<r?i +m+0< (r+D?2i+m.
7. u=jij=1modn
Zj —u=0o0razv—j < n+m otrzymujemy
v—u<n+m<((r+DHia+m.
8.u=jij=m+1modn
Z zalozeh v—j < n+mij —u = 0mamy ponownie
v—u<n+m< (r+21n+m.
QG u=jij=v
W tym przypadku mamy oczywiscie

V—u=0+0<(r +1)n+m.

Z rozwazan przeprowadzonych w punktach 1.-9. wynika, ze macierz gT+H jest co najwyzej
(r + Y)n +m —1 —wstegowa, jak chcieliSmy udowodni¢. Wezmy pod uwage indeksy postaci
u=1+pn,j =1+rn+pn, v=m+rn+pn (jak w przypadku pierwszym), gdziep G N.
Wtedy (gr+i)uv 7 0, a zatem gTH jest macierzg (r + I)n + m — 1 — wstegowg, a zatem
g+ ex.Ponadtodlau= 1+pn,j = 1+rn+pn,v= 1+ (r+1)n +pn (réowniez jak w
przypadku pierwszym) otrzymujemy

czyli drugg czes¢ tezy. A zatem (a, b) jest grupg wolng rangi 2. ™



Jesli podobnie do macierzy Ch zdefiniujemy cv\

"o . 0 G
T- 1 1 : c2
Q. - 0 : (3.10)
s=1
1 G4
1

to analogicznie jak Twierdzenia 3.2.5 mozemy dowieS¢ ponizszego twierdzenia.

Twierdzenie 3.2.6. Niech R bedzie dowolng dziedzing catkowitosci charakterystyki 0, na-
tomiast n, m - liczbami naturalnymi takimi, ze 1 < m < n, oraz niech cv bedzie zdefinio-
wana jak w (3.10). Jesli CmCn-m 7* 0, to grupa (a,b), gdzie a, b sg okreslone jak w (3.5a),
(3.56), jest wolna rangi 2.

3.2.5 WiasnosSci przedstawionych podgrup

Juz w dowodzie Twierdzenia 3.2.5 powotywaliSmy sie na pewne wiasnosci badanych przez
nas podgrup. Teraz udowodnimy, ze mieliSmy prawo do zastosowania tam uproszczen oraz
zaprezentujemy jeszcze kilka obserwacji.
Zatézmy, ze
c en+ ‘PR2YRR2 FP Nisjshisja
spetnia zatozenie (3.4). Wprowadzmy oznaczenia

1(c) = {h,i2,...,is},  J{c) = {ji,j2, mmjs} ;

1(c) i 3{c) bedziemy rozumie¢ jako zbiory uporzadkowane bez powtorzen. Poniewaz w
naszych rozwazaniach pojawiaja sie réwniez pewne przesuniecia, wprowadzimy réwniez
oznaczenia

1) +m={fM\+mmodn,i2+m mod?i,..., is+ mmod n},

J@©+m={ji+mmodn,j2+mmodn,...,js+mmodn) .

Od razu mozemy zaobserwowaé, ze prawdziwe jest

Stwierdzenie 3.2.2. Niech R bedzie dowolng dziedzing catkowitosci charakterystyki O,
natomiast n, m -liczbami naturalnymi takimi, ze 1< m < n, natomiast c G UT,,(i?). Jesli
wszystkie pary indekséw (i,j) ze zbioru (X{c) U1(c) + m) x (J{c) UJ{c) + m) speiniaja
warunek (3.4), to grupa (a,b) (gdzie a, b sg okreslone jak w (3.5a), (3.5b)) jest abelowa.

Dowod: Z zatozenia wszystkie transwckcjc, ktorych iloczynami sg a i b sg przemienne.
Stad a i b réwniez muszg by¢ przemienne, a w konsekwencji (a, b) jest grupa abelowa. ™
Wprowadzmy jeszcze jedno oznaczenie. Niech a — Diag(ai, a2,...) G UT"i?) oraz
idgNU {0}. Kladziemy
d+w—Diag(eu,,a\ dz2,...).

Ustalmy ponadto, ze jesli a = a-+w, to bedziemy pisa¢ a = a”w.
Nietrudno zweryfikowac¢ nastepujace obserwacje.



Stwierdzenie 3.2.3. Niech R bedzie dowolnym pierscieniem z 1 oraz niech a, b G UTO00(i?).
Ponizsze stwierdzenia sg réwnowazne.

1 Grupa (a,b) jest abelowa.

2. Dla dowolnego w SN U {0} grupa (a+w,b-+w} jest abelowa.

3. Istnieje jdgN U {0}, dla ktérego grupa (a+w,b-n) jest abelowa.
Dowéd: Udowodnimy réwnowaznos¢ warunkéw 1. i 2

Jesli

i 6X i"6X
jEJ j'e3s’

to (a, b) jest abelowa wtedy i tylko wtedy, gdy
i ™j' oraz i'/ j dla wszystkich i e 1(c),j GJ(c),i' GT'(c),j' GJ'{c).

Jest to réwnowazne stwierdzeniu, ze

i+w”™j' +w oraz i'+w”™j+w dla i£l(c),j G Gz'(c),/ GJ'(c),

gdzie w g NU {0}.
Zatem kladaci=i+w,j =j +w, i' =i +w,j" =j +w, mamy

i ™j" oraz i"Mj dla iG1(c)+w,j GJ(c) +w,i*E T(c) +w,j' GJ'{c) +w,

gdzie w G N U {0}.
Ostatni warunek oznacza oczywiscie abclowos¢ (a+w, b+w) dla dowolnego w g NU {0}.
Réwnowaznosci warunkéw 1 i 3. dowodzi sie analogicznie. (1

Stwierdzenie 3.2.4. Niech R bedzie dowolnym pierscieniemz 1, m G N oraza G UTO00(i?).
Ponizsze stwierdzenia sg rownowazne.

1 Macierz a jest m-wstegowa.
2. Dla dowolnego w G N U {0} macierz a-+w jest m-wstegowa.
3. Istnieje w G N U {0}, dla ktérego macierz a-tw jest m-wstegowa.

Dowdd: Ponownie pozwolimy sobie wykazac jedynie réwnowazno$¢ warunkéw 1 i 2

Z definicji a-w mamy oczywiscie (a-hn)ij = ai-hnj +w. Macierz a jest m -wstegowa wtedy
i tylko wtedy, gdy

a. aij = 0 dla wszystkich i, j takich, zej —i > m,

b. aiti-+ln 7 0 dla pewnego i G N.

Warunki te sg rownowazne



a’. aitw +w= Odla wszystkich i, j takich, ze § +w) —(i +w) > m, w G N U {0}
b’. dla kazdego w G N u {0} istnieje i G N takie, ze ai+w+w+m”" 0O,
ktore sg spetnione wtedy i tylko wtedy, gdy
a”. (ahwi>ji = 0 dla wszystkich i', j' takich, zc j' —i* > m, w G N U {0}
b”. dla kazdego w G N U {0} istnieje i' G N takie, ze (a-+wW)i>"+In" 0.

Oczywiscie z definicji a+wwnioskujemy, ze warunek a. jest spetniony réwniez dla i',j" < w.
A zatem a jest m-wstegowa wtedy i tylko wtedy, gdy a-twjest m-wstegowa dla wszystkich
wGNU {0} O

Ponadto mozemy zauwazy¢, ze spetnione jest réwniez

Stwierdzenie 3.2.5. Niech R bedzie dowolnym pierscieniem z 1, m G N, i niech a G
UToo(R) bedzie okreslona jak w (3.5a). Wtedy a jest m -wstegowa wtedy i tylko wtedy, gdy
dla dowolnego w G Z macierz awjest m -wstegowa.

Nasza kolejna obserwacja dotyczy podgrup wolnych.

Twierdzenie 3.2.7. Niech (a, b) bedzie grupg opisang w Twierdzeniu 3.2.3. Ponizsze stwier-
dzenia sg réwnowazne.

1 Grupa (a,b) spetnia zatozenia Twierdzenia 3.2.3 (tzn. macierz ab lub ba jest n -
wstegowa) i jest grupa wolng rangi 2.

2. Dla dowolnego w G NU{0} macierz a-twb+w lub b-rna-+wjest n —wstegowa i (a-+w, b-+w)
jest grupa wolng rangi 2.

3. Istnieje w G N U {0} , dla ktérego macierz a-twb+w lub b-rna-+w jest n - wstegowa i
(a+wb+n) jest grupa wolng rangi 2.

Dowdd: | tym razem przedstawimy dowdd réwnowaznosci punktow 1 i 2.
Grupa generowana przez a, b spetnia zatozenie Twierdzenia 3.2.3 wtedy i tylko wtedy

(«B)i+pni+HHpN ~ 0 dla pG I
Ma to miejsce, gdy
(«tyj * ~N O dla pGMwGMU {0},
COo oznacza, ze
(HWMW T Wi HWHTIHPN 7270 dla p G N, WG N U {0} ,TG N,

a to prowadzi nas do wniosku, ze (a+w, b+w) jest grupa wolng. [
Oczywiscie prawdziwe sg réwniez twierdzenia

Twierdzenie 3.2.8. Niech (a, b) bedzie grupg opisang w Twierdzeniu 3.2.5. Ponizsze stwier-
dzenia sg réwnowazne.



1 Grupa (a,b) spetnia zatozenia Twierdzenia 3.2.5 (tzn. cmHc,, m_i ~ 0) i jest grupa
wolng rangi 2.

2. Dla dowolnego w G N U {0} grupa (a-+w, b+n) jest grupg wolng rangi 2.
3. Istnieje w € N U {0} , dla ktérego grupa (a-+w, b-+w) jest grupa wolna rangi 2.

Twierdzenie 3.2.9. Niech (a, b) bedzie grupa opisana w Twierdzeniu 3.2.6. Ponizsze stwier-
dzenia sg rownowazne.

1 Grupa (a, b) spetnia zatozenia Twierdzenia 3.2.6 (tzn. cmc,,_m 7* 0) i jest grupg woing
rangi 2.

2. Dla dowolnego we N U {0} grupa (a+w, b-+n) jest wolna rangi 2.
3. Istnieje w G N U {0} , dla ktérego grupa (a-+w,b+n) jest wolna rangi 2.

Wykorzystamy powyzsze twierdzenia do opisu kolejnych grup wolnych.
Jedli dla 2 < i < n zdefiniujemy

k—++2

(3.11)

to otrzymamy nastepujacy

Wniosek 3.2.2. Niech R bedzie dowolng dziedzing catkowitosci charakterystyki 0, na-
tomiast n, m - liczbami naturalnymi takimi, ze 1 < m < n, oraz niech ¢ = cj* be-
dzie zdefiniowana jak w (3.11), gdzie cr 0 dla wszystkich 2 < r < n —i + 2. Jesli
i < min(m+1n—m +1), to (a, b), gdzie a, b sa okreslone jak w (3.5a), (3.56), jest grupa
wolng rangi 2.

Dowod: Po uwzglednieniu rezultatow Twierdzenia 3.2.8 zauwazamy, ze grupa opisana
w tezie twierdzenia, to oczywiscie szczegollny przypadek Twierdzenia 3.2.5. Z zalozenia
i < min(m + 1,n —m + 1) otrzymujemy, ze

1 parametr i spetnia nieréwno$¢ i < m + 1, a zatem n —i +2 > n —m + 1 Poniewaz
cr 770dlar < n—i+ 2, wnioskujemy, ze wspotczynnik c,,_m+ljest rézny od zera;

2. parametr i spetnia nierownos¢ i < n—m + 1,a wiec n —i +2>m + . Mamy wiec
OmH ™0

Z punktéw 1 i 2. wynika wiec, ze spelnione sa zatozenia Twierdzenia 3.2.5, a zatem (a, b)
jest grupg wolng. I



Pozwolimy sobie na_rjeszczejeden wniosek, tym razem z Twierdzenia 3.2.6. Mianowicie,
jesli 1<j <n—1i0?" jest réwna:

1 0 ¢ O

Ti— 1
(3.12)

to prawdziwy jest

Whniosek 3.2.3. Niech R bedzie dowolng dziedzing catkowitosci charakterystyki O, nato-
miast n, m - liczbami naturalnymi takimi, ze 1 < m < n, oraz niech c = bedzie
zdefiniowana jak w (3.12), gdzie cr 0 dla wszystkich r > j. Jeslij < min(m, n —m), to
(a,b), gdzie a, b sg zdefiniowane jak w (3.5a), (3.5b), jest grupg wolng rangi 2

Podobnie jak poprzednio dowdd jest bardzo podobny do dowodu Wniosku 3.2.2 i po-
zwolimy sobie go pomingc.

Udowodnimy teraz, zc spetniona jest wlasnos¢ o ktérej wspominaliSmy juz dowodzac
Twierdzenia 3.2.5. Marny mianowicie

Twierdzenie 3.2.10. Niech R bedzie dowolng dziedzing catkowitosci charakterystyki O,
natomiast n, m -liczbami naturalnymi takimi, zel < m < n. Jesli a, b spekniajg zatozenia
Twierdzenia 3.2.3 tub 3.2.5, tub 3.2.6, to grupa (a',b"'), gdzie a, b sg zdefiniowane jak w
(3.5a), (3.5b) za pomocy przesuniecia rh —n —m, jest grupg wolng rangi 2.

Dowdd: Udowodnimy nasze twierdzenie w przypadku, gdy a, b speiniaja zatozenia

Twierdzenia 3.2.3. Przedstawione argumenty mozna bez trudu przenies¢ na przypadek
Twierdzen 3.2.5, 3.2.6.

Zgodnie z zatozeniem mamy a = Diag(c, ¢, c,...), b= Diag(em,c, c,...) oraz wiemy, zc
istnieje indeks j taki, ze
(ba)j+pnd+n+pn = 0 dla wszystkich p G N U {0} .

Rozwazmy a, 6. Mozemy je zapisa¢ w nastepujacej formie:



Macierz a jest sumg a oraz ¢ = Ei<p<r<nW - Poniewaz c posiada elementy niezerowe
jedynie w pierwszych n —1 wierszach, mamy

(ft «6) | n_m+nj4-2n—m+pn (« ' 6) mHNj 20— A 0 dla Wszystkich p G
Stad i z Lematu 3.2.2 otrzymujemy, zc
aklbkle makrbkr » dla wszystkich r G N.

Zatem (a, b) jest grupg wolna rangi 2. I

3.2.6 Klasyfikacja pewnych podgrup

Generatory podgrup, ktore przedstawialiSmy sg ”zbudowane” za pomocg macierzy skon-
czenie wymiarowych ¢ G UT,,(i?). W przypadku, gdy wymiar ¢ wynosi 3 lub 4 mozemy
zaprezentowac peing klasyfikacje naszych podgrup, tzn. ustali¢, ktére z nich sg wolne rangi
2, ktére abclowc, a ktore nie posiadajg zadnej z tych dwoch wiasnosci. W ostatnim przy-
padku podajemy przykiad relacji w jakiej pozostajg generatory a i b. Zwracamy uwage
Czytelnika, zc nic omawiamy wszystkich unitréjkatnych macierzy c, ale te, ktore spetniajg
zalozenie (3.4).

Dla n = 3 klasyfikacja jest prostym wnioskiem z Twierdzen 3.2.3, 3.2.5, 3.2.6, a takze
3.2.10. Podajemy jg w Tabelach 3.1, 3.2. Zaktadamy, zc  wystepujgce w przedstawionych
macierzach sg niezerowe.

Dla n = 4 podobnie jak w poprzednim przypadku, czes¢ grup mozemy sklasyfikowac
dzieki poznanym twierdzeniom. Ponizej prezentujemy wybrane przypadki, dla ktérych za-
tozenia zaprezentowanych twierdzen nic sa spetnione.

Dla
"1 c2 d3 O "M 0 Q3 cU 'L 0 g3 0" M 0 0O c4
0O 1 0 O 01 0O O 0O 1 3 O 0O 1 3 O
0O O 10*0010 00 1 O OO0 1 O
0O 0 0 1 00 0O 1 00 0 1 00 0 1

z przesunieciem m = 1 mozna sprawdzi¢, ze generatory pozostajg w relacji [ba, a] = e
Dla

1 o2 0 O
0O 1 0 O
0O 0 1 &
0O 0O 0 1

Z przesunieciem m — 1 mamy



zatem czynniki bk*ak wystepujace w iloczynie bk”aki mmmiokirakr spetniajg zatozenia Lematu
3.2.2. Stad kazdy taki iloczyn jest 2r —wstegowy, czyli rézny od macierzy jednostkowej. A
zatem grupa (a, b) skonstruowana za pomocg powyzszego c jest wolna rangi 2.
Uzasadnienie, ze dla c zdefiniowanego jak powyzej z przesunieciem m = 3 grupa (a, b)
rowniez jest wolna jest analogiczne jak w przypadku m = 1
Wszystkie przypadki sg zebrane w Tabelach 3.3, 3.4, 3.5.

Tabela 3.1: Klasyfikacja grup (a, b) dlac 6 UT3(i?), gdy c ma jeden wspotczynnik niezerowy
nad gtdwng przekatna.

m=1 m= 2
1T Cli O
1 0 [ba, ab] = ex [ba, a6] =
0O 0 1
1T 0 cCI2
01 0O [ba, &b] = en [ba ab] = en
0O o0 1
ll Ol
0 [ba, ab] —e*. [ba, ab] = e
0O 0 1

Tabela 3.2: Klasyfikacja grup (a, b) dla c £ UTa(i?), gdy c ma dwa wspétczynniki niezerowe
nad gtéwng przekatna.

c m=1 m= 2
1T 02 a3
0O 1 o0 wolna rangi 2 wolna rangi 2
0 0 1
0 c13
1 3 wolna rangi 2 wolna rangi 2



Tabela 3.3: Klasyfikacja grup (a, b) dlac G UTA4(i?), gdy c ma jeden wspo6tczynnik niczcrowy
nad gtowng przekatna.



Tabela 3.4: Klasyfikacja grup (a, b) dla c € UTa(R), gdy ¢c ma dwa wspoétczynniki niczerowe
nad gtéwna przekatna.

o O O » o O O » O O O = O O O =+ O O O o O O +» o O O »

o O O »

Cl2

Cl2

O O — O o O ~ O o O —~ O o O - O o O - O

o O - O

TH= 1
ciz 0
0 O
a] = ec
Lo [, ab]
0 1
0 cia
0 O .
wolna rangi 2
1 0
0 1
cl3 Cid
0 0
ab] = ec
Lo [ba, ab]
0 1
ciz O
cz 0 [be, a] = €0
1 0
0 1
ClI3 0
O C24 .
wolna rangi 2
1 0
0 1
0 cia
c2s O [ba, a] = ea
1 0
0 1
0 cis
0 cos [be, a5] = €0
1 0
0 1
0 cis
0 O .
wolna rangi 2
1 caa
0 1

wolna rangi 2

abelowa

wolna rangi 2

wolnha rangi 2

wolna rangi 2

wolna rangi 2

wolna rangi 2

abelowa

[ba, a] = €0

wolna rangi 2

[6a, a] = €0

[ba, &) = ec

wolna rangi 2

[ba, ] = e0

[be, a5] — €0

wolna rangi 2



Tabela 3.5: Klasyfikacja grup (a, b) dla c € UT4(i?), gdy c ma trzy wspotczynniki niezerowe
nad gtéwng przekatna.



ROZDZIAL

PODGRUPY PARABOLICZNE GRUPY
SLA(I2)

W tym rozdziale bedziemy bada¢ specjalng grupe Vershika-Kerova - odpowiednik specjal-
nej grupy liniowej w GLvk{R)- Zdefinujemy podgrupy paraboliczne tej grupy. Podamy
ich petng charakteryzacje za pomoca pojecia sieci ideatéw. Nastepnie wskazemy witasnosci
tych podgrup zwigzane ze sprzezeniem. Rozdziat zakonczymy uwagg dotyczaca rozkitadu
Bruhata dla macierzy ze specjalnej grupy Vershika-Kerova nad ciatem.

4.1 Podgrupy paraboliczne i sieciowe -wprowadzenie

Definicja 4.1.1. Zalézmy, zc G jest grupg macierzy, skoriczonego wymiaru n, nad pewnym
picrscicnicm R, ktéra zawiera grupe macierzy trojkatnych. Jesli H jest grupa taka, zc

Tn(R) $G,
to H nazywamy podgrupg paraboliczng grupy G.
Analogicznie

Definicja 4.1.2. Jesli G jest podgrupa grupy Vershika-Kerova, zawierajgcg TO00(i?), a H
jest grupg taka, zc
Too(i?) SHAG, 4.2)

to H nazywamy podgrupg paraboliczng G.



Poniewaz grupa Vershika-Kerova sktada sie z macierzy, ktore tylko na skonczonej liczbie
miejsc roznig sie od macierzy tréjkatnych, celowe wydaje sie zbadanie podgrup parabolicz-
nych tej grupy.

Podgrupy paraboliczne grup GL,,(/i) oraz GLvk(R) sa $cisle zwigzane z pierscieniem
R, a Scislej mowiac z jego ideatami.

Niech / bedzie zbiorem indeksow, ktérymi numerujemy wiersze oraz kolumny macierzy
z grupy G, tzn. | moze by¢ zbiorem {1,2,... ,n} dla pewnego n G N lub zbiorem liczb
naturalnych.

Definicja 4.1.3. System ideatow a = pierscienia R nazywamy siecig, jesli
Gik&kj e &ij dla wszystkich i,j,k € 1. 42

Sieci bedziemy utozsamiali z macierzami, w ktérych na odpowiednich pozycjach umiej-
sowione bedg idealy.

Przyktad 4.1.1. Dla dowolnego pierscienia R i jego ideatu fi sieciami sg na przyktad

/R H R\ /' n {0} /A
a=\H R H\,  t= \fi fi ftl.
\R fi R) \{0} {0} J

Przyktad 4.1.2. Dla dowolnego (niepustego) zbioru indekséw | system ideatéw a taki, ze

JR dlai<j
N\{0} dlai>j

réowniez jest siecia.
Definicja 4.1.4. Sieci spetniajgce warunek

chj=R dla wszystkich i < j 4.3)
nazywamy T - sieciami.

W szczegoélnosci sie¢ z Przyktadu 4.1.2 jest "najmniejszg” T - siecia.
Nietrudno zauwazy¢, ze dla sieci tego samego wymiaru spetniony jest

Lemat 4.1.1. Zatézmy, ze R jest dowolnym pierscieniem, natomiast | = N Ilub
I = {1,2,... ,n} dla pewnego n € N. Oznaczmy przez T,(R, |) zbioér wszystkich sieci pier-
scienia R indeksowanych elementami zbioru I .

1 Jeslia,r € T,(R, 1), to system ideatéw crflr, gdzie (crfln"- = rowniez nalezy
do E{R,I).

2. Para (T,(R,), ™), gdzie a ™ r wtedy i tylko wtedy, gdy C rt) dla wszystkich i, j,
jest krata.



Dowdéd: 1 Przeciecie ideatdéw jest zawsze ideatem, tak wiec pozostaje nam do udowod-
nienia, zc spetniony jest warunek (4.2).
Poniewaz

&k~ HR(Kj A 7H)  &ik@K —&j Oraz (Mk A AK)(Pkj O TH) C TKTK T

dlai, j, k G/, mamy

™A O TIk)  Kj Tkj) <Jij 7~ -
Zauwazmy, zc taki sam dowod mozemy przeprowadzi¢ dla przypadku przeciecia dowolnej
rodziny sieci.

2. Latwo wida¢, ze relacja ~ jest czesciowym porzadkiem w £(/?, I).

Zatézmy, zc zachodzi inkluzja {crk}keK ™ S(i?,/). Wtedy inffogA-{(Ofe) jest systemem a
takim, ze = CikeK"k)*- Jak wspomnieliSmy w punkcie 1 jest to sie¢ idealéw R, a zatem
infkeK*k e T,(R,/)).

Rozwazmy teraz zbidr sieci r spetniajgcych warunek ak ~ r dla kazdego A€ K. Jest on
niepusty, gdyz nalezy do niego sie¢ r spetniajgca r~= /? dlai, j G 1. Przeciecie tych sicci,
rowniez jest siecig, spetnia warunek ak ~ Hr i jest najmniejsza (ze wzgledu na relacje )
siecig, ktora go spetnia, a wiec jest to supremum tych sicci. Stad supk&K(ak) G S(i?,/). ™

Niech a = (crjj)ije/ bedzie siecig pierscienia R. Oznaczmy przez M(cr) zbior

M(cr) = {m G M : rriij G cr dla wszystkich i,j G/},

gdzie M oznacza Mn(R) w przypadku, gdy | = {1,2,... ,n}, natomiast gdy | = N zakia-
damy, zc M = Mcf(R). Nietrudno zauwazy¢, ze zbior

e+M(@) = {e+m: m€M(a)}

jest zamkniety zc wzgledu na mnozenie macierzy oraz zawiera macierz jednostkowsa, a
takze, ze wszystkie macierze w nim zawarte sg odwracalne. Zatem e+ M(cr) zawiera pewne
podgrupy grupy GLn(i?) (dla pewnego n) lub podgrupy GLvk(R)- Okazuje sig, zc e+M(a)
zawsze zawiera doktadnie jednag podgrupe H, ktéra jest maksymalna, tzn. spetnia

{e}* K*"H*e+M(@a) = K —H.

Te jedyng maksymalng podgrupe H nazywamy podgrupg sieciowg i aby zaznaczy¢, zc jest
ona wyznaczona przez sie¢ a piszemy H = G(a). Ponadto, jesli a jest T -siecig, to G(a)
nazywamy T - sieciowg podgrupa.

Okazuje sie, zc podgrupy paraboliczne petnych grup liniowych skonczonego wymiaru sg
podgrupami sieciowymi. Doktadniej udowodnione zostato

Twierdzenie 4.1.1 (Z.l. Borevich, [9]). Niech R bedzie pierscieniem pollokalnym, z 1,
takim, ze jedynka ta moze byc¢ zapisana jako suma dwoch elementéw odwracalnych w tym
pierscieniu. Jesli H jest podgrupg paraboliczng grupy GLn(R), to istnieje jednoznacznie
wyznaczona T -sieC ideatdw a taka, ze H = G(a).



W szczegélnosci, gdy pierscien R jest ciatem, elementy podgrupy parabolicznej maja
szczegoblng forme nazywang schodkowsa, przedstawiong ponizej:

gdzie puste miejsca oznaczajg 0, natomiast * moga by¢ dowolnymi elementami R (pod
warunkiem, zc g jest odwracalna). Wtasnie wspotczynniki zerowe wyznaczajg tu strukture
schodkowa.

Dla pierscieni zawierajagcych wiecej ideatéw zbidr podgrup parabolicznych jest oczywi-
Scie bogatszy.

Sie¢ a = (cr,j)jj€/ nazywamy maksymalng, jesli dla kazdej sieci r = (Tjj),je/ za ™ r
wynika, zc albo r = a albo Ty = R dla wszystkich i, j G |I. Okazuje sie, zc wszystkie
T -sieci maksymalne a spetniajg warunek

J\/x gdy i> k j <k
il w przeciwnym przypadku

dla pewnego fi -ideatu maksymalnego w R, oraz pewnej ustalonej liczby k. Oznacza to, ze
sieci maksymalne mozna zilustrowac jak ponizej.

(R R R RR\ (R R RR R\
R R R RR R R RR R
R R R RR R R R
v RR R R R
R R j \ R R g

Ponadto, kazda T -sie¢ moze by¢ przedstawiona jako iloczyn T -sieci maksymalnych. A
zatem kazda T -sie¢ mozemy sobie wyobrazi¢ jak na ponizszym schemacie.

fR R R R N
G R RR
7 t RR
a 7 il
N\ 4
gdzie n, rj, ... oznaczajg ideaty pierscienia R oraz kazdy ideal zawiera sie w ideale ”stoja-

cym” nad nim oraz w ideale ”stojacym” po jego prawej stronie.

tatwo widac, ze porzadek ~ w zbiorze sieci (tego samego wymiaru) odpowiada porzad-
kowi C w zbiorze podgrup.

Mozna zauwazy¢, ze dla grupy Vershika-Kerova mamy rezultat analogiczny do Twier-
dzenia 4.1.1.



Twierdzenie 4.1.2 (W. Hotubowski, [19]). Niech R bedzie pierscieniem péllokalnym, z 1,
takim, ze jedynka ta moze by¢ zapisana jako suma dwéch elementéw odwracalnych w tym
pierscieniu. Jesli H jest podgrupg paraboliczng grupy Vershika-Kerova, to istnieje jedno-
znacznie wyznaczona T -sieC ideatow a taka, ze H = G(a).

Zostato réowniez udowodnione, zc podgrupy paraboliczne wymienionych wyzej grup po-
siadajg nastepujace wtasnosci.

Twierdzenie 4.1.3 (Z.l. Borcvich, [9]). Niech R bedzie pierscieniem pollokalnym, z 1,
takim, ze jedynka ta moze byc¢ zapisana jako suma dwoch elementéw odwracalnych. Ponadto
niech n E N.

1 Jesli P\ oraz P2 sg podgrupami parabolicznymi GL,,(/I) oraz gPjg~1C P2, to g E P2
i Pie P2

2. Dowolne dwie podgrupy paraboliczne grupy GLn(R) nie sg sprzezone.

3. Normalizator dowolnej podgrupy parabolicznej P grupy GL,,(Z?) jest réwny grupie P.

Twierdzenie 4.1.4 (W. Holubowski, [19]). Niech R bedzie pierscieniem pollokalnym, z 1,
takim, ze jedynka ta moze byc¢ zapisana jako suma dwdéch elementéw odwracalnych.

1 Jesli Pi oraz P2 sg podgrupami parabolicznymi GLyi<(R) orazgP\g~xC P2, tog € P2
i Pi C P2

2. Dowolne dwie podgrupy paraboliczne grupy GLvVi<{R) nie sg sprzezone.

3. Normalizator dowolnej podgrupy parabolicznej P grupy GLvk{R) jest réwny grupie
P.

4.2 Podgrupy paraboliczne grupy SLVA:(i?)
4.2.1 Opis podgrup parabolicznych SLvk (r)

Przejdzmy do opisu podgrup parabolicznych pewnej szczegdélnej podgrupy grupy Vershika-
Kerova.
Niech R bedzie pierscieniem z 1. Zbior wszystkich macierzy postaci

9i 92
0 o3

gdzie gi E SLn(i?) oraz 53 E UTO00(il) bedziemy oznacza¢ przez SLvi<{n,R). Nietrudno
zauwazy¢, ze jest to podgrupa grupy Vershika-Kerova. Ich sume U”Ij SLv/c(?i, R), ktéra
rowniez jest podgrupg GLVK(R), bedziemy oznaczac przez SLvk(R) i w tej pracy bedziemy
nazywac ja specjalng grupg Vershika-Kerova.

Oczywiscie dla grupy SNk (R) definicja podgrupy parabolicznej zadana warunkiem
(4.1) z poprzedniego podrozdziatu nic ma sensu, gdyz SLvk{R) prawie nigdy nie zawiera



wszystkich macierzy gérnotrojkatnych (wyjatek stanowi przypadek, gdy R jest pierscieniem
dwuelcmentowym).

Oznaczmy przez TSoo(-R) iloczyn Too(i?) fi SLvk(R)- Grupa TSoo(/2) sktada sie wiec
z macierzy postaci (4.4) takich, ze #i € Tn(R) oraz (51)1(51)22  (5i)n-i,n-i(5i)nn = 1,
oraz g3 E UT"-ft).

Podgrupa paraboliczng specjalnej grupy Vershika-Kerova nazywamy dowolng grupe H
taka, ze

TSX(R) H ~ SLvk(R).

Naszym zadaniem bedzie opisanie podgrup parabolicznych specjalnej grupy Vershika-
Kerova. Podobnie jak w przypadku grup GLy/c(.fi!) oraz GL,,(i?) okaze sie, ze wszystkie te
podgrupy sa podgrupami sieciowymi. Jesli H jest podgrupa SLvk(R) wyznaczong przez
sie¢ a, to bedziemy pisa¢ H = T{a).

Zanim przystapimy do omowienia naszych gtownych rezultatow zaprezentujemy Kkil-
ka wiasnosci rachunkowych. Wprowadzimy oznaczenie dla pewnych specjalnych macierzy
diagonalnych, ktére bedg wykorzystywane w trakcie dowodéw. Kladziemy

1

9 —e+ (9 —lea+ (9—Dejj —

dla dowolnych indekséw i, j, i © j, a takze dowolnego elementu 9 E R*. Dla tych macierzy
prawdziwe jest

Stwierdzenie 4.2.1. Jesli R jest dowolnym pierscieniem z 1, a E R, 9 E R*, natomiast
G grupa GLvk{R) lub grupg GLn(R) dla pewnego n G N, to dla dowolnych parami réznych
indekséw i, j , k wG spetnione sg tozsamosci

dij(9)tjk(a)dji(9) tjk{9cx), 4.5

dki{9MK[()Aik@}  tief(\9~ (4.6)

Dowdd: Niech e oznacza macierz ex lub en. Mamy:

dij{9)tjk(a)dji(6) e+ @O 1- 1Y% + 9 - Dejj)(e +aejk)dji(9) =
= (e+ © 1—1ea+ (9 —1Dejj +aejk+ (9a —a)ejk)dji(9) =
= (e+ (9 1—1lea + (9 —1)ejj +9aejk)(e + (9 1— 1)ejj + (9 —l)ea) =
= e+ (9 1—1&jj+ (9 —Len+ (0 1—1l)eu + (9 1—1)(0 —1)er+
+(0 —1)ejj + {9—1)(0 1—1)ejj + Ycneik =
= 6+(0"-1+0-1 +1-0-0" +1)"+
+(0 —1+0 1—1+1—0 1—0+ 1)ea + 9aejk= e + 9ocejk — tjk{9ot}

Tozsamosci (4.6) dowodzimy analogicznie. Pozwolimy sobie opusci¢ jej dowdd. [



Stwierdzenie 4.2.2. Jesli R jest dowolnym pierscieniem, z 1, a G grupg GLvk{R) Iub
GLn(i?) (n G NJ, to dla dowolnych parami réznych indekséw i, j, k oraza, ft G R w grupie
G prawdziwa jest tozsamosé

[tik(a),tkjif/3} = tij(aft). (4.7)

Dowdd: Postepujemy podobnie jak przy poprzednim stwierdzeniu.

(K<), tki(f)} =  t7k(a)tkj(P)tik(n)tkj{ft) = (e - neik)(e - ftekj)tik(a)t,kj(ft) =

(e ft&kj NBATHI(N P QAik)tkj(ftY)
= (e + oteik - ftekj - neik + afteij)tkj(ft) = (e - ftekj + afteij)(e + ftekj) =
= e + ftekj - ftekj + afteli = e + afte{j = Uj(aft) O

Aby nieco uprosci¢ nasz problem postuzymy sie szczegélnym przedstawieniem macierzy
skoriczonych . Mianowicie, bedziemy korzysta¢ z nastepujagcego lematu.

Lemat 4.2.1 (Rozklad Gaussa). Jesli R jest pierscieniem stabilnej rangi 1, to dla do-
wolnego n G N, kazda macierz g G GL,,(i?) moze by¢ przedstawiona w postaci iloczynu
g = uvdw, gdzie u, w sg macierzami gornymi unitréjkatnymi, v jest macierzg dolng uni-
tréjkatng, natomiast d jest macierzg diagonalna.

Rozktad ten mozemy sobie wyobrazi¢ jak na Rysunku 4.1.

Rysunek 4.1: Rysunek ilustrujacy Lemat 4.2.1. Symbole * oznaczaja pewne wspotczynniki
z R, natomiast puste miejsca oznaczajg O.

* * X * 1 * e * * "i 1 * *
*  x * i : * 1

* 1 *
* * * .

i * FT ¥ TH 1

Wykorzystamy te informacje, by udowodnié

Lemat 4.2.2. Niech R bedzie pierscieniem z 1, takim, ze st(R) = 1, oraz niech n > 1

Dla dowolnej macierzy g G SLn+1(i?) takiej, ze gn+lj,+i = 1 orazgn+, —O0 dla 1< i < n,
istnieje rozklad g = uvdw, w ktérym u, w sg macierzami gérnymi unitréjkgtnymi, d -
macierzg diagonalna, natomiast v jest macierza dolng unitréjkatng taka, ze u,,+i,i = 0 dla
1<i<n.

Teze naszego lematu mozna zilustrowaé¢ za pomocg Rysunku 4.2.



Rysunek 4.2: Rysunek ilustrujacy Lemat 4.2.2. Symbole * oznaczajg pewne wspotczynniki
z R, puste miejsca oznaczajg O.

* *  * 1 = * * "1 1 * *
1 * i

* * * * * * 1 *

L 1 * L i

Dowdéd Lematu 4-2.2: Niech g G SLn+k/?) spetnia zatozenia naszego lematu. Wtedy
oczywiscie mozemy przedstawi¢ g w postaci
g C
9= 01
gdzie g G SLn(R), natomiast c jest wcktorem-kolumna.
Poniewaz R jest pierscieniem stabilnej rangi 1, mozemy skorzysta¢ z Lematu 4.2.1.

Mamy wiec rozkitad g = uvdw, gdzie u, w sg gorne unitréjkatne, v —dolna unitréjkatna, a
d -diagonalna. Definiujemy teraz macierze wymiaru n + 1

uo v o " do w d v lu lc
us= Vv = d= w =
0 1 0o 1 0 1 0 1

Rutynowe rachunki pokazuja, zc uvdw = g. ROwnic tatwo zauwazy¢, ze u, w sg gorne
unitréjkatne, d jest diagonalna, a v jest dolna unitrdjkatna, a wszystkie jej elementy w
ostatnim wierszu, oprécz ostatniego, sg réwne 0. [

Przejdziemy teraz do najwazniejszego twierdzenia tej czeSci pracy - opisu podgrup
parabolicznych grupy SLka-(.R). O pierscieniu R bedziemy zakiadac, zc jest stabilnej rangi
1 oraz, zc jedynka tego pierscienia moze by¢ przedstawiona jako suma (dwoch) elementéw
odwracalnych. Pierscienie te majg pewng ciekawg wlasnos¢ - sg one generowane addytywnic
przez zhiér swoich elementéw odwracalnych.

Twierdzenie 4.2.1. Niech R bedzie pierscieniem stabilnej rangi 1, zawierajgcym element
9 taki, ze 0, 1—9 G R*. Jesli H jest podgrupa paraboliczng grupy specjalnej grupy Vershika—
Kerova, to H jest jednoznacznie wyznaczona przez pewng T -sie¢a, tzn. H —r(u).

Dowdd: Zatézmy, zc H jest podgrupg paraboliczng SLy/?il). Zdefiniujmy system a
nastepujgco:
j{a GR : tij(a) G H} gdy i>]j
B \R gdy i<j,

a nastepnie za pomocg <, dla dowolnego n G N definiujemy systemy a(n):

{0} gdy i > max(n,j)
W przeciwnym przypadku.

Systemy a i a(m) sg poréwnane na Rysunkach 4.3, 4.4.



Rysunek 4.3: Rysunek ilustrujacy cr.

Rysunek 4.4: Rysunek ilustrujgcy cr(n). Puste miejsca w lewym dolnym rogu oznaczaja
ideaty zerowe.

Udowodnijmy, ze o jest siecig ideatow.
Najpierw pokazemy, ze aj- jest ideatem dla dowolnych i, j. Oczywiscie dla i < j nic
ma czego dowodzi¢. Niech wiec i > j. Jesli a, (3 G aij, to z definicji mamy tij(a),
tij(/3) G H. Stad wynika, ze tij(a) mij(P) = tij(a + P) G H. Niech a Gcr® czyli Uj(a) G H.
Niech ft G R*. Wtedy z tego, ze H jest podgrupg paraboliczng oraz tozsamosci (4.5), (4.6)
otrzymujemy, ze
di+iti(P)tij(a)di<i+i(P)
dj4+1(P)tij(a)di+iJ (P)

tij(Pa) GH,

tizjap) G H,

tak wiec a0, Pa G all dla dowolnego P G R*. Rozwazmy dowolny element 7 G R. Poniewaz
i? jest generowany addytywnie przez R*, mozemy zapisa¢ 7 w postaci sumy Pi+P2+- mmPm,
gdzie Pi G R* dla wszystkich i. Stad otrzymujemy, ze n i = Uj((Pi + P2 + eee+
Pm)oi) = Uj(ja) G H. Analogicznie dla ty (ary) G H. A zatem 7a, aj G cr*. To dowodzi,
ze <7ij jest ideatem.

Rozwazmy teraz ideat aik makj. Jest on generowany przez elementy postaci a mp takie,
ze tik(a), tkj(P) G H. Z tozsamosci (4.7) otrzymujemy, ze [tik(a),tkj(P)} = tij(ap) G H, a
stad, ze aQ £ cr*. Mamy wiec cikakj C atJ.

Faktu, ze a(m) jest siecig, dowodzimy w ten sam sposob.

Oznaczmy przez H(n) przeciecie H H SL3On, R). Oczywiscie H — U”=1H(n). Mozna
rébwniez zauwazy¢, ze analogiczng zaleznos¢ mamy dla podgrup sieciowych, mianowicie



ra) = UNEr(a(n)). wykazemy, ze jesli macierz g nalezy do H(n + 1) oraz jej ostatnim
wierszem jest [0, 0, ,0,1], to g G r(<r(n)).

Rozwazmy dowolne n G N. Dla tego n wybierzmy dowolng macierz g G H(\). Ma ona
postac

dla pewnych gi G SL,,(i?), g3 G UT3K].
Definiujemy macierz h jako

gdzie (<2c(2) oznacza pierwszg kolumne g2. Na podstawie Lematu 4.2.2 mozemy przedstawié
h jako iloczyn uvdw, gdzie u, w € UT,+1(i?), d G Dn+i(R), a v jest macierzg dolng
unitréjkatng. Poniewaz H jest podgrupg paraboliczng, tzn. zawiera wszystkie macierze
gornotréjkatne z TSOO(R), wystarczy wykaza¢, ze macierze v wystepujagce w rozktadzie
wszystkich g G H (n) wyznaczajg sie¢ a(n) zdefiniowang na poczatku dowodu. Doktadniej,
wykazemy, ze jesli v G H(n) oraz, to Uj(vij) G H.

Macierz v mozna przedstawi¢ w postaci iloczynu

A » Qdzie vk= tki(vki) =

v=n _
f2 1= 1 i=1

Z tego, ze v G H(n + 1) oraz dn<nt(9) G H(n 4- 1) wynika, ze [d,i7+1(0),v §] G H(n + 1).
Oznaczmy ten komutator przez v, jest on réwny:

1
n—

<=i (O— |)U,,i 9 - Dvny,_

Oczywiscie dla dowolnego 1 < j < n, komutator [dm+(9 1), rowniez musi naleze¢ do
grupy H(n + 1). Z obliczeA mamy

v = [d<ar, v-1]= tnj((Q - D)vnj(9 - 1)) dla dowolnego j.
Korzystamy teraz z tozsamosci (4.5) ze Stwierdzenia 4.2.1 i otrzymujemy

dn,n+i{9 - 1) «tnj((@ - Lvnj(© - 1)) dn+hn(© - 1) = tnj(vnj(9 - 1)) G H(n + 1),



a nastepnie z tozsamosci (4.6) tego samego stwierdzenia i mamy
6714 (0 1) "tn{vni(9 1) *N,7iH" 1) tnjiy-nj)) £ H{Il 1)

Ostatecznie wiec tnj(vnj) £ H(n + 1) dla dowolnego j.

Zauwazmy, zc z tego, zc tnj(vnj) £ H(n + 1) wynika, zc vn = nj=i tnj(vnj) G H(n + Hm
Stad z kolei mamy v ww~| = L[fc=2 e n + 1).

Zalézmy, zc dla pewnego 2 < i < n—1 udowodnilismy, zc V' = v-v~| mww~" £ H(n+ 1).
Wtedy z tego, zc H jest podgrupg paraboliczng otrzymujemy, zc

[dtn+(9), [din+H(0-1), (v')-1]-1] = Uj((0 ~ Nvij(9 - 1)) £ H(n + 1),
gdzie 1 < j < i —1 Nastepnie z tozsamosci (4.5), (4.6) wynika, zc
<£n+i(0 - DHUj((0 ~ 1)% (0 - D)rf,,+i,i(0 - 1) = - 1) £ H(n + 1),

d,,.+ij(0 = Diy(vy(0 - I))dj,n+i(0 - 1) = Uj{vij) £ tf(n + 1).

Pokazalismy zatem, ze jesli v € H(n + 1), to Uj(vij) £ H(n + 1). A zatem mamy rownos¢
H(n +1) = r(cr(n +1)), z ktérej wynika, zc H - r(cr). [
4.2.2 Wiasnosci podgrup parabolicznych SLvk(R)

Naturalnym jest przypuszczac, zc podgrupy parabolicznej specjalnej grupy Vershika-Kerova
maja wlasnosci analogiczne do zaprezentowanych w Twierdzeniu 4.1.4. Tak jest w istocie.

Twierdzenie 4.2.2. Niech R bedzie pierscieniem stabilnej rangi 1, w ktérym istnieje ele-
ment 9 taki, z2 9, 1—0 £ R*.

1 Jesli dla dwoch podgrup parabolicznych P\ P2 grupy SLvk(R) oraz pewnej macierzy
g £ SLvk(R) mamy inkluzje g_1Pig C P2, tog £ P2i Pi C P2.

2. Jesli P\ P2 sg réznymi podgrupami parabolicznymi grupy SLvk(R), to Pi i P2 nie sg
sprzezone.

3. Normalizator dowolnej podgrupy parabolicznej SLvk(R) jest réwny tej podgrupie.

Dowdd: 1. Bedziemy stosowali oznaczenia, ktdre wprowadziliSmy w dowodzie Twier-
dzenia 4.2.1.

Poniewaz Pi, P2 sa paraboliczne, mozemy zatozy¢, zc Pi = I’(CI’) i P2 = T(cr) dla
pewnych sieci a, a'. Zat6zmy, ze

g-1T(<j)g e r(a’). (4.8)

Naszym celem jest wykazanie, zc g £ I’(Ct‘/) oraz, zc C ¢~ dla dowolnych i, j.
Macierz g nalezy do SLvi<{R) dla pewnego n £ N, jest wiec postaci
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dla pewnych macierzy gi £ SLn(R), g3 £ 11X00(7?). Zauwazmy, ze z zatozenia (4.8) oraz
tego, zc g £ SL" "k (n, R) wynika od razu, ze C a\- dla wszystkich indekséw i > n,
oraz dowolnych j. PrzejdZmy zatem do indekséw j < i < n. Wystarczy wykazaé, zc z
g-1r(cr(n))(7 C r(cr'(?i)) wynika, ze g 6 r(cr'(n)) oraz r(cr(n)) C r(cr'(n)). Podobnie jak w
poprzednim dowodzie zdefiniujmy macierz h jako

Zdefiniujmy sieci r = (7%) i t' = (r/-) wymiaru n + L
Tij = (Tij, t[- = a- dla wszystkich 1<i,j <m+ L
Naszg teze mozemy zapisa¢ wtedy nastepujgco:
he'T{r)h Cr(r') =» he T(r), T(r) Cr(r).

Jak wykazaliSmy w Lemacie 4.2.2 macierz h moze by¢ przedstawiona w postaci iloczynu
uvdw, gdzie u, w sg gornotrojkagtne, a d diagonalna, zatem u, w, d nalezg do r(r'). Aby
wykazac, zc u e T(r/) postepujemy podobnie jak przy poprzednim dowodzie. Ponownie
przedstawiamy v w postaci iloczynu

n k—
v = Y \yk, gdzie vk= PJ tkl{vH).
k=2 i=l

Z parabolicznosci T(r) oraz r(r') mamy dn+im{9) £ r(r),r(r/). Stad i z zalozenia (4.8)
otrzymujemy, zc
v = [dn+hn(6), w1] £ r(r/).

Z analogicznego argumentu wynika, ze
[dj,n+i(0),5-1] = tnj((9 - Lvnj(9 - 1)) £ r(r),

co po wykorzystaniu tozsamosci (4.5), (4.6) prowadzi nas do tnj(vnj) £ r(r'), co oznacza,
ze vnj £ 9nj. Ponadto z tn]{vnj) £ T(r') wynika, ze vn = n"=i tnj(vnj) £ H. Niech yk
oznacza macierz nf=i vimMamy oczywiscie v = yn-\ mvn, a wiec

Vnlyn-ir (T)yn-1Vn Q T(t").
Poniewaz przed chwilg wykazalismy, ze vm £ T(r'), mamy

yh-ir(Myn-i Qr (/).

Zaldzmy, ze udowodnilismy, zc dla wszystkich k takich, zc i < k < m mamy vk £ r(r;).
Wtedy y“Ir(r)yj C r(r'). Podobnie jak w pierwszym kroku indukcyjnym otrzymujemy

[d-m+1(0), [dm+1,i(0),yt 1] 1] = iy((0 - L)vij(® - 1)) 6 T(r) dla 1<j < i



a nastepnie, ze £ r(r'). Zatem ostatecznie Vij € t|- dla wszystkich i, j, j < i. Z
faktu, ze v € r(r') wynika naturalnie, ze T(r) C r(r").

2. Zatézmy, ze dwie podgrupy paraboliczne Pi, P2 grupy SLV/f(i?) sa sprzezone, to
znaczy g~IPN\g = P2dla pewnego g £ SLV'k(.R). Wtedy g~IP*g C P2 oraz gP2g~Il ¢ Pi, a
wiec na mocy punktu 1. Pi C P2oraz P2C | czyli Pi = P2

3. Zalézmy, ze g nalezy do normalizatora pewnej podgrupy parabolicznej P. Oznacza
to, ze g—xXPg C P. Korzystajgc ponownie z punktu 1 otrzymujemy, ze g £ P. Zatem
normalizator podgrupy parabolicznej jest rowny tej podgrupie. (1

4.2.3 Uwagi koncowe

Poniewaz w tym rozdziale zajmujemy sie specjalng grupa Vershika-Kerova, udowodnimy tu
jeszcze jedna jej wiasnos¢. Nic jest ona co prawda zwigzana z podgrupami parabolicznymi,
ale réwniez warta wspomnienia.

W tym podrozdziale bedziemy rozpatrywac¢ macierze nad ciatem K, nic za$ nad dowol-
nym pierscieniem z 1

Dla grup macierzowych znane sg rozne rozktady, tzn. przedstawienia elementéw w po-
staci skonczonych iloczynow elementow z poszczegolnych podgrup. Wczesniej zetknelismy
sie juz z rozktadem Gaussa. Teraz zaprezentujemy rozkiad, w ktorym macierze gérnotréj—
katne odgrywajg szczegodlnie wazng role.

Niech Sym(n) oznacza grupe, ktdéra powstaje przez naturalne zanurzenie grupy per-
mutacji zbioru {1,2,...,n} w GLn(K), natomiast TSn(K) - grupe wszystkich macierzy
gornotréjkatnych nad K wymiaru n, takich, ze iloczyn ich elementéw stojacych na gtéwnej
przekatnej jest réwny 1 Znane jest twierdzenie

Twierdzenie 4.2.3 (rozkiad Bruhata dla SLn(/<’)). Dla dowolnego ciata K oraz dowolnej
liczby n £ N, kazdg macierz g £ SL,,(/C) mozna przedstawi¢ w postaci iloczynu g = unv,
gdzie u, v £ TSn{K) i n £ Sym(n).

Dowod: Dowdd jest wnioskiem z wynikdw zaprezentowanych w [2] (chap.2), [42] (chap.8),
[49], O

Oznaczmy teraz przez Sym(N) obraz naturalnego zanurzenia w GLcj(K) grupy permu-
tacji N takich, ze nos$nik kazdej permutacji jest skoriczony. Mozemy udowodni¢, ze praw-
dziwe jest

Twierdzenie 4.2.4 (rozkilad Bruhata dla SL”(i?)). Dla dowolnego ciata K, kazdg ma-
cierz g £ SLv/<-(/O mozemy przedstawi¢ w postaci iloczynu g = unv, gdzie u, v £ TSoo(")
i TE Sym(N).

Dowod: Z Twierdzenia 4.2.3 wiemy, ze dla dowolnego n £ N spetniona jest rownosé
Shn(K) ¢ TSn(K) m8ym(n) «TS,,(K).

Poniewaz kazda macierz

9= 9Oi % £ SLVK(n,R),  gdzie gi £ SLn(K), g3£ UT~X)
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mozna przedstawic jako iloczyn

w ktérym pierwsza z macierzy jest gérna unitrojkatna, otrzymujemy stad
SLv/<(?, R) C TSoo(K’) *Sym(ra) «TS,,(K).

Z definicji mamy SLvk(K) = SLvi<(n, K) oraz Sym(N) = Sym(n), a stad wy-
nika juz teza naszego twierdzenia. O



DODATEK

A

PIERSCIENIE

A .l PiersScienie proste i potproste

Pierscien R nazywamy prostym, jesli nic ma on nictrywialnych, niewtasciwych ideatow. W
szczegolnosci

 jesli / jest ideatem maksymalnym pierscienia R, to pierscien ilorazowy R /| jest pro-
sty,

« dla dowolnego pierscienia z dzieleniem D i dowolnej liczby n £ N pierscien Mn(R)
jest prosty.

Ponadto, jesli R jest prosty, to Mn(R) réwniez jest prosty.

Definicja pierscienia potprostego jest nieco bardziej skomplikowana. Prawdziwe jest
nastepujace

Twierdzenie A.1.1 ([32], chap.l). Dla dowolnego pierscienia R ponizsze warunki sg réw-
nowazne.

1 Wszystkie ciggi doktadne lewostronnych R — modutdéw rozszczepiajg sie.
2. Wszystkie lewostronne R - moduty sg pétproste.

3. Wszystkie skoriczenie generowane lewostronne R - moduty sa polproste.
4m\Wszystkie cykliczne lewostronne R - moduty sg pélproste.

5. Lewostronny regularny R - modut jest pétprosty.



Pierscien speiniajacy jeden (a wiec i wszystkie) z warunkéw 1-5 nazywamy lewostronnie
potprostym. Analogicznie definiuje sie pierscien prawostronnie potprosty. Okazuje sie, ze
R jest lewostronnie pétprosty wtedy i tylko wtedy, gdy jest prawostronnie pétprosty. Stad,
pierscienie takie czesto nazywa sie krotko pétprostymi.

Ponadto, jesli R jest potprosty, to Mn(R) réwniez jest potprosty dla dowolnego n G N.

Pierscienie pétproste zostaty scharakteryzowane w ponizszym twierdzeniu.

Twierdzenie A.1.2 (J.H.M. Wedderburn, E. Artin; [3], chap.l). Jesli R jest pierscieniem
lewostronnie pétprostym, to

R~ Mni(A) X ese X Mnr(Dr)

dla pewnych n\.n2, mmnTG N oraz pierscieni z dzieleniem D 1, D2, . . Dr. Ponadto liczby
r, N\ ..., nToraz D\ .... Dr sa wyznaczone jednoznacznie z dokladnoscig do permutacji
indeksow.

A.2 Pierscienie lokalne i potlokalne

Oznaczmy przez radR przeciecie wszystkich maksymalnych ideatow lewostronnych R. Zbior
ten pokrywa sie z przecieciem wszystkich maksymalnych ideatow prawostronnych R i jest
idealem R, ktéry nazywamy radykatem Jacobsona pierscienia R.

Jesli R/radR jest pierscieniem z dzieleniem, to R nazywamy pierscieniem lokalnym.
Pierscien lokalny mozna réwniez zdefiniowa¢ za pomocg dowolnego z warunkéw podanych
w twierdzeniu.

Twierdzenie A.2.1. Dla dowolnego pierscienia R ponizsze warunki sg réwnowazne.

1 Pierscien ilorazowy R/radR jest pierscieniem z dzieleniem.
2. R ma dokfadnie jeden ideal maksymalny lewostronny.
3. R ma dokfadnie jeden ideat maksymalny prawostronny.

4mR \R* jest ideatem R.
Pierscieniami lokalnymi sg miedzy innymi
» wszystkie pierscienie z dzieleniem;

 pierscienie macierzy gérnotréojkatnych nad pierscieniem z dzieleniem, takich, ze wszyst-
kie elementy na gtéwnej przekatnej sg sobie réwne.

Ponadto, jesli R jest pierscieniem lokalnym, to i?[[X]] - pierscien szeregéw formalnych nad
R réwniez jest pierscieniem lokalnym.

Pierscien R nazywamy péHokalnym, jezeli pierscien ilorazowy R/radR jest pierscieniem
potprostym, co jest rownowazne stwierdzeniu, ze R/radR jest pierscieniem lewostronnie
artinowskim.

W szczeg6lnosci, pierscien przemienny jest potlokalny wtedy i tylko wtedy, gdy zawiera
jedynie skonczong liczbe ideatéw maksymalnych.

Przyktadami pierscieni pétokalnych sg



« skoniczone produkty proste pierscieni lokalnych
 pierscienic lewostronnie artinowskie, w tym

— pierscienic skoriczone,

— skonczenie wymiarow'c algebry nad dowolnym ciatem.

Ponadto, jesli R jest pierscieniem pdtlokalnym, to Mn(R) rdéwniez jest pétiokalny.

A.3 Stabilna ranga pierscienia

Niech R bedzie pierscieniem z 1 Element (bi,b2,... ,bn) pierscienia Rn nazywamy R -

unimodularnych, jesli istnieje (ai, a2,..., an) £ Rn taki, zc i = 1
Niech n > 1 Jesli z tego, zc element (&, &> ++>&n+H) G R+l jest unimodularny wynika,
zc dla pewnych n, r2,..., rn £ R element (& + ri&H, 2+ r2on+H,..., bn +r,6n+l) £ Rn

rowniez jest unimodularny, to najmniejszg liczbe n o tej whasnosci nazywamy stabilng
ranga pierscienia R i piszemy sr(R) = n. Jesli taka liczba n nic istnieje, to méwimy, zc R
ma stabilng range réwng oo.

Szczeg6lnym przypadkiem pierscieni stabilnej rangi sg pierscienic stabilnej rangi 1 (na-
zywane czasem B -pierscieniami). Bezposrednio z definicji widac, ze sg to pierscienie, dla
ktérych zachodzi nastepujacy warunek: Jesli dla b\ b2 £ R istniejg ri, r2 £ R. takie, zc
ribi +r202= 1, to dla pewnego r £ R element b\+ rb2jest odwracalny w R. Przyktadami
takich pierscieni sg

 pierscienie potlokalnc;

 pierscienie unit-regular, tzn. takie, w ktorych dla dowolnego x istnieje taki element
odwracalny u taki, ze xux = X\

 pierscienic silnie n - regularne, tzn. fgczne pierscienic z 1, w ktorych dla kazdego x
istniejg liczba naturalna n oraz element y taki, zc xn = xllI+Iy\w szczegolnosci takimi
pierscieniami sg pierscienie lokalnie skoriczono.
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dolny centralny, 12
komutantéw, 12

generator, 6

grupa
nilpotentna, 12, 29
rozwigzalna, 12
wolna, 26, 28

komutant, 11
komutator, 11

macierz
blokowo-diagonalna, 9
blokowo-diagonalna, 21, 32, 33
wstegowa, 30

macierz trojkatna, 2
nieskonczona, 5

macierz unitrdjkatna, 2
nieskonczona, 5

pierscien
lokalny, 66
potlokalny, 53, 55, 66
potprosty, 66
prosty, 65
stabilnej rangi 1, 12, 13, 17, 18, 20, 23
25, 57, 58, 61, 67
podgrupa

generowana przez zbiér, 6
paraboliczna, 58
grupy Vershika-Kerova, 51
peinej grupy liniowej, 51
specjalnej grupy Vershika-Kerova, 56
sieciowa, 53
T-sieciowa, 53
sprzezona, 55, 61
podmacicrz macierzy blokowo-diagonalnej, 21
przesuniecie, 33

rozktad
Bruhata, 63
Gaussa, 57

sie¢, 52
T-sie¢, 52
maksymalna, 54
maksymalna, 54
specjalna grupa Vershika-Kerova, 55
stabilna grupa liniowa, 4
specjalna, 4
trojkatna, 4
unitrojkatna, 4
stabilna ranga pierscienia, 67
szerokos¢ komutanta, 12

transwekcja, 8
typ macierzy blokowo-diagonalnej, 21






