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OD AUTORA

Czego nowego mozna sie spodziewac po jeszcze jednej ksigzce z topologii,
a zwilaszcza poswieconej wielokrotnie i dobrze przedstawianym dziatom
topologii przestrzeni euklidesowych? Zapewne niewiele i autor zdaje sobie
sprawe z niewdziecznego trudu, mimo to napisat ksigzke — przede wszystkim
dla wiasnej potrzeby — ale wspomagany takze niejawng zachetg stuchaczy jego
wyktadow, ktérzy bez specjalnej niecheci przyswajali tak pomyslany kurs
topologii. Wyktadajac topologie przez wiele lat, autor nie musiat sie juz
obawiac zarzutéw o plagiat, pozwalajgc sobie w koricu na plagiat catkowity.
Topologia przestrzeni euklidesowych jest dyscypling ciekawg. Twierdzenia
0 punktach statych, o antypodach, przykiady wspdélnych brzegéw itp. maja
pozamatematyczne interpretacje (bo przeciez nie zastosowania), o ktorych sie
przyjemnie opowiada. Wyktad Scisty uwidacznia jednak inny ich aspekt,
a mianowicie dowody. Maja one swe Zzrodto w geometrii, skad poprzez ,,tricki”
kombinatoryczne i aproksymacje dochodzi sie do sformutowan ciggtoscio-
wych. Na czym oszczedzi¢, by nie zmeczy¢ stuchacza, doprowadzajgc go jednak
petng dedukcjg do twierdzen koncowych? Trudnosci dowodowe dzielg sie
— 0g0lnie biorgc — na te, ktore nalezg do formalizmu i na wspomniane tricki
dowodowe, ktérych ten dziat topologii ma sporo. Jedynie na tych pierwszych
mozna oszczedzac, ale i tu autor nie ma zamiaru posuwac sie az tak daleko,
aby na przyktad uwazaé, ze wszystkie, w racjonalny sposéb okreslane,
odwzorowania sg ciggte. Jesli jednak dowdd pomija, oznacza to, ze ta zasada
wiasnie dziata. Nie rozwija ani formalizmu przestrzeni liniowych (do opisu



kompleksow symplicjalnych), ani teorii grup (aby uzyska¢ kilka twierdzen
0 grupie podstawowej). Ale nie oszczedza az tak, by zamieszczaé twierdzenia
w ¢wiczeniach. Wydaje sig, ze topologia przestrzeni euklidesowych jest na tyle
interesujgca, iz zamieszczanie dowoddw nie oznacza nudy.

Oczywiscie, niniejsza publikacja nie przygotuje czytelnika do podjecia
aktualnych badan. Autor nie stawiat sobie tego celu, wiedzac, ze obszar
aktualnych badan jest odsuniety tak daleko, ze nawet podwojenie ilosci
materiatu nie przyblizyloby don w sposob istotny.

Topologie okresla sie zwykle jako og6lny dziat geometrii zaniedbujacy
w widzeniu figur takie ich szczegoly, jak wielkos¢ i tolerujacy pewne zdefor-
mowania nie zmieniajace ich istotnego ksztattu. Tak mniej wiecej okreslat
topologie Listing (1847), autor pierwszej ksigzki jej poswieconej ijeszcze diugo
potem inni. Trudno$¢ w dokladnym okreSleniu przedmiotu topologii byta
zapewne przyczyng tego, ze zostata ona wyodrebniona do$¢ p6zno, mimo ze
0 problemy topologiczne ocieramy sie juz w Elementach. Topologie zapoczat-
kowat Euler i wychodzgc z niezaleznych od Eulera motywacji Gauss. Od
Gaussa rozwija sie juz nieprzerwanie.

Teoria mnogosci, ktéra w koncu XIX wieku weszta do matematyki,
zmienita — i to w zalazku — kierunek rozwoju topologii. Obiektami topologii
staty sie obok figur geometrii réwniez i figury rozumiane jako zbiory punktéw
1 odwzorowania ciggte tych figur. Bylo to zasadnicze poszerzenie zakresu,
a przy tym i zmiana konwencji. Nie od razu byto wiadomo, czy konwencja
mnogosciowa wytrzyma probe w postaci spetnienia pewnych warunkéw
wstepnych Prace Brouwera z lat 1909—1913 rozstrzygnety te watpliwosé
w sposob zadowalajgcy, ukazujgc mozliwo$¢ rozrdznienia metodami mnogos-
ciowymi przestrzeni euklidesowych réznigcych sie wymiarami.

Twierdzenia biorgce poczatek z tego cyklu prac Brouwera — w postaci
nadanej im pozniej przede wszystkim przez Spernera, Aleksandrowa i Borsuka
— stanowig gtdwny przedmiot tej ksigzki.

Sa one pov-igzane ze sobg wielorakimi sposobami, ale istota geometryczna
twierdzen jest zeSrodkowana w niewielu punktach. Odkryciem Spernera byt
lemat kombinatoryczno-geometryczny, ktéry nalezy uzna¢ za punkt newral-
giczny teorii, zgodnie z przekonaniem, ze u podstaw twierdzen topologicznych
konwencji mnogosciowej lezg twierdzenia finitystyczne. Lemat Spernera jest
naturalnym — jak sie okazuje — $rodkiem w dowodzie twierdzenia o nieis-
tnieniu retrakcji kuli euklidesowej na swdj brzeg, twierdzenia znanego jeszcze
Bohlowi i Brouwerowi, a ktérego role uwidocznita teoria retraktow Borsuka.
Z kolei to twierdzenie pocigga za sobg twierdzenie o topologicznym charak-
terze wymiaru sympleksu, ktdrego istotg jest twierdzenie Spernera ,,0 zamoco-
waniu”, nazwane tu tak dlatego, ze rozwazane w nim pokrycie sympleksu
zbiorami otwartymi idagcymi od narozy ku $cianom przeciwlegtym daje sie
zamocowacé jednym punktem w ten sposéb, jak zamocowuje sie kartki papieru
jednym naktuciem szpilki.



Przy okazji tego twierdzenia pojawia sie wykiad, w istocie dygresja,
na temat teorii wymiaru pokryciowego, ktérego idea pochodzi od Lebes-
gue’a. Dalszy cigg stanowig twierdzenia o rozcinaniu przestrzeni eukli-
desowych dowiedzione mniej wiecej w tym samym czasie — réznymi meto-
dami — przez Aleksandrowa i Borsuka, przedstawione w elementarnym ujeciu
Borsuka. Twierdzenie ,,0 zachowaniu otwartosci” jest w tym cyklu twier-
dzen by¢ moze najwazniejsze. Nie pomijamy wnioskéw w postaci twierdzen
0 punktach statych, chociaz nie stanowig one w tym ujeciu koniecznego
ogniwa w ciggu wynikan. Twierdzenie Jordana o rozcinaniu plaszczyzny przez
ftamang zamknietg zaczyna te wyklady, a ogdlna wersja tego twierdzenia je
zamyka.

Nie uzywa sie srodkow algebraicznych poza tymi, ktére sg potrzebne do
wytozenia teorii grupy podstawowej w zakresie kilku wazniejszych krzywych
1powierzchni. Po wprowadzeniu ogélnego pojecia nakrycia szczeg6towiej jest
omawiana powierzchnia rzutowa, miedzy innymi w tym celu, by dowies¢
twierdzenia Borsuka-Ulama o antypodach w wymiarze 2. Lemat kombinato-
ryczny Tuckera, sferyczna specjalizacja lematu Spernera, sg wykorzystywane
w jednym z koncowych wyktadéw do dowodu twierdzenia o antypodach
w wymiarze dowolnym.

Rozdziat wstepny jest poswiecony poczatkom topologii. Autor musi
przyznaé, ze miat trudnosci powigzania tego rozdziatu z catoscig, bo pamietaj-
my, ze topologia powstawata w bogatym dla matematyki wieku dziewietnas-
tym i rozwijata sie na uboczu jej gtownych dyscyplin, czerpiac z nich
motywacje. Wilasng logike poczatkowego rozwoju topologii dostrzega sie
z trudem lub dorabia sie ex post. Do tych motywacji ex post nalezy nie
istniejgce historycznie powigzanie jej poprzez aksjomat Pascha z geometrig
Euklidesa, ukazujgce wzorzec i zrodlo twierdzenn o rozcinaniu przestrzeni
euklidesowych.

Wyklady zatrzymuja sie w miejscu, w ktérym zaczyna sie pojawiac
potrzeba wyro6znienia orientacji przestrzeni. Jeszcze kilka krokéw mozna by
zrobi¢, nie wchodzgc na droge og6lnie przyjetej algebraizacji, ale juz samo
pojecie orientacji — w istocie wyznacznika — nawet bez wchodzenia w algeb-
raizacje — byloby zapoczgtkowaniem nowego watku.

Autor dziekuje stuchaczom wyktadéw, studentom Kkilku rocznikow mate-
matyki, ktérym zawdziecza zachete do wykorniczenia rozproszonego tekstu.
Zachete tym cenniejsza, ze czas nie jest dla topologii sprzyjajacy. Ciggtosciowe
widzenie matematyki ustepuje nowemu. Topologia tez sie przeobraza. Twier-
dzenia pozostajg niezmiennie prawdziwe, ale ich los jest nieréwny: jedne
nabierajg nowych znaczen, inne idg w zapomnienie.

* * *

Zakonczenie pracy byto mozliwe dzieki uzyskaniu grantu Uniwersytetu
Slaskiego na tzw. badania wiasne.



Autor pragnie gorgco podziekowac¢ Recenzentom, ktérzy okazujac wielkg
wyrozumiato$¢ dla licznych drobnych usterek i uchybien technicznych przed-
stawionego im tekstu, zwrocili jednocze$Snie uwage na istotne luki i przykre
pomytki natury matematycznej, dzieki czemu jest ich teraz zasadniczo mniej.
Duzg pomocg dla autora byla zacheta Profesora Piotra Wojtylaka, dyrektora
Instytutu Matematyki Uniwersytetu Slaskiego i jednoczesnie kierujacego
sprawami wydawniczymi Instytutu, ktéra niemal zobowigzywata do sfinalizo-
wania pracy.

W nietatwym koncowym etapie pracy wielkg pomocg dla autora byta
wspodtpraca z Panig Redaktor Grazyna Wojdatg. Z wielkg starannoscia,
trafiajagc w intencje autora, wykonata rysunki Pani Barbara Hakert.



WYKLAD WSTEPNY. Poczatki topologii: mosty
krolewieckie « Wzor Eulera  Bryly platonskie ¢ Rola
twierdzen o rozcinaniu

,»,Obok tej gatezi geometrii, ktéra jest zwigzana z wielko$ciami i ktéra zawsze skupiata uwage
badaczy, jest jeszcze inna jej galaz, prawie nieznana, ktéra pierwszy zauwazyt Leibniz i nazwat
geometrig potozenia.”

Leonard Eulei*lt

Zacytowane zdanie pochodzi z pracy Eulera (1736) o mostach krolewiec-
kich, zawierajgcej rozwigzanie pierwszego znanego zadania z dziedziny na-
zwanej pozniej topologia. Czy ten wilasnie rodzaj zadan miat na mysli Leibniz,
piszac o geometrii potozenia, nie wiadomo, bo swoje zamysty wyrazit bardzo
0golnie(2).

A oto zadanie, ktorym zajat sie Euler: ,,W Krolewcu, w Prusach, jest
wyspa A zwana Kneiphof. Na rzece, ktéra jg optywa..." jest siedem mos-
tow rozmieszczonych tak, jak pokazuje mapka na rys. 1(a). Czy mozna
przej$¢ po tych mostach w ten spos6b, by kazdy z nich przechodzi¢ jeden
raz?

Zadanie w oczywisty sposéb tlumaczy sie jako zadanie o mozliwosci
przejscia po krzywej zamieszczonej na rys. 1(b) tak, by po kazdym jej tuku
przechodzi¢ jeden raz.

() Leonhard Euler, Solutio problematis ad geometria situs pertinentis, Commentarii
Academiae Scientiarum Imperialis Petripolitanae 8 (1736), 128— 140; zdanie z czesci wstep-
nej.

m Wzmianka Leibniza o geometria situs pochodzi z jego listu do Huygensa. Byta ona na tyle
niejasna, ze Huygens jej nie zrozumial, a na idee Leibniza powotlywali sie nie tylko twdrcy
pézniejszej topologii, lecz takze tworcy geometrii rzutowej, wéréd nich Carl Georg Christian von
Staudt, nazywajac swojg dyscypline Geometrie der Lage. Patrz na ten temat szerzej
uP. Juszkiewicza, Istoria matiematiki, £ I, Moskwa 1970, s. 126— 127. Mimo to wzmianka
Leibniza miata duzy wplyw na rozwoéj topologii. Powotywat sie na nia réwniez Gauss.



a)
Rys. 1. Czy palac za sobg mosty, mozna przej$¢ po wszystkich? Wezty krzywej (b) odpowiadajg
dzielnicom tgczonym przez mosty (a), ktére na krzywej sg reprezentowane przez nie przecinajace
sie tuki

Krzywa sktadajgca sie ze skonczenie wielu tukdw, potaczonych jedynie
w swoich koncach, jest nazywana grafem. Jesli po grafie mozna przejs¢ tak, ze
po kazdym jego tuku przechodzi sie jeden raz, to nazywa si¢ go unikursalnym.

Konce tukéw grafu sg nazywane weztami. Przez rzad wezta rozumie sig ilos¢
schodzacych sie w nim ‘tukow.

Pokazemy za Eulerem, ze graf z rys. 1(b) nie jest unikursalny, co bedzie
znaczylo, ze zadanie o mostach krolewieckich rozstrzyga sie negatywnie.

Graf na rys. 1(b) ma cztery wezty. Jeden z nich, wezet A odpowiadajacy
wyspie A, jest rzedu 5 (wychodzi zenn 5 tukow). Pozostate sg rzedu 3.

Jedli idgc wzdtuz grafu mijamy wezel, to przechodzimy przez dwa tuki
wychodzgce z tego wezta. Zatem, jesli nie przeszliSmy zadnego tuku dwa razy
i przeszliSmy je wszystkie, to wszystkie wezlty grafu musiaty by¢ rzedu
parzystego, z wyjatkiem by¢ moze dwu: tego, z ktérego wyszlismy i tego, do
ktérego wrdcilismy. Jesli nie wrdciliSmy do wezta, z ktérego wyszliSmy, to oba
te wezty musialy by¢ rzedu nieparzystego. Jesli zas wrdciliSmy do wezia,
z ktorego wyszliSmy, to ten wezet musiat by¢ rzedu parzystego.

WykazaliSmy wiec, ze

1) Jesli graf jest unikursalny, to wszystkie jego wezty, lub wszystkie
z wyjatkiem dwu, sg rzedu parzystego.

Zatem, zaplanowany spacer po mostach Krolewca sie nie uda, poniewaz
graf z rys. 1(b) nie spetnia warunku z (1), majac cztery wezty rzedu nieparzys-
tego.

Prawdziwe jest twierdzenie odwrotne(3), trudniejsze, ktére orzeka, ze

® Euler wypowiedziat twierdzenie odwrotne, ale nie dat dowodu. Dowidd} twierdzenia
C.Hierholzer, Uber die Moglichkeit, eine Linienzug ohne Wiederholung und ohne Unterbrechung
zu Umfahren, Mathematische Annalen 6 (1873), 30—32. Dow6d Hierholzera jest najczesciej
przytaczany w literaturze, miedzy innymi przez W. Lietzmanna, Anschauliche Topologie,
Minchen 1955 (ha s. 68). Inny dowdd: Stewart Scott Cairns, Introductory Topology, New York



%) Jesli wszystkie wezty grafu spojnego, lub wszystkie z wyjgtkiem dwu, sg
rzedu parzystego, to grafjest unikursalny.

Dla objasnienia: grafjest nazywany spéjnym wtedy, gdy nie rozpada sie na
dwa grafy rozigczne; oczywiscie, graf unikursalny musi by¢ spdjny, bo spéjny
musi by¢ kazdy graf, ktéry mozna przejs¢ w jakikolwiek sposéb.

Dowdd twierdzenia. Jesli graf ma wolne konce — a ma je wtedy
tylko dwa — to tgczac je ze sobg, dostaniemy graf bez wolnych konhcow.
Znajdujac przejscie unikursalne po tak otrzymanym grafie, w oczywisty sposob
dostaniemy przejscie unikursalne po danym grafie.

Dowdd wystarczy wiec prowadzi¢ dla graféw nie majacych wolnych
koncow.

Twierdzenie jest w oczywisty sposéb prawdziwe dla graféw bez weztdw: jest
tylko jeden tego rodzaju graf — okrag.

Rys. Z Okrag jest grafem unikursalnym; formalnie biorac,
dodajac nowe punkty podziatu, dostajemy inny graf, ale na
unikursalno$¢ nie ma to wplywu

Dowdéd bedzie wiec przeprowadzony, jesli unikursalno$¢ grafu majgcego
wezty rzedu wiekszego niz 2 (bez wolnych koncéw) i spetniajgcego zatozenia
z (2), wyprowadzimy z unikursalnosci grafu o mniejszej sumie rzedow
i spelniajgcego nadal (2).

Tego rodzaju redukcje da sie przeprowadzié.

Rozwazmy mianowicie graf spéjny i jego wezet A rzedu wiekszego niz 2.
Niech K i b bedg dwoma tukami, schodzacymi sie w A, takimi, ze po ich
usunieciu graf pozostaje spojny.

Usunmy tuki K i L z grafu, nie usuwajgc ich koncéow. Utwdrzmy
z nich jeden tuk, fgczac je nowym punktem A' w miejscu, gdzie byty ztgczone
punktem A i potagczmy go z grafem korcami w miejscu dawnych potgczen.
Wyglada to tak, jak bySmy podnies$li tuk bedacy suma tukéw K i L ponad
wezet A, tworzac mostek przechodzacy przez A' (rys. 3).

Powstaje graf spéjny, ktory ma w wezle A rzad o 2 mniejszy; dotgczony
punkt A' nie jest traktowany jako wezel.

Poniewaz rzad w A zmniejsza sie o liczbe parzystg, wiec nowy graf nadal
bedzie spetnial warunki z (2). Latwo widzie¢, ze przejScie unikursalne po
nowym grafie wyznaczy przejscie unikursalne po grafie danym.

Aby zakonczy¢ dowdéd, zauwazmy, ze w kazdym wezle grafu spéjnego, bez
wolnych koncéw i spetniajgcego zatozenia z (2) i ktdrego rzad jest wiekszy niz
2, mozna znalezé dwa tuki K i L schodzace w tym wezle, po ktérych usu-
nieciu graf pozostaje spojny.



Rys. 3. Luk K\jL przechodzacy przez wezei A zostaje
zastgpiony mostkiem przechodzgcym przez punkt A' lezacy
»nad” A

Jesli wezel nie rozcina grafu, wystarczy wzig¢ za K i L jakiekolwiek
dwa tuki schodzace sie w tym wezle. Jesli za$ wezet rozcina graf, nalezy wzigc
za. K i L jakiekolwiek dwa tuki lezace w réznych czesciach, na ktére rozpada
sie graf.

Rys. 4. Zadanie o przechodzeniu mostéw jest tym samym, co zadanie o mozliwosci
zbudowania wiaduktéw nad ulicami, tak by utworzyly jezdnie bez samoprzecieé. Krzywa
z rysunku po lewej ma same punkty podwojne i wiadukty udato sie zbudowa¢ w ten sposéb, by
przejazd odbywat sie na przemian ,gérg” i ,,dotem”™

W rozumowaniu prowadzacym do rozstrzygniecia zadania o mostach
krélewieckich nieistotne byly takie szczegoly geometryczne jak: dtugosé
tukéw fgczacych wezly, ich zakrzywienie itp. Natomiast istotne bylo prze-
cinanie lub nieprzecinanie sie tych tukéw. Dlatego zadanie o mostach
zaliczyt Euler do tego ogo6lnego dziatlu geometrii, ktéremu nadat naz-
we geometria situs — geometria potozenia. Nazwy topologia pierwszy uzyt

@ Dowodowi mozliwosci naprzemiennego przejécia — raz gorg, raz dotem — Kkrzywej

zamknietej z samymi punktami podwdéjnymi, poswiecajg jeden z rozdziatéw (10) swojej ksigzki
— z powotaniem sie na Gaussa — H. Rademacheri O. Toeplitz, O liczbach ifigurach,
Warszawa 1956 (ttum. z niem., Berlin 1933).



Listing, 1847(). Byta to grecka wersja terminu analysis situs — jeszcze
jednej nazwy nowo powstajgcej dyscypliny.

Rozwazmy graf spojny potozony na ptaszczyznie. Jesli przez p oznaczymy
ilos¢ obszaréw, na ktdére ten graf rozcina ptaszczyzne, wliczajac w to takze
obszar zewnetrzny — nieograniczony, przez w ilo$¢ weztdw, a przez k ilos¢
tukéw grafu, to zawsze bedzie

w—Kk+p=2.

Jest to stynny wzér Eulera.

Zamiast ptaszczyzny mozna mie¢ na mysli powierzchnie sfery, ktdra
powstaje z ptaszczyzny przez dodanie punktu w nieskoriczonosci.

v

Rys. 6. Rzut stereograficzny

(5 Johann Benedykt Listing jest autorem pierwszej ksigzki o topologii, zatytutowanej
Vorstudien zur Topologie, wydanej w 1847 roku w Getyndze. Listing i Md&bius (odkrywcy wstegi
Mdbiusa) byli w kierunku geometria situs inspirowani przez Gaussa; patrz P. Juszkiewicz
i N. Kotmogorow, Matiematika X1X wieka, Moskwa 1981.



Rysunek pokazuje sposob, w jaki mozna zobaczy¢ ptaszczyzne jako sfere
bez jednego punktu za pomocg rzutu stereograficznego. Plaszczyzna jest
styczna do sfery w jej biegunie potudniowym S. Wida¢ odpowiednios¢
wzajemnie jednoznaczng P-*P' miedzy punktami ptaszczyzny i sfery po-
zbawionej bieguna potnocnego N.

Wz6r Eulera jest prawdziwy dla dowolnego grafu spéjnego, potozonego na
plaszczyznie, nawet jesli dopusci sie krzywoliniowo$¢ tukdw. Ale jest to
0g6Ilnos¢ dana pozniej temu wzorowi. Sam Euler rozpatrywat jedynie grafy
prostoliniowe, a doktadniej konfiguracje tworzone przez wierzchotki, krawe-
dzie i sciany wielo$cianéw wypuktych. W odr6znieniu od twierdzenia o mos-
tach krolewieckich traktowat swoj wzor jako twierdzenie geometrii elementar-
nej (6).

Szkic dowodu wzoru Eulera. Wzér jest prawdziwy w sposéb
oczywisty dla graféw o prostej budowie, na przyklad redukujgcych sie do
jednego wezta lub jednego tuku; jest takze prawdziwy dla grafu ztozonego
z trzech tukdéw stanowigcych obwod tréjkata (rys. 7).

Rys. 7. Dla tych graféw wzdr Eulera jest oczywisty: 1—0+1 =2,
2—1+1=2, 3—3+2=2

Dalszy dowdd przebiega indukcyjnie: kazdy graf mozna uwaza¢ za po-
wstaty z grafu o mniejszej ilosci tukdéw przez dotaczenie jednego.

Jesli dotgcza sie tuk tak, ze jeden jego koniec pozostaje wolny, to
ilos¢ obszar6w w dopetnieniu grafu, a wiec liczba p, nie zmienia sie. Cho-
ciaz liczby « i w wzrastajg o 1 (por. rys. 8(a)), to liczba w—k+p tez sie nie
zmieni.

Jesli tuk dotgcza sie tak, ze oba jego korice stykaja sie z grafem, to ilos¢
obszaréw p wzrosnie o 1 Liczba k zwieksza sie o 1, a liczba w pozostaje bez
zmiany. Liczba w—k+ p bedzie taka sama.

Dowdd zostat zakonhczony.

W dowodzie — rzecz zrozumiata — byly wykorzystane pewne wiasnosci
geometryczne ptaszczyzny. Juz w pierwszym kroku postuzyliSmy sie tym, ze ani
punkt, ani tuk nie rozcinajg ptaszczyzny, a krzywa zamknieta bez samoprzecie¢
rozcina ptaszczyzne na dwa obszary.

® Leonhard Euler, Elementa doctrinae solidorum, Novi Comm. Acad. Sc. Imp. Petr.
4 (1752/53), wyd. 1758, s. 109— 140.

Na temat aspektéw geometrycznych wzoru Eulera por. ksiazke Ju. A. Szaszkina, Ejlerowa
charaktieristika, Nauka, Moskwa 1989.



Rys. 8. Jesli do kota dotaczy sie promien (a), nie dostaniemy nowego obszaru;
dostaniemy, jesli dotgczymy Srednice (b)

W dalszej czeSci dowodu skorzystaliSmy z tego, ze tuk lezacy w obszarze
ograniczonym krzywa zamknietg nie rozcina tego obszaru, jesli ma z nig tylko
jeden punkt wspélny (rys. 8(a)), rozcina za$ na dwa obszary (rys. 8(b)), jesli ma
oba konice na krzywej.

Te wihasnosci sg tak oczywiste, ze mozna by je przyjaé bez dowodu jako
aksjomaty.

Mimo to wyprowadza sie je z pewnych prostszych stwierdzen. Jednym
z nich jest — sformutowany w koncu ubiegtego wieku przez Pascha — ak-
sjomat gtoszacy, ze prosta rozcina ptaszczyzne na dwa obszary wypukie<).
Twierdzenia o rozcinaniu ptaszczyzny przez krzywa zamknietag bez samo-
przecie¢c — znanego jako twierdzenie Jordana — bedziemy dowodzié, stop-
niujac jego zakres prawdziwosci, w dalszych wyktadach.

Korzystajac z wzoru Eulera, naszkicujemy zasadniczg idee dowodu twier-
dzenia orzekajacego, ze jest tylko pie¢ wieloscianéw foremnych, mianowicie te,
ktore znat jeszcze Platon: czworo$cian, szeScian, o$mioscian, dwunastoscian
i dwudziestoscian; sg nazywane brylami platonskimi.

Dowdd, znany Euklidesowi, pézniejszemu od Platona o dwa pokolenia,
wienczy jego Elementy(8). Ale dowdd uzyskany za pomoca wzoru Eulera

<) Moritz Pasch sformutowat (1982) swoj aksjomat (por. dalej wyktad 1), nie uzywajac pojec¢
mnogos$ciowych, w jezyku geometrii aksjomatycznej, wypetniajac w ten sposéb jeden z powaz-
niejszych brakéw Elementéw Euklidesa.

Nazwa ,aksjomat” (Pascha) wymaga wyjasnienia. W ujeciu aksjomatycznym geometrii
plaskiej aksjomat Pascha jest rzeczywiscie aksjomatem. W pézniejszych wyktadach ptaszczyzne
bedziemy traktowac jako obiekt arytmetyczny — zbi6ér par liczb rzeczywistych — bedacy
przedmiotem geometrii analitycznej. W tym ujeciu aksjomat Pascha jest twierdzeniem: prosta
ax+by+c—0 rozcina ptaszczyne na dwa zbiory wypukie ax+by+c>0 i ax+by+c<0.

(5) Euklides, Elementy, ks. X111l (§ 18a) (Die Elemente von Euklid, wedtug Heiberga, Leipzig
1937): ,, Twierdze, ze poza opisanymi piecioma brytami Zadna inna nie ma $cian bedacychfigurami o tej
samej ilosci réownych bokéw i réwnych katéw”. Nie dowodzimy tu az tak silnego twierdzenia,
ograniczajac teze do nieistnienia wiecej niz pieciu graféw potozonych foremnie na sferze. Czy

2 Wyktady z topologii
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daje lepszy wglad w problem, wskazujac przy tym na mozliwos¢ ogolniejszego
jego sformutowania.
Powiemy, ze graf jest potozony na sferze foremnie, jesli:
(@) kazde z pdl, na ktére graf rozcina sfere, ma te samg ilo$¢ krawedzi, i
(b) wezty grafu sg wszystkie tego samego rzedu.
Oto przyktady tego rodzaju grafow na sferze.

Rys. 9. Grafy tu pokazane sg w pewnym sensie trywialne: albo
nie maja rozgatezien, albo pola przez nie ograniczane nie sa w $cistym
sensie wielobokami (dwuboku nie uwaza sie na ogét za wielobok)

Twierdzenie. Na sferze jest jedynie pie¢ rodzajow graféw potozonych forem-
nie, jesli poming¢ grafy trywialne; grafy te odpowiadajg konfiguracjom weztdw,
krawedzi i p6l dla pieciu bryt platonskich.

Dowdd. Rozwazmy na sferze graf, ktdrego wezty majg wszystkie ten sam
rzad r, a pola w jego dopetnieniu sg ograniczone tg samg iloscig s tukdw.
Mnozgc ilos¢ weztdw w przez r, dostaniemy ilo$¢ tukéw liczonych dwukrotnie,
tj. liczbe 2k. Te sama liczbe 2k dostaniemy, mnozac ilos¢ pol p przez s.
Dostaniemy wiec

wr = 2k i ps = 2k,

skad
(3) w = 2/c/r i p = 2K/s.

Po podstawieniu do wzoru Eulera dostaniemy

(2/clr) + (2k/s) = k + 2,

skad
4 (I/r) + (1/5) = (1/2) + (I/k).
posta¢ grafu determinuje postac scian bryly i posta¢ samej bryty majacej ten grafjako konfiguracje

jej krawedzi? Odpowiedz jest twierdzaca, ale pozostawiamy ja bez dowodu; por. wszakze
wzmianke przy okazji twierdzenia Schoenfliesa pod koniec wyktadu 1.



Z tego wzoru wynika, ze
@+ (I/s) > 1/2.
Stad, jesli interesujg nas jedynie nietrywialne rozwiazania, tj. takie, gdzie

rissg co najmniej 3 (te tzw. trywialne przedyskutujemy pozniej), to jedynymi
tego rodzaju rozwigzaniami réwnania (4) moga by¢ pary liczb

©) r=3 i -3
©) - i os=4
@) = i s=3
®) = i =

©) r=5 i =3

(w pozostatych przypadkach lewa strona nieréwnosci nie przekracza 1/2).

W przypadku (5) wzory (3) i (4) dajg k= 6,p =4 i w= 4, co odpowiada
konfiguracji czworoScianu.

W przypadku (6) dostajemy k= 12, p=6 i w= 8, co odpowiada sze-
Scianowi.

W przypadku (7) dostajemy k= 12, p =8 i w = 6, co odpowiada o$mio-
$cianowi.

Konfiguracje te ilustruje rys. 10.

Rys. 10. Czworoscian, szescian i o$mioscian
W przypadku (8) dostajemy

k=30, p= 12i w= 20,
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tj. liczby z konfiguracji dwunasto$cianu foremnego, a w przypadku (9)
k=30, p=20iw= 12

tj. liczby z konfiguracji dwudziestoScianu foremnego.

Rys. 11. ,,Potowa” dwunastoscianu fo- Rys. 12. Potowa (widocznych) tréjkatow
remnego sktadajacych sie na dwudziestoscian foremny

Jesli r = 2, to graf ma postaé taka, jak na rys. 9 po lewej. Jesli s = 2, to
graf ma posta¢ taka, jak na rys. 9 po prawej. Jesli s = 1, badz r = 1, to graf
redukuje sie do wezta.



WYKLAD 1. Aksjomat Pascha e Topologia ptasz-
czyzny < Twierdzenie Jordana-Dehna o rozcinaniu
ptaszczyzny przez tamang zamknietg ¢ Twierdzenie

0 konfiguracji 6 ¢ Grafy niesptaszczalne < Twierdzenie
Moore’a o triodach ¢ Twierdzenie Schoenfliesa dla
tamanych

Podzbior ptaszczyzny jest nazywany zbiorem wypuktym, jesli wraz z kaz-
dym z dwoch punktéw zawiera #gczacy je odcinek.

Aksjomat Pascha. Prosta rozcina ptaszczyzne na dwa zbiory wypukle.

Te zbiory wypukie sa nazywane poitplaszczyznami; punktédw prostej nie
wlicza sie do pétplaszczyzn.

Rys. 13. Aksjomat Pascha. Is-
tnieja punkty p i q takie, ze odcinek
pq przecina prostg /. Kazdy punkt
r spoza / iaczy sie, oprécz /, za
pomocg odcinka z jednym i tylko
jednym sposréd punktéw p i g

Aksjomat Pascha, ktdrego nie znat Euklides, jest podstawg do dalszych
twierdzen o rozcinaniu ptaszczyzny. Nadaje sens zwrotom: ,,po tej samej
stronie” i ,,po roznych stronach” prostej. Aksjomat Pascha zostat tu sformu-



tfowany w konwencji mnogosciowej; oryginalne sformutowanie miesci sie
w konwencji geometrii elementarnej(l).

Aksjomat Pascha moze postuzy¢ — jesli nie chcemy tego robi¢ w konwencji
arytmetycznej — do wyodrebnienia podzbioréw plaszczyzny nazywanych
otwartymi, tj. do okreslenia tego, co nazywa sie topologig ptaszczyzny. Za
otwarte uznamy wszelkie potptaszczyzny, a co za tym idzie, przekroje skon-
czenie wielu poiptaszczyzn i wszelkie sumy tego rodzaju przekrojow<.

Dopetnienia zbiordw otwartych sg nazywane domknietymi. Przykiadem
podzbioréw domknietych ptaszczyzny sg proste.

Na prostych — za ich podzbiory otwarte — uznaje sie przekroje tych
prostych z podzbiorami otwartymi ptaszczyzny. Ten zakres zbioréw otwartych
na prostej pokrywa sie z tym, ktory dostanie sig, przyjmujac za otwarte
przedziaty (bez koncow) prostej i wszelkie ich sumy.

W ten sam sposOb przenosi sie pojecie otwartosci podzbioru i na inne
zbiory potozone na ptaszczyznie(3).

Z dwoch prostych réwnolegtych kazda lezy catkowicie w jednej z dwdch
pétptaszczyzn, na jakie druga rozcina plaszczyzne*40. Przez pas rozumiemy
cze$¢ wspdlna nie zawierajacych sie w sobie pdtptaszczyzn, jakie powstajg przez
usuniecie z ptaszczyzny dwéch prostych réwnolegtych.

(6] Moritz Pasch sformutowat sw6j aksjomat w Vorlesungen tiber neuere Geometrie, Leipzig,
1882. U Davida Hilberta w Grundlagen der Geometrie znalazt si¢ wéréd aksjomatéw grupy 111,
nazywanych aksjomatami porzadku. O aksjomacie Pascha tak pisze Henri Poincare
(w Derniere pensces, wyd. ros. O naukie, Moskwa 1983, s. 448): ,,Co sie tyczy aksjomatéw porzadku,
to wydaje sie, ze sg to najistotniejsze prawdy »analysis situs«.”.

Aksjomat Pascha. Dane sg na ptaszczyznie prosta | i punkty p i q spoza | takie, ze odcinek pg
przecina I Jesli r jest jeszcze jednym punktem spoza |, to doktadnie jeden z odcinkéw, rp lub rq,
przecina |

Jesli przyjaé, ze odcinek pg przecinajacy | w swoich punktach niekofncowych zawsze sie
znajdzie, to z tak sformutowanego aksjomatu wynika:

Twierdzersie. Prosta rozcina ptaszczyzne na dwa zbiory wypukie.

Dowdd. Niech U bedzie zbiorem tych punktéw plaszczyzny, ktére mozna potaczy¢ poza
| odcinkiem z punktem p. Niech V bedzie analogicznie okreslonym zbiorem dla punktu g.
Z aksjomatu Pascha wynika, ze zbiory U i V sg roztgczne i ze wypetniajg dopetnienie prostej I.

Niech r i r' bedg punktami zbioru U. Odcinki rp i r'p nie przecinaja prostej /. Dlatego rr' nie
przecina |, co wynika z aksjomatu Pascha. Zatem, odcinek rr' jest zawarty w U. Dowodzi to
wypuktosci zbioru U. Na tej samej zasadzie zbidr V jest wypukty.

W tekscie przyjeliSmy to twierdzenie jako aksjomat

W modelu arytmetycznym (kartezjanskim) ptaszczyzny aksjomat Pascha jest prostym twier-
dzeniem analitycznym. W nastepnych wyktadach, dotyczacych przestrzeni euklidesowych dowol-
nych wymiaréw, przejdziemy do tego uproszczonego modelu arytmetycznego.

(2> Pojecia topologii formalnej (ogélnej) zaktada sie jako znane, wystarczy zakres ksigzki
J. L. Kelley a General topology, Van Nostrand, New York 1955. Mimo to niektére pojecia sa
przypomniane (m.in. w przypisach), aby uniknaé¢ watpliwosci co do ich ewentualnego rozmaitego
rozumienia.

<! Na temat dziedziczenia si¢ topologii na podzbiory (pojecie podprzestrzeni) patrz:
J.L. Kelley General topology..., s. 51.

w W Scistym dowodzie nalezy wzigé pod uwage ciggto$¢ uporzadkowania punktéw prostej,
tj. jej spojnosé.



pas

Rys. 14. Pas miedzy prostymi / i /' ¢

Przekroj dwoch pasow jest nazywany rownoleglobokiem, jesli kierunki
prostych z réznych par réwnolegtych wyznaczajacych te pasy nie pokrywajg
sie; jesli te kierunki sg prostopadte, to jest on nazywany prostokagtem.

Roéwnolegtoboki sg zbiorami wypuktymi jako przekroje pétptaszczyzn,
ktére sa zbiorami wypuklymi. Jako przekroje skonczenie wielu zbiorow
otwartych (czterech potplaszczyzn) sg podzbiorami otwartymi plaszczyzny.

Baza zbioréw otwartych nazywa sie kazdg rodzine zbioréw otwartych taka,
ze kazdy zbidr otwarty jest sumg pewnych zbioréw tej rodziny. Baze zbioréw
otwartych ptaszczyzny miedzy innymi tworzy rodzina ztozona z wszelkich
przekrojow skonczonych ilosci potptaszczyzn.

Prostokaty o ustalonym kierunku boku rdwniez tworzg baze zbioréw ot-
wartych plaszczyzny.

Dla dowodu wystarczy wykaza¢, ze majgc punkt p w przekroju Pi n ..n Pk
péiptaszczyzn, znajdzie sie zawsze prostokat R, ktérego boki sg réwnolegte do
dwu danych wzajemnie prostopadtych kierunkéw 1 i I', i dla ktérego

peR c:Ptr\...nPk.

Rys. 15. Prostokat wokét p wpisany w P, n..n Pk
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Chcac to wykazaé, poprowadzmy przez punkt p proste o kierunkach
I'iI'i odtozmy z punktu p na kazdej z czterech pétprostych wychodzgcych
z tego punktu odcinki réwnej dlugosci nie przecinajgce zadnej z prostych
bedacych krawedziami potptaszczyzn Pj. W tak powstaly czworokat — w is-
tocie jest to kwadrat — fatwo wpisa¢ prostokat (nawet kwadrat) o zadanych
wiasnosciach.

* * *

Przez tamang taczaca punkty p i q rozumiemy sume odcinkow

1j = [ajt aJ+1], j=01.,n-1

takich, ze
/*nl, ~00\k - 4 < 1,
lj-inh = {&}

oraz a0l=pi a,—q

tamana, ztozong z odcinkéw opisanych jak wyzej, bedziemy oznaczaé
symbolem a0 at ...a,, lub krétszym symbolem pq, jesli zalezy nam jedynie na
uwidocznieniu koncéw p i q tamanej.

Rys. 16. amana

Jedli dopusci¢, by poczatek p ftamanej pokrywat sie z jej koncem g, to
otrzymamy tamana zamknieta; tamana ta nie ma nadal samoprzecieC.

tamane i tamane zamkniete sg grafami.

Jako sumy skonczonych iloSci odcinkow prostych, ktére sg zbiorami
zwartymi(5), tamane sg zbiorami zwartymi, a wiec podzbiorami domknietymi
ptaszczyzny. Ich dopetnienia sg zbiorami otwartymi.

tamane sg zbiorami spdjnymi, bedgc sumami odcinkdw #gczonych kolejno
punktami

<9 Kazde pokrycie zbioru zwartego podzbiorami otwartymi zawiera — na mocy okreslenia
zwartosci — pokrycie skoficzone. Na ptaszczyznie w innych przestrzeniach euklidesowych zbiory
zwarte to zbiory domkniete i ograniczone.



Przypomnijmy: zbior jest nazywany
spéjnym, jesli nie ma rozbicia na dwa zbiory
niepuste i w nim otwarte. Prosta i jej od-
cinki sg spdjne.

Zbior, ktérego kazdy z dwoch punktéow
lezy na zbiorze spojnym, jest spéjny.
W szczeg6lnosci, spéjny jest zbidr, ktérego
kazdy z dwdéch punktéw daje sie potaczyc
tamang. Stad ptaszczyzna i wszelkie jej pod-
zbiory wypukie sa zbiorami spéjnymi.

Podzbiory ptaszczyzny, ktore jednocze-
$nie sg spoOjne i otwarte, nazywaja sie jej
obszarami.

* * *

Przez sktadowa zbioru rozumie sie podzbidér spéjny nie zawierajacy sie
w zadnym wiekszym podzbiorze spojnym tego zbioru. Oczywiscie, sktadowe sg
ze sobg roztgczne, jesli nie sg identyczne. Kazdy punkt zbioru lezy w jakiej$
sktadowej w sumie wszystkich zbiordw spojnych, do ktérych nalezy ten punkt.
Stad, kazdy zbiér rozbija sie na swoje sktadowe. Z tego, co byto powiedziane,
wynika, ze takie rozbicie jest jedno.

Twierdzenie. Sktadowe zbioréw otwartych ptaszczyzny sa zbiorami otwar-
tymi.

Dowo6d. Niech U bedzie zbiorem otwartym ptaszczyzny, a G jego
sktadowa. Niech peG. Wobec otwartosci zbioru U pewien prostokat P o $rod-
ku p jest zawarty w U. Suma Gu P, sktadowej G i prostokata P, jest zbiorem
spéjnym, bo oba zbiory sg spdjne i majg punkt wspdlny. Suma Gu P nie moze
by¢ wieksza niz G, bo G jest sktadowg. Znaczy to, ze P ¢ G

Wykazalismy, ze sktadowa G wraz z kazdym punktem zawiera pewne
otoczenie otwarte tego punktu (wnetrze geometryczne prostokata o $Srodku
w tym punkcie), tj. otwartos¢ sktadowej G.

Sledzac dow6d, widzimy, ze twierdzenie dotyczy nie tylko zbioréw otwar-
tych ptaszczyzny, lecz takze innych przestrzeni, byleby takich, ktérych kazdy
punkt miat dowolnie mate otoczenia spojne; tego rodzaju przestrzenie noszg
nazwe lokalnie spojnych.

Podzbiory otwarte spojne przestrzeni topologicznej nazywa sie (jej) ob-
szarami.

Odnotujmy, ze dla ptaszczyzny i — ogélniej — dla przestrzeni lokalnie
spéjnych, rozbicia ich podzbiorow otwartych na sktadowe sg tym samym, co
rozbicia na obszary.

Istotnie, jesli Gjest jednym z obszarow, elementéw danego rozbicia, to jako
zbior spéjny zawiera sie w pewnej skiadowej rozwazanego zbioru. Ta skia-



dowa nie moze by¢ wieksza niz obszar G, bo inaczej miataby rozbicie na zbior
G i zbior ztozony z pozostatych jej punktow, ktdry jest otwarty jako przekroj
tej sktadowej z sumag pozostatych obszaréw nalezacych do rozbicia.

Wynikanie odwrotne jest oczywiste.

Poniewaz rozbicie na skfadowe jest jedno, z dowiedzionego twierdzenia
dostajemy nastepujacy

Whniosek. Zbidr otwarty ptaszczyzny i — ogo6lniej przestrzeni lokalnie spojnej
— ma dokladnie jedno rozbicie na obszary.

Zbidér rozcina przestrzen, w ktdrej lezy, jesli jego dopetnienie nie jest spojne,
tzn. jesli ma co najmniej dwie sktadowe.

W mysl tego, co juz powiedzielismy o zbiorach na ptaszczyznie, jesli
podzbior domkniety rozcina ptaszczyzne, to na obszary-sktadowe swego
dopetnienia; jesli jest przy tym ograniczony, czyli zwarty, to — co tatwo
widzie¢ — jeden z tych obszarow — i tylko jeden — jest nieograniczony.

Przez brzeg zbioru lezacego w przestrzeni topologicznej rozumiemy zbior
punktow tej przestrzeni, w ktérych kazdym otoczeniu sg punkty zbioru i jego
dopetnienia. Brzeg zbioru jest zbiorem domknietym. Brzeg zbioru otwartego jest
rzadki (w przestrzeni, co znaczy, ze wzgledem tej przestrzeni ma wnetrze puste)
i jest roztgczny ze zbiorem.

Wypuktos¢ prostokatéw, ktére stanowig baze zbioréw otwartych plasz-
czyzny, wykorzystamy w dowodzie twierdzenia orzekajacego, ze w obszarze
ptaskim kazde dwa punkty mozna potaczy¢ tamana. Dokladniej, prawdziwe
jest:

Twierdzenie. Jesli Gjest obszarem ptaszczyzny i ajest punktem tego obszaru,
to dla kazdego punktu x obszaru G istnieje tamana zawarta w obszarze G majaca
punkty a i x jako swoje konce.

Dowo6d. Niech A bedzie zbiorem punktéw x obszaru G, ktére mozna
z punktem a potaczyé¢ famana.

Zbiér A jest zbiorem niepustym, bo aeA.

Zbiér A jest zbiorem otwartym. Jesli bowiem x&A, to biorgc pod uwage
prostokat wokot x zawarty w G, stwierdzamy tatwo, ze kazdy punkt tego
prostokata, majac potaczenie z punktem x za pomocg odcinka lezagcego w tym
prostokacie, ma réwniez potgczenie z punktem a tamana.

Zbidr A jest domkniety w G, bo jesli xeA i dowolnie blisko punktu x sg
punkty, ktore mozna z A polaczy¢ tamana, to takie punkty znajda sie
w pewnym prostokgcie wokét x zawartym w G. tgczac ten punkt z odcin-
kiem x, dostaniemy famang tgczacg a z x zawartg w G.

Musi by¢ A = G, bo inaczej zbiér G rozpadiby sie na dwa podzbiory w nim
otwarte, niepuste, zbiory A i G —A, wbrew spdjnosci G.



Powiemy, ze zbidr skoriczony odcinkoéw tworzy cykl, jesli kazdy odcinek
tego zbioru ma punkty wspoélne z doktadnie dwoma innymi odcinkami tego
zbioru i oba konce odcinka sg tymi punktami wspdélnymi.

Odcinki famanej zamknietej tworza cykl, ale pojecie cyklu jest ogdl-
niejsze. Suma odcinkéw cyklu nie musi by¢ tamana zamknieta, chociaz
jest zawsze suma (skonczong) rozigcznych ze sobg famanych zamknie-

Rozwazmy famang zamknietg, ktora
jest wypukia w tym znaczeniu, ze proste
bedace przedtuzeniami jej bokéw pozos-
tawiajg pozostatos¢ tamanej w jednej poi-
ptaszczyznie. Przekr6j wspomnianych pot-
ptaszczyzn jest obszarem wypukiym w tym
znaczeniu, ze wraz z kazdymi dwoma
punktami zawiera odcinek je fgczacy. Suma
pozostatych potptaszczyzn jest rdwniez
obszarem — nieograniczonym. Obszary sa

Rys. 18. Lamana wypukia roz- roztgczne, a tamana jest ich wspdélnym
cina ptaszczyzng na dwa obszary brzegiem.
i jest ich wspdlnym brzegiem To proste twierdzenie jest szczegélnym
przypadkiem twierdzen o rozcinaniu ptasz-
czyzny przez tamane zamkniete (niekoniecznie wypukte), do ktérych sformu-
towania i dowodoéw teraz przystgpimy.

Niniejszy wyktad jest poswiecony twierdzeniom o rozcinaniu ptaszczyz-
ny, wsrod ktérych centralna pozycje petni(6):

Twierdzenie Jordana-Dehna. Lamana zamknieta rozcina ptaszczyzne na dwa
obszary i jest ich wspolnym brzegiem.

® W jednym z dalszych wyktadéw wrécimy znowu do twierdzen o rozcinaniu ptasz-

czyzny, ale juz przez zbiory zwarte, niekoniecznie bedace grafami, miedzy innymi przez krzy-
we zwykie zamkniete. Twierdzenie o rozcinaniu ptaszczyzny przez krzywa zwykla zam-
knieta bez samoprzecie¢ sformutowat Jordan (Camille Jordan, Cours d'analyse, Paris 1893),
ale dowo6d podany przez Jordana miat luke. Za pierwsze poprawne dowody uwaza sie do-
wody Veblena (1905) i Brouwera (1910): L. E. J. Brouwer, Beweis des Jordanschen
Kurvensatzes, Mathematische Annalen, 69 (1910), 169—175; w Collected Works, t. n, na
s. 377—383, z komentarzami do dawniejszej literatury. Dowdd Brouwera mozna znalezé
u Felixa Hausdorffa w Grundziige der Mengenlehre (1914). Istote dowodu twierdzenia
Jordana ilustruje przypadek tamanej i pierwszy poprawny dowdd dla tego szczegdlnego przy-
padku pochodzi od Dehna: Max Dehn, Beitrdge zur Analysis Situs, Prinzipien der Geometrie
(manuskrypt; dane za artykutem W. Magnusa, Max Dehn, Mathematical Intelligencer 1
(1978), 132— 143).



D ow 6 d(7). Niech L bedzie tamang zamknietg. Niech k bedzie kierun-
kiem rdéznym od kierunkéw bokow tamanej. Kazdemu punktowi x nie
lezagcemu na L przypiszmy liczbe indL(x), nazywang dalej indeksem punktu
x wzgledem L, réwng 0 lub 1, okreslong jak nastepuje.

Przez punkt x prowadzimy prostg k(x) o kierunku k i liczymy ilos¢
modulo 2 punktow przeciecia famanej L z prostg k(x), lezacych na lewo
od x (zaktadamy, ze prosta ma zwrot, a przez odpowiedni obrét calej
ptaszczyzny kierunek k mozna uzna¢ za poziomy). Przyjmujemy przy tym,
ze jesli punkty przeciecia sg wierzchotkami tamanej L, to liczymy je jedynie
w tym przypadku, gdy prosta rozcina w nich famang lokalnie (sens temu
powiedzeniu nadaje aksjomat Pascha).

/
S/

Nie uwzgledniamy w symbolu indlL(x) zaleznosci od Kkierunku k, bo k
bedzie ustalone.

Traktujemy indLjako funkcje okre$long na dopeinieniu famanej L i przyj-
mujgcg wartosci w zbiorze {0,1}.

Funkcja indL przyjmuje obie wartosci, Oil.

Aby to zobaczyé, wystarczy wzig¢ jakakolwiek prostag o kierunku Kk,
przecinajacg famang L w punkcie x nie bedgcym wierzchotkiem tamanej. Na
tej prostej, w pewnym przedziale wokot punktu x, nie ma juz innych punktéw
tamanej Lniz x. W punktach tego przedziatu lezgcych po réznych stronach
punktu x indeks przyjmuje rozne wartosci

Dopetnienie tamanej L rozpada sie wiec na dwa zbiory niepuste A i B,
zbidr A ztozony z punktow o indeksie O i zbior B ztozony z punktéw o in-
deksie 1.

Zbiory A i B sg otwarte.

(7> Ten dowod zamieszczajg R. Courant i H. Robbinsw ksigzce Co to jest matematyka?
(s. 345—348 wydania polskiego z 1967 r.,) oraz E. E. M oise w Geometrie topology in dimensions
2 and 3, Springer 1977, s. 16—25.



Wynika to stad, ze dla kazdego punktu x spoza L istnieje prostokat
P wokot x taki, ze indL(x') = ind(x) dla x'eP. Krocej: fiinkcja indL jest
lokalnie stata.

W celu znalezienia zapowiedzianego prostokata P wezmy najpierw pros-
tokat Q o srodku x majacy boki o kierunku k i roztgczny z L. Wezmy z kolei
pas R wokot prostej k(x) na tyle waski, by nie byto w nim innych wierzchotkéw
tamanej L niz te, ktore leza na k(x) (por. rys. 19). Przekr6j pasa R z pros-
tokatem Q jest zapowiedzianym prostokgtem P (oczywiste, ale dla tamanej
z wolnymi koncami fatszywe!).

DowiedliSmy w ten sposob, ze dopeilnienie tamanej L nie jest spojne,
poniewaz rozpada sie na dwa zbiory otwarte niepuste A i B. DowiedlisSmy wiec,
ze tamana L rozcina ptaszczyzne.

Zauwazmy, ze dla punktéw zbioru spdjnego indeks jest staty, inaczej ten
zbior rozpaditby sie na dwa zbiory w nim otwarte, jeden ztozony z punktéw
lezacych w A i drugi ztozony z punktéw lezagcych w B.

Pokazemy, korzystajac z ostatniej uwagi, ze zbhiory A i B sg spojne. Wynika
to z nastepujgcego bardziej szczeg6towego stwierdzenia:

Istniejg punkty r' i r'" poza L takie, ze kazdy punkt spoza L moze by¢
potgczony poza L tamang z jednym z punktow r' i r".

Dla dowodu, wezmy na tamanej L punkt r nie bedacy jej wierzchotkiem
i wystawmy w punkcie r prostopadtg do odcinka tamanej, na ktérym lezy
punkt r. Po obu stronach tego odcinka wezmy na tej prostopadtej punkty r'i r"
w rownej odlegtosci d od r.

Wzdtuz odcinkéw tamanej poprowadzmy pasy o szerokosci 2d tak, by te
odcinki znalazty sie w $Srodku paséw; w ten sposob punkty r' i r'* znajduja sie
na brzegu pasa wzdluz odcinka, na ktérym lezy punkt r.

Przekroj paséw wzdtuz odcinkow sgsiednich jest réwnolegtobokiem o $rod-
ku we wspolnym punkcie tych odcinkéw (por. rys. 21).

Zatozmy, ze szeroko$¢ 2d paséw jest na tyle mata, ze wspomniane
roéwnolegtoboki, liczone wraz z brzegami, sg rozigczne, a punkty r, r' i r'* lezg
poza tymi rownolegtobokami. Jedli | jest odcinkiem tamanej, to przez P(I)
oznaczmy cze$¢ pasa wzdtuz | zakoriczong dwoma rownolegtobokami — czes-
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Rys. 21. Konstrukcja pasa wokot L

ciami wspolnymi z pasami wzdluz odcinkéw sasiednich. Nazwijmy P(J)
segmentem wokot I. Zatozenie o szerokosci pasow zapewnia, ze przecinajg sie
ze sobg jedynie segmenty wok6t odcinkow sasiednich.

Rys. 22. Pas wokot L

Z obwodow segmentéw usunmy boki réwnolegtobokow otaczajgcych
wierzchotki tamanej, te, ktére przecinajg tamang L. Pozostate odcinki ob-
wodow segmentéw tworzg cykl, co sie tatwo sprawdza. Punkty r' i r'" lezg na
tym cyklu.

Niech p bedzie dowolnym punktem spoza L. Pokazemy, ze punkt p mozna
potaczy¢ tamang lezacg poza L z jednym z punktow r' lub r"

PoprowadZmy z punktu p prostg | tak, by przecieta L. Na prostej | weZzmy
punkt t lezacy na cyklu wokdt L taki, ze odcinek pt nie przecina L; jest
tylko jeden taki punkt. Na rys. 22 zilustrowany jest przypadek, kiedy p nie lezy
w zadnym z segmentow P(l).

ldagc w ktérymkolwiek kierunku po tym cyklu, natrafimy badz na punkt r',
badZ na punkt r'". Ta droga i odcinek pt prostej Zdaje tamang taczacag punkt
p poza tamang L z jednym spos$réd punktow r' i r".



Wyprowadzmy teraz pewne wnioski z twierdzenia Jordana-Dehna potrzeb-
ne dla dalszych celow.

Twierdzenie o konfiguracji 0. Ttzy tamane majace korice w dwu danych
punktach ptaszczyzny i poza tym rozigczne rozcinajg ptaszczyzne, na ktérej leza,
na trzy obszary, tak ze kazda para tamanych jest brzegiem dokladnie jednego
z tych obszardw.

Uwagi przed dowodem.

Skoro — jak bedzie dowiedzione
— brzeg obszaru-sktadowej dopetnie-
nia opisanej konfiguracji — nazywanej
dalej konfiguracjg 0 (theta) — ztozonej
z trzech tamanych, jest suma dwu spos-
rod tych tamanych, to trzecia tamana

Rys. 23. Konfiguracja w ksztatcie lezy, pomijajac konce, poza domknie-
litery 0 ciem tego obszaru.

Wynika stad dalej, ze kazda z fa-
manych, pomijajac korice, lezy na brzegu dokiadnie obszaréw-sktadowych
dopetnienia konfiguracji 0, a mianowicie jest rowna przekrojowi ich domknie¢
i jest roztgczna, poza swoimi kohcami, z domknieciem trzeciego obsza-
ru-sktadowej dopetnienia konfiguracji.

Konsekwencjg twierdzenia jest réwniez to, ze tamana tgczaca dwa punkty
konfiguracji lezace na dwu réznych jej tukach (punkty a i b na rys. 23) i lezaca,
nie liczac wspomnianych punktéw, poza konfiguracja, lezy catkowicie (pomija-
jac wspomniane punkty) w tej sktadowej dopetnienia konfiguracji, ktora jest
ograniczona tymi sposrod dwu tukéw konfiguracji, na ktérych leza tgczone
punkty.

Dowo6d. Rozwazmy konfiguracje Q dang przez dwa punkty u i v oraz trzy
tamane A, B i C, majace konce w punktach u i v, poza tym bez punktow
wspélnych.

Rozwazmy dowolne dwie spos$réd tamanych A i B. Ich suma A u B jest
tamang zamknietg, ktéra na mocy twierdzenia Jordana-Dehna rozcina ptasz-
czyzne na dwa obszary. Lamana C, jesli poming¢ korce, jest (wobec jej
spéjnosci) zawarta w jednym z tych obszaréw. Oznaczmy przez Gc ten drugi
obszar. Punkty famanej C, rozne od u i v, lezg poza domknieciem obszaru Gc-

Podobnie okreslamy obszary GA i GB Brzegiem obszaru GA jest tamana
BuC, a brzegiem obszaru GB tamana AuC.

Trojka obszarow GA, GB i Gc stanowi komplet obszaréw-sktadowych
dopetnienia sumy AuBuC.

Dla dowodu, zauwazmy najpierw, ze kazdy z tych obszaréw jako zbior
spojny jest zawarty catkowicie w jednej ze sktadowych dopetnienia sumy
AuBucC,a jako sktadowa dopetnienia zbioru i u B u C zawiera te sktadowa
i w rezultacie jest jej réwna.



Pozostaje dowies$¢, ze poza trzema
wymienionymi sktadowymi dopetnie-
nia Au Bu C nie ma innych.

Dla dowodu, wezmy punkt p w do-
petnieniu sumy Au Bu C i potgczmy
ten punkt tamang z punktem g na
Au Bu C réznym od u i v tak, by cata
famana z wyjatkiem punktu q lezata
poza A uB uC (mozna znalez¢ nawet

Rys. 24. Nie ma trzeciego obszaru odcinek wychodzacy z p, a majacy te
wiasnos¢). Z aksjomatu Pascha wnios-
kujemy, ze punkt gq lezy na brzegu co najwyzej dwu obszaréw dopetnienia
sumy AuB uC . Przyjmijmy, ze geA. Punkt q jest wtedy punktem brzegéw
obszaréw GBi Gc- Poniewaz, jak wspomnieliSmy, punkt q lezy na AuBu C
i dlatego nie lezy na brzegu zadnej sktadowej dopetnienia sumy AuBuC,
wiec w dostatecznie matym otoczeniu punktu q tamana pq przebiega badz przez
obszar GB badz przez obszar Gc. Poniewaz tamana, pomijajac punkt g, omija
Au Bu C, wiec lezy catkowicie badz w GB badz w Gc. Stad, peG Blub pe Ge-
Poniewaz punkt p jest dowolnym punktem poza Au Bu C, dwyrdznienie
w dowodzie tamanej A nie wptywa na ogélnosé, wykazaliSmy w ten sposéb, ze
obszary GA GB i Gc wypeiniajg cate dopetnienie sumy Au Bu C.

Uwaga. W koncowym fragmencie dowodu skorzystaliSmy z tego, ze
tamana nie rozspaja ptaszczyzny lokalnie wiecej niz na dwa obszary. Dla
konfiguracji 9 jedynymi jej punktami lezagcymi na brzegu trzech obszarow
dopetnienia sg punkty u i u, w ktdrych schodzg sie jej tuki.

Ogolnie biorac, przy rozbiciu ptaszczyzny na trzy obszary, jesli brzegi ich
nie sg sumami skonczonej ilosci tukéw, punktéw, w ktérych schodzg sie trzy
obszary, moze by¢ wiecej, jak pokazuje przyktad z rys. 25, w ktérym tuk
A z konfiguracji 6 zostat zastgpiony sinusoidg zageszczong(8).

Osobliwosci moga tu dojs¢ do krancowo-

§ci: mozna zbudowacé na ptaszczyznie obszar,

ktérego brzeg jest brzegiem jeszcze dwoch

innych obszarow (o tego rodzaju osobliwos-

ciach bedzie okazja méwi¢ w wyktadzie 7).

Twierdzenie o krzywej 9 da sie strescic¢

réwniez w nastepujacy sposéb: famana tgcza-

ca dwa punkty na tamanej zamknietej, poza

gow trzech obszarow tym nie majgca z nig punktéw wspdlnych,

rozcina obszar-sktadowg dopetnienia tamanej

zamknietej na dwa obszary i jest przekrojem domknie¢ tych obszaréw, bedac
roztgczng z druga sktadowa dopetnienia tamanej zamknietej.

<9 W zwyklym potozeniu na plaszczyznie sinusoida zageszczona jest kontinuum, na ktére
sktada sie wykres funkcji y = sin (I/x), 0 < x < I/n i odcinek —1< vy < 1 osi y-6w.



Twierdzenie (o0 przecinaniu sie tamanych tgczgcych przedzielajgce sie pary
punktéw). Niech S bedzie tamang zamknieta i niech G bedzie jednym z dwu
obszaréw, na jakie rozcina ona ptaszczyzne. Niech L bedzie tamang taczaca
w G punkty u i v tamanej S. Niech w i z beda para punktow na S, przedzielajaca
sie z parg u i v. tamana K, fgczagca w G punkty w i z, przecina tamang L.

Dowd6d. Z twierdzenia o krzywej 0 wynika, ze famana L rozcina obszar
G na dwa obszary G' i G" majgce L jako przekr6j swoich domkniec.

n Brzeg obszaru G' skiada sie
z famanej L i jednej z dwu tama-
nych, na jakie punkty ui v rozci-
naja S; przyjmijmy, ze jest to ta
tamana, na ktérej lezy punkt w.
Punkt z lezy na drugiej z nich, na
brzegu obszaru G". Niech U be-
dzie otoczeniem punktu w roz-
tagcznym z L. Niech V bedzie

Rys. 26. Lamane K i L muszg sie przeciaé otoczeniem punktu z rozigcznym

z L. Wezmy na famanej K punk-
ty: punkt x* w Un G'i punkt x" w Vr\ G". Cze$¢ famanej K taczacej punkty x'
i X" musi przecig¢ brzeg obszaru G' (bo x"£G'"). Poniewaz K nie przecina
S (jesli poming¢ w i z), wiec i wspomniana cze$¢ tamanej K nie przecina S. Musi
wiec przecigé te czes¢ brzegu obszaru G', ktora lezy poza S. Przecina zatem
tamang L.

Sposrod wielu zadan — niektore z nich maja charakter anegdotyczny
— dla ktérych rozwigzania wykorzystuje sie twierdzenia o rozcinaniu plasz-
czyzny, miedzy innymi twierdzenie o konfiguracji 0, przytoczymy kilka
najbardziej znanych.

Oto pierwsze z nich wedlug Kalejdoskopu matematycznego Hugona
Steinhausa (s. 261, wyd. z 1956 r.).

Rys. 27. Gdziekolwiek znajdowalby si¢ trzeci dom,
nie znajdzie sie zen $ciezki do gotebnika badz do studni,
badZz do brogu

3 Wyktady z topologii



»Mamy trzy domy, gotebnik, studnie i brog; trzeba znalez¢ z kazdego domu
Sciezki do gotebnika, studni i brogu tak, by nie przecinaly sie wzajemnie. Tojest
niemozliwe™.

W przestrzeni daje sie to zrobi¢. Powstaje konfiguracja zamieszczona po
lewej stronie na rys. 28.

c/om

Rys. 28. Grafy Kuratowskiego

Kuratowski (1930) dowiédt, ze graf niesptaszczalny musi zawierac jedng
z dwu konfiguracji przedstawionych na rys. 28<9.

Pierwsza jest konfiguracjg z zadania o trzech domkach. Jest to graf
0 6 wierzchotkach — kazdy rzedu 3.

Druga konfiguracja polega na potgczeniu pieciu punktow, kazdy z kazdym,
nie przecinajagcymi sie tamanymi.

Druga konfiguracja jest niesptaszczalna, co pokazuje nastepujgce rozumo-
wanie.

Jesli pie¢ punktow u, v, x i z lezgcych na plaszczyznie majg by¢ potaczone
kazdy z kazdym nie przecinajgcymi sie tamanymi, to w szczegélnosci punkty
u i z muszg by¢ polaczone nie przecinajgcymi sie tamanymi z pozostatymi.
Powstaje konfiguracja ptaska (rys. 29) bedaca konfiguracjg 0 z punktami v,
X iy na jej tukach.

a
Rys. 29. Potgczenie na ptaszczyznie pieciu punktéw, kazdy
z kazdym, jest niemozliwe
© K Kuratowski, Sur le probléme des courbes gauches en topologie, Fund. Math.

(1930), 271—283. Dow06d twierdzenia Kuratowskiego mozna znalez¢ miedzy innymi w ksigzce
F. Harary’ego, Graph theory, 1969 (wyd. ros. z 1973 r, s. 133); por. takze C. Thomassen,
A link between the Jordan curve theorem and the Kuratowski planarity criterion, American
Mathematical Monthly 97 (1990), 216—218.



tamana tgczaca u i z musi leze¢, pomijajac konce, catkowicie w jednym
z trzech obszarow, na ktére ta konfiguracja 6 rozcina ptaszczyzne. Przyjmijmy,
ze jest to obszar ograniczony tamanymi uvz i uxz. Lamana taczaca v i X musi
rowniez leze¢, pomijajac konce, we wspomnianym obszarze, co wynika
z og0lnej wiasnosci konfiguracji 0 (odnotowanej w uwagach przed dowodem
twierdzenia na s. 31). Na mocy twierdzenia ze s. 33, tamana tgczaca v i X musi
przecig¢ tamang u i z, bo pary v i x oraz u i z przedzielajg sie.

Jesli graf juz lezy na ptaszczyznie, to pewien problem pozostaje: czy ma
takie potozenie, w ktdrym potgczenia miedzy weztami sg prostoliniowe?

Odpowiedz brzmi: tak. Dowiddt tego I. Fary (1948)(10). Mapy dotaczane
do kolejowych rozktadow jazdy przygotowuje sie tak, by potaczenia miedzy
stacjami weztowymi byty odcinkami prostoliniowymi. W przypadku bogatej
sieci kolejowej da sie to zrobi¢ jedynie za cene znacznych znieksztatcen
odlegtosci. Mapa PKP ma kilka potaczen nieprostoliniowych.

* * *

Przez triod rozumiemy graf ztozony z trzech tamanych wychodzacych
z jednego punktu i poza tym nie przecinajgcych sie. £amane skiadajace sie na
triod nazwijmy jego lukami, ich punkt wspolny wierzchotkiem, a pozostate
konce tamanych koncami triodu.

Twierdzenie Moore’a (1928)(11). Na ptaszczyznie mozna utozy¢ nie wiecej niz
przeliczalnie wiele nie przecinajgcych sie triodow.

Dowo6d. Niech B bedzie bazg przeliczalng topologii ptaszczyzny ztozong
z prostokatow. Triodowi T lezgcemu na plaszczyznie przypisujemy czworke

cf — {~7* Vvf, Wf, H >

w ktorej HTjest prostokgtem nalezagcym do bazy B, zawierajacym wierzchotek
i nie zawierajagcym zadnego z koricéw triodu T, a uT, vTi wT sg punktami o obu
wspoétrzednych wymiernych, ktére dobieramy jak nastepuje.

Na fukach triodu T wybierzmy, na kazdym po jednym, punkty X,
y i z lezagce na brzegu prostokata HT — pierwsze na tych tukach, liczagc od
wierzchotka a triodu. Prostokagt HT zostaje rozciety tamanymi ax, ay i az

(10) I. Fary, On straight line representations of planar graphs, Acta Scientiarum Ma-
thematicarum, Szeged 11 (1948), 229—233; por. réwniez ksigzke P. J. Giblina, Graphs, surfaces
and homology, London 1977, s. 41 oraz wzmianke w Graph theory F. Harary’ego, Reading 1969,
w rozdz. 11.

(1) R. L. Moore, Concerning triods in the plane and the junction points of plane continua,
Proc. of the Nat. Academy of Sciences 14 (1928), 85—88. Dowdéd wedtug C. R. Pitt mana, An
elementary proofofthe triod theorem, Proc. of the Amer. Math. Soc. 25 (1970), 919. Por. réwniez
R. L. Moore, Concerning triodic continua in the plane, Fund. Math. 13 (1929), 261—263, gdzie
dowiedzione jest twierdzenie ogélniejsze.



na trzy obszary odpowiadajgce fa-
manym Xy, yz i zx dajagcym w su-
mie brzeg prostokata HT (twierdzenie
o konfiguracji Q trzeba w tym celu
stosowa¢ dwa razy). W kazdym z tych
trzech obszaréw ustalmy punkty uT,
vT i wT w obu wspétrzednych wymier-
nych.

Wykazemy, ze jesli Ti T' s trioda-
mi roztgcznymi, to czworki CTi CT sg
rozne.

Wystarczy zajg¢ sie przypadkiem, kiedy prostokaty HT i HT- w obu
czwdrkach sg te same. Pokazemy, ze wtedy czworki CTi CT roznig sie jednym
z pozostatych cztonéw.

Wierzchotek a' triodu T' lezy w jednym z trzech obszaréw wycietych
przez triod T (w opisany dopiero co sposob) na prostokacie HT(= Hv).
Niech to bedzie obszar wyznaczony przez xy i niech punktem czworki
CT w nim wybranym bedzie uT. W obszarze tym sg zawarte dwa sposrod
trzech obszaréw, na jakie triod T' rozcina (w opisany juz sposéb) pros-
tokat Hr (réwny prostokatowi HT), bo na xy lezg wszystkie trzy punkty
X', y', ' wyznaczajgce wspomniane trzy obszary. Stad, pewne dwa sposrod
punktéw uT, vT' i wT- wybranych w wyro6znionych przedtem dwu obsza-
rach, nie moga by¢ punktami vT i wT. Czwdrki CT i CT- sg wiec rdzne.

OkresdliliSmy w ten sposéb odwzorowanie réznowartosciowe rodziny trio-
doéw roztgcznych potozonych na ptaszczyznie w zbiér przeliczalny czworek,
z ktorych kazda jest ztozona z prostokgta nalezacego do ustalonej bazy
przeliczalnej plaszczyzny i z trzech punktow wymiernych.

* * *

Twierdzenie Jordana-Dehna ma w sobie niedopowiedzenie: nie objasnia
tego, czym jest sktadowa dopetnienia famanej zamknietej. Mdowi o tym

Twierdzenie Schoenfliesa (dla tamanych) (1906)(12). Sktadowa ograniczona
dopetnienia famanej zamknietej do ptaszczyzny jest, po dotgczeniu do niej tej
famanej, homeomorficzna z tréjkatem ptaskim wraz z obwodem. Wiecej: kazdy
homeomorfizm famanej zamknietej na obwod tréjkata ma przedtuzenie do homeo-
morfizmu wspomnianej sktadowej (z dotgczong don tamang) na peiny tréjkat.

Dowdd przebiega indukcyjnie ze wzgledu na ilos¢ odcinkéw tamanej.
Lematem, ktéry umozliwia przejscie indukcyjne, jest nastepujace twierdzenie
geometrii elementarnej, formutowane tu jako:

<1?) Prace Schoenfliesa z lat 1906— 1908; por. wyktad 7, w ktérym bedzie dowiedzione
twierdzenie dalej idace.



Lemat o wolnej przekatni. Wielokat zamkniety o wiecej niz trzech bokach ma
wsrod swoich przekatni co najmniej jedng przekatnig wolng, tj. taka, ktéra lezy
catkowicie, pomijajac konce, w jednym z obszardéw dopetnienia wielokata.

Dowod. Wezmy pod uwage trzy sasiadujgce wierzchotkami odcinki A,
B i C wielokata i kat wypukly (tj. < 180°), jaki tworzg odcinki AB i BC (por.
rys. 31). Jesli odcinek AC nie przecina (poza korcami A i C) wielokata, to jest
poszukiwang wolng przekatnig. Jesli tak nie jest, to przez kazdy z wierz-
chotkéw tamanej zawartej w trojkacie ABC poprowadzimy réwnolegte do AC
i wezmy te z nich, ktéra jest najblizsza wierzchotkowi B. Lezacy na niej
wierzchotek tamanej (ktorykolwiek; na rysunku jest to wierzchotek D) polgcz-
my odcinkiem z punktem B. Jest to poszukiwana przekatnia.

Opisane nizej dwa homeomorfizmy postuzg zapoczgtkowaniu indukcji.

1 Niech ABCD bedzie czworokatem wypukiym. Istnieje homeomorfizm
przeksztalcajgcy czworokat ABCD na tréjkat BCD taki, ze ftamana BAD
przechodzi na odcinek BD (przez rzutowanie w kierunku AC) i ktory jest
tozsamoscig na bokach DC i CB.

&

Rys. 32. Homeomorfizm g ,wgniatajacy”
katni tréjkat ABD do wnetrza tréjkata BDC

Homeomorfizm polega na ,wgnieceniu” wypuktosci BAD do wnetrza
tréjkata BCD wzdtuz linii faczacej A i C (por. rys. 32).

2. Niech ABC bedzie trdjkatem opartym bokiem AB na prostej |
Niech P i P' bedg potptaszczyznami, na ktdre / rozcina plaszczyzne. Niech
Clezy na P, a C' na P'. Istnieje homeomorfizm pétptaszczyzny P powigkszonej
0 punkty prostej | na te poiptaszczyzne (nadal z prostg |I) powiekszong
o0 trojkat AC'B, tozsamosciowy na / poza wnetrzem geometrycznym od-
cinka AB.

Homeomorfizm polega na ,,wypchnieciu” tréjkata ABC poza pditptaszczyz-
ne P tak, by na przyktad punkt C przeszedt na Srodek odcinka AB, a ten z kolei
na punkt C'



c
Rys. 33. Homeomorfizm wypychajacy AC'B poza P

Dowo6d twierdzenia Schoenfliesa. Niech K bedzie famana
zamknietg ograniczajgcg wielokgt W. Niech h bedzie homeomorfizmem tama-
nej K na obwod tréjkata T. Mamy przedtuzy¢ h do homeomorfizmu W na. T.
Niech xy bedzie wolng przekatnia tamanej K (ktérej konce x iy, lezac poza K,
zawierajg sie catkowicie w W). Przekatnia xy dzieli wielokgt W na dwa
wielokaty W' i W™ ograniczone tamanymi zamknietymi majacymi mniej
bokéw niz tamana K.

Rozwazmy najpierw przypadek, kiedy h(x) i h(y) lezg na réznych bo-
kach trdjkata T. Odcinek h(x)h(y) dzieli trojkat T na trojkat M i czwo-
rokat wypukty N (patrz rys. 34). Przedtuzmy h na odcinek  tak, by przeszedt
liniowo na h(x)h(y). Niech W' bedzie tg cze$cig wielokgta W, ktérej obwod
przechodzi przez tak zmodyfikowane h na obwdd trojkata M. Na mocy
zatozenia indukcyjnego homeomorfizm h obwodu wielokata W* przediuza sie
do homeomorfizmu W' na M.

Pozostaje przedtuzy¢ homeomorfizm h z obwodu wielkokgta W' na
czworokat M.

Rys. 34 Wielokat W"* jest przeksztalcony na tréjkat M, a wielokat W' na trdjkat N

Najpierw, za pomocg homeomorfizmu opisanego przed dowodem w punk-
cie 1, przeksztatlcamy homeomorficznie czworokat N na trojkat Oh(x)h(y),
gdzie O jest jednym z wierzchotkéw czworokgta N przeciwlegtych do boku

h()h(y)-



Homeomorfizm obwodu W” na obwéd N ztozony z homeomorfizmem
obwodu czworokata N na obwdd tréjkata Oh(x)h(y) (identyczny z poprzed-
nim na przeciwobrazach odcinkéw h(x)h(y) i h(y)O). Ten homeomorfizm
przedtuzamy do homeomorfizmu W' na tréjkat Oh(x)h(y).

»Cofajac wgniecenie”, dostajemy przedtuzenie homeomorfizmu h na ho-
meomorfizm wielokata W' na czworokat N.

Pozostaje przypadek, kiedy h(x) i h(y) lezg na jednym i tym samym
boku trojkata T. Na odcinku h(x)h(y) zbudujmy, jako na podstawie,
tréjkat h(x)C'h(y) na zewnatrz trdjkata T (patrz rys. 35) i rozwazmy
homeomorfizm opisany przed dowodem w punkcie 2, ,,wypychajgcy”
pewien trojkat wewnatrz T, oparty na h(x)h(y) jako na podstawie, na
tréjkat h(x)C'h(y). W tak zdeformowanym trojkacie T rozwazmy odci-
nek h(x)h(y) i przedtuzmy homeomorfizm h na wolng przekatnig
tak, by przeszta liniowo na wspomniany odcinek. Przedtuzmy h z obwo-
dow wielokatéow W' i W" na cale te wielokaty tak, by przeszty na
trojkaty T i h(x)C'h(y), co da sie zrobi¢ wobec zatozenia indukcyjnego.
Cofnijmy ,,wypchniecie”. Dostajemy zapowiedziane przedtuzenie odwzo-
rowania h z wielokgta W na trojkat T.

Rys. 35. Wielokat W' jest przeksztaticony na tréjkat, a wielokat W” na trojkat
h(x)C’h(y)

Sa dwie wersje twierdzenia Schoenfliesa: (a) stabsza, w ktorej stwier-
dza sie, ze obszar ograniczony tamang zamknietg z dodaniem don tej
tamanej jest homeomorficzny z pelnym trojkatem, do czego wystarcza
istnienie homeomorfizmu wspomnianego obszaru wraz z obwodem na
trojkat, przy ktérym obwody przechodzg na siebie, i (b) mocniejsza,
ktorej dowodziliSmy, a w ktdrej wymaga sie, aby kazdy homeomorfizm
obwod6éw miat przedtuzenie na obszary dopetnienia.

Analogonem famanej zamknietej na ptaszczyznie jest powierzchnia wielo-
Scienna homeomorficzna ze sferg dwuwymiarowg, potozona w przestrzeni
tréjwymiarowej. Prawdziwos¢ twierdzen Schoenfliesa przenosi sie na ten
przypadek, ale rzecz jest trudniejsza. Wersja (a) byta dowiedziona przez



Alexandera (1924); wersja (b) byta dowiedziona przez Browna
(1960)(13).

Twierdzenie Schoenfliesa pozwala na wzmocnienie tezy w twierdzeniu
o grafach potozonych foremnie na sferze z wykfadu wstepnego, tak by orzekato
ono o nieistnieniu wiecej niz pieciu wielosciandw foremnych o wierzchotkach
na sferze: dwuwymiarowy przypadek twierdzenia Schoenfliesa nalezy za-
stosowa¢ do przedituzenia danych homeomorfizméw miedzy obwodami $cian
do homeomorfizméw miedzy Scianami. Trdjwymiarowe twierdzenie Schoen-
fliesa pozwala uzyska¢ analogiczny wniosek dotyczacy bryt, tzw. bryt platon-
skich; por. przypis (8) do wyktadu wstepnego.

(13> J. W. A lexander, On the subdivision ofa 3-space by a polyhedron, Proc. Nat. Acad. Sei.
U.S.A. 10 (1924), 6—8. M. Brown, A proof of the generalized Schoenflies theorem, Bull. Amer.
Math. Soc. 66 (1960), 74—76.



WYKELAD 2. Geometria analityczna przestrzeni eu-
klidesowych ¢ Sympleks ¢ Wspétrzedne barycentryczne
* Podziat barycentryczny sympleksu ¢ Pewne konfiguracje
I odwzorowania wzorcowe ¢ Triangulacje « Odwzorowania
symplicjalne « Realizacje triangulacji w przestrzeniach
euklidesowych < Twierdzenie o aproksymacji sympli-
cjalnej * Spostrzezenie Lebesgue’a

Wyktad ten stanowi przygotowanie do nastepnych, poswieconych wias-
nos$ciom topologicznym, przestrzeni euklidesowych i figur w nich potozonych.
Wydobycie tych wiasnosci wymaga rozwiniecia pewnych $rodkéw pomoc-
niczych. Sg dwie znane metody: metoda kombinatoryczna — na przykiad
symplicjalna — i metoda rdzniczkowa. Zgodnie z wczesniejsza zapowiedzig
postuzymy sie pierwsza, bardziej elementarng, ktdra wyrazniej zarysowuje
geometryczne znaczenie twierdzen.

Podstawowg figurg geometryczng bedzie sympleks. Przez odpowiednie
potaczenia sympleksdéw dostaje sie wielosciany. Te z kolei postuzg w dalszych
wyktadach jako aproksymacje dowolnych podzbioréw zwartych przestrzeni
euklidesowych.

Tym tworzywem moglyby by¢ réwnie dobrze kostki: zyskuje sie na
pogladowosci, ale traci na rachunkach(l).

Zaczniemy od ogo6lnego formalizmu algebry liniowej.

* * *

Niech X bedzie przestrzenig wektorowg (rzeczywistg), tj. zbiorem elemen-
tow, nazywanych wektorami, ktére mozna dodawac tak, ze tworza grupe

(1) Ujecie kostkowe — wprawdzie jedynie w wymiarze 2 — mozna znalez¢ w ksigzce Elements
of the topology of plane sets of points M.H.A. Newmana, Cambridge University Press, 1939.



abelowg i mnozy¢ je przez liczby rzeczywiste tak, ze spetnione sg znane
warunki<:

la —a, fi(Aa) = (RA) a,
A(a + b)=la + Ab, (A+ fi)a = Aa + fia.

Zaktadamy, ze kazdemu wektorowi jest przypisana dtugo$¢ |a| bedaca
liczbg rzeczywistg nieujemna spetniajacg warunki:

lal= 0<a =0,
l1Aal= IAlla|,
la + fc|<|a| + [fc|] (warunek trojkata dla normy)

Innymi stowy, zaktadamy, ze X jest przestrzenig wektorowg z normg (bo tak
sie nazywa diugos¢ wektora spetniajgca wypisane wyzej warunki).

Majac w X norme, mamy i metryke dang wzorem d(a,b) = \a —b\.

Dodawanie, (X,y)-» X + Yy, i mnozenie przez liczbe, (A,a)-* Aa, sg od-
wzorowaniami ciggtymi (pierwsze jako odwzorowanie X x X -* X, drugie jako
odwzorowanie E x X -* X), czego nietrudno sie dowodzi.

NajogOlniejszymi wyrazeniami, jakie mozna utworzy¢ za pomocg tych
dziatan, to kombinacje liniowe,

ADao + ... + AIflt,
wektoréw a0>..., ak.

Zbior wektoréw ao,...,an jest nazywany (liniowo) niezaleznym, jesli
Xoao+ =+ Xan=0 => A= ..=A,=0

dla wszelkich uktadow AQ,...,An liczb rzeczywistych. Moéwi sie tez wtedy, ze
wektory ao, .., a, sg niezalezne.
Oczywiscie, zbhiér {a} ztozony z jednego wektora, a ™ 0, jest niezalezny.
Niech S= {a0 ....a,} bedzie zbiorem wektorow niezaleznych przestrzeni
wektorowej X. Kazdy wektor a przestrzeni X ma nie wiecej niz jedno przed-
stawienie w postaci

(@) a= Aad+ ..+ Am,,

m W dalszym ciggu dla oznaczenia liczb rzeczywistych bedg uzywane litery greckie X n etc.,
chyba ze beda to liczby 0, 1 etc. Dla oznaczenia wektoréw bedg uzywane litery tacinskie a, b etc.
Symbol 0 bedzie uzywany zaréwno do oznaczania liczby zero, jak i wektora zerowego. Kontekst
powinien wykluczyé nieporozumienie.



Istotnie, jesli a = p.0a0 + ... + finan jest jeszcze jednym takim przedstawie-
niem, to (A0 —no)al + ... 4- (A, —n,)a,, = 0, skad Xj = pj, wobec niezaleznosci
wektorow.

Zbior [S] wektorow a przestrzeni X, ktore dajg sie zapisa¢ w postaci (1),
bedzie nazywany podprzestrzenig generowang przez zbidr S; dziatania dodawa-
nia i mnozenia przez liczbe nie wyprowadzajg poza zbior [S], dzieki czemu
stanowi on przestrzen wektorowg. Przyjmujemy, ze zbi6r dziedziczy norme,
a wiec i topologie, z X.

Liczby Xj w przedstawieniu (1) wektora a nazwiemy wspétrzednymi barycen-
trycznymi wektora a wzgledem zbioru S; bedg oznaczane symbolem Xj(a), jesli
chce sie uwidoczni¢ zalezno$¢ od wektora.

Zbior ciagow

liczb rzeczywistych z odlegtoscia miedzy ciggami x i y dang wzorem
2 d(x,y) = max {|x0- yO0]|....|x, - yn|}

jest nazywany przestrzenig euklidesowg (n + 1)-wymiarowg wzorcowg. Nazwe te

— z opuszczeniem stowa ,,wzorcowa” — zachowamy rowniez dla przestrzeni
z nig homeomorficznych. Elementy przestrzeni euklidesowej bedg nazywane
punktami.

Punkty te mozna wszakze traktowaé jako wektory, okreslajagc mnozenie
Xx przez liczbe rzeczywistg X i dodawanie x + y wzorami

Xx = X(x0,...,xn) = (AX0, ... Xxn)
X +y = (x0...%,) + (y0....y,) = (X0 + y0, x, + yn,
a norme |x| wzorem
Ix —max {IxO0Ll....|xB}.

Norma |x| jest odlegtoScia, w sensie wzoru (2), elementu x = (x0.....x,,) od
elementu 0 = (0,...,0) okreslonej w ten sposdb przestrzeni wektorowej VH+L

Jako zbior i jako przestrzen metryczna (w rezultacie jako przestrzen
topologiczna) przestrzen F"+1 nie rozni sie niczym od poprzednio okreslonej
przestrzeni euklidesowej wzorcowej, ale jest bogatsza o dodatkowg strukture
— strukture wektorowa.

Jesli przyja¢ €0 = (1, 0,...,0), - © 1,.,0),e,= (0, 0,..,1),



to Vn+l okazuje sie niczym innym niz przestrzenig wektorowa generowang
przez zbiér S wektoréw e0.....e,.
Zbior tych elementéw x przestrzeni Fn+1, dla ktérych

(3) X0+ .+ x,= 1

jest podzbiorem domknietym przestrzeni Vn+l (ciggto$¢ rzutowan x-*xk
i ciggtos¢ dodawania); zbiér ten jest hiperplaszczyzng n-wymiarowg prze-
chodzacg przez punkty e0..en Hiperptaszczyzna (3) z topologig dziedzi-
czong z Vn+l jest homeomorficzna z V (np. przez zignorowanie ostatniej
wspotrzednej punktéw), a wiec z przestrzenig euklidesowg n-wymiarowa.
Hiperptaszczyzna (3) bedzie w dalszym ciggu stuzy¢ jako reprezentant topolo-
giczny przestrzeni euklidesowych n-wymiarowych; rezerwujemy dla niej sym-
bol En

Podzbior A" przestrzeni euklidesowej E' danej jako podprzestrzen (3)
przestrzeni F"+1 zlozony z punktéw x takich, ze

x* N 0 dla wszelkich Kk,

jest nazywany sympleksem wzorcowym n-wymiarowym. Sympleks A" jest pod-

7/, a.., 0;

Rys. 36. Sympleks wzorocowy A". Mamy A" " E"a K'"+1

zbiorem domknietym przestrzeni En (argumentacja ta sama, co przedtem)
i ograniczonym, bo zawartym w kostce 0 < xk< 1, k= 0,...,n; jest wiec
podprzestrzenig zwartg przestrzeni E™.

* * *

Przypomnijmy, ze izomorfizm przestrzeni wektorowych to odwzorowanie
wzajemnie jednoznaczne zachowujace dziatania. W szczeg6lnosci przy przejs-
ciu do obrazu pozostajg wszelkie wiasnosci zbioréw okreslane za pomocg
dziatan. Na przykiad jesli zbior jest odcinkiem o koncach a i b, zbiorem
kombinacji liniowych ta + (1 —t)b, gdzie 0 < t < 1, to obraz tego zbioru przez
izomorfizm h skiada sie z wektorow th(a) + (1 —t)h(a); jest wiec odcinkiem
o0 koncach h(@) i h(b).



Jesli S = {a0,..,a,) jest zbiorem (skonczonym) wektoréw niezaleznych
w przestrzeni wektorowej X, to odwzorowanie h okre$lone wzorem

h(x0e0 + ... + x,e,) = x0a0 + .. + xran

jest izomorfizmem przestrzeni Vn+i na podprzestrzeni [S] przestrzeni X.

Pokazemy, ze h jest homeomorfizmem Vn+l na [S].

Wobec tego, ze h jest izomorfizmem, ciggtosci odwzorowan h i h~x
wystarczy dowodzi¢ w zerze.

Ciagtos¢ h wynika z oszacowania |/i(x)| = [x0 a0+ .. + Xx,, a,\ < |x|(]a0] +
+...0+ |fL).

Ciagtos¢ fc-1. Przypusémy, ze h~1nie jest ciggte (w punkcie 0). Wynika stad
istnienie £>0 i punktdw x(@M w Vn+i, m—1, 2,., takich ze |[x(m]| "™ €
i Ib (x(M)| ~ 1jm. Poniewaz h jest izomorfizmem, wiec odcinek [x(m), 0] prze-
chodzi na odcinek [/i(x(), 0], Wobec zwartosci sfery |x| = e w Vn+l istnieje
punkt x* na tej sferze, ktérego kazde otoczenie ma w sobie punkty nieskon-
czenie wielu zbioréw [x(m, 0] n {x: |x] = e}. Wobec dowiedzionej juz ciggtosci
h dostajemy h(x*) = 0 wbrew wzajemnej jednoznacznosci odwzorowania h.

Dowdd ciaggtosci h~I byt nietrywialny: korzystato sie w nim ze zwartosci
sfer w przestrzeniach wektorowych wymiaru skonczonego(3).

Z dowiedzionego stwierdzenia wnioskujemy, ze

Funkcje A sa ciagte.

Istotnie, zbidr Aaztozony z punktéw a przestrzeni [S] takich, ze Aj (@) < a
przechodzi przez izomorfizm h~l na zbiér punktow x w Vn+1 takich, ze
Xj < a; jest to zbior otwarty w Vn+l. Stad, zbidr Aajest otwarty jako obraz
poprzedniego zbioru przez homeomorfizm h. Otwarto$¢ zbiorow Aai zbiorow
BR= {a:Aj(a) > B) (czego dowodzi sie analogicznie) implikuje ciggto$¢ funk-
cji Al

Zbiér wektorow a = Al(@) a0+ .. + A,(a)a,

takich, ze
@ AD(@) + ..+ An(@) = 1,
®) Ai(@ " 0,

jest nazywany sympleksem wyznaczonym przez zbior S —{a0,..., a,;}. Wektory
aj sa nazywane wierzchotkami sympleksu; sympleks wyznaczony przez zbidr
S bedzie oznaczany przez A (S) lub przez A {a0.... ) jesli zechcemy uwidocznié¢
wierzchotki (kolejnos¢ wierzchotkéw w tym zapisie nie ma znaczenia).

Sympleks A (ag,...,a,,) jest homeomorficzny z sympleksem wzorcowym A™
odpowiednim homeomorfizmem jest poprzednio okre$lony homeomorfizm
h:Vn+l -* [S] obciety do A,

3 A. P. Robertson, W. Robertson, Topological vector spaces, Cambridge University
Press 1964 (ttum. ros., Mir, Moskwa 1967, s. 77).



Niech aj bedzie wierzchotkiem sympleksu A(S). Zbiér
9™a(§aj = {aeA (S): X (a) > O},

jest nazywany gwiazdg wierzchotka aj w A(S); jest to zbior otwarty w /1(5), co
wynika z ciggtosci wspotrzednej X.

Dopetnienie do J(S) gwiazdy wierzchotka ajt a wiec zbior {ae”(S): Xj(@) —
= 0} jest nazywany Sciang sympleksu A (S) lezaca naprzeciw wierzchotka ay,
jest to zbior tych wektorow a nalezacych do 4(S), ktére dajg sie zapisaé
w postaci (1) bez uzycia wierzchotka a/, jest to sympleks wyznaczony przez
wszystkie wierzchotki sympleksu A (S) z wyjatkiem wierzchotka aj. Ogdlniej,
przez 0'0...jk)~$ciane sympleksu A (S) rozumiemy sympleks wyznaczony przez
wierzchotki ajo,...,ajk sympleksu A(S); jest to Sciana k-wymiarowa. Do $cian sg
w ten sposob zaliczone rowniez wierzchotki jako Sciany 0-wymiarowe. Oczywi-
§cie, $ciana (Jo>—jk) jest dopetnieniem sumy gwiazd wierzchotkdw ajt gdzie
j${jO...jk. Sciany sg podzbiorami domknietymi sympleksu.

Gwiazdy wierzchotkéw wszystkie razem pokrywajg sympleks A(S), bo
— wobec (4) i (5) — kazdy wektor a nalezacy do A(S) musi mie¢ wsrdd swoich
wspotrzednych barycentrycznych co najmniej jedng dodatnia.

Sciany naprzeciw wierzchotkéw skladaja sie razem na brzeg sympleksu
— zbiér wektordéw a takich, ze xj@@ = 0 dla co najmniej jednego j.

Rys. 38. Jeden ze zbioréw jest wypukly, a drugi nie



Podzbior przestrzeni wektorowej nazywa sie wypuklym, jesli wraz z kazdym
z dwoéch punktéw a i b zawiera odcinek ta + (1 —t)b, 0 < f~I.

Twierdzenie. Sympleks jest zbiorem wypukiym.

Dla dowodu, niech x i x' bedg punktami sympleksu A"
X = x00+ ..+ xre, i x"'=x0e,+ ..+ X,en Punkty tx + (1 - t)x\ 0< t< 1,
odcinka tgczacego x i x', leza wszystkie w A", co wida¢, obliczajgc ich
wspotrzedne barycentryczne txt + (1 —£)X'i( sprawdzajac, ze sg nieujemne i ze
w sumie dajg 1

Nietrudno dowie$¢, ze sympleks A(a0,..,an jest najmniejszym zbiorem
wypuktym, do ktérego nalezg punkty a0, an
Nazwa ,,wspotrzedne barycentryczne” ma uzasadnienie. Punkt

b= (/(n + I))@0+ .. +an

jest Srodkiem ciezkosci uktadu punktéw materialnych o jednakowych masach
umieszczonych w wierzchotkach aj sympleksu. Jes$li w wierzchotkach a}
umiesci¢c masy mj, to ich Srodek ciezkoSci wyrazi sie znanym wzorem

X = (mGa0+ ... + mm,,)/(m0+ ..+ m,),
co daje Xj(x) = mj/(ma+ .. + m,) dlay-tej wspotrzednej barycentrycznej. Kazdy
punkt sympleksu mozna uzyska¢ tym wzorem przy odpowiednim uktadzie

mas. Dla punktow spoza sympleksu interpretacja zawodzi, poniewaz niektore
sposrod mas mj musiatyby by¢ ujemne(d).

Punkt b = (I/(n + 1)) @0+ .. + &,), majacy jednakowe wspotrzedne bary-
centryczne, jest nazywany barycentrum sympleksu A (S).

Nadajmy teraz znaczenie numeracji {a0....an} wierzchotkow sympleksu
A(S) i weZzmy pod uwage cigg wstepujacy Scian tego sympleksu,

Afa0)a A(a0, aj c ..cz A(ao,...,an,
oraz ich barycentra b0, bx...b,,(= b), fj. punkty
b0 —dio

(6) ~

(112) (flo + flj

(1/(n + D)0+ ..+ aj.

w Wspotrzedne barycentryczne — ich idea pochodzi od Augusta Ferdynanda Mébiusa
(1790—1868).



Barycentra b0,...,bnsg liniowo niezalezne (co sie fatwo sprawdza). Sym-
pleks A(bO,... ,bn, tj. zbiér wektoréw postaci

@) a= n0b0+ .mm+"rbn

gdzie Ho + ... +n,, = 1 i /z= " dla kazdego k, jest zawarty w /1(5).
Istotnie, jesli a jest postaci (7), to biorgc pod uwage (6), mamy

® a= (io+ (1/2)fi, + ... + (I/(n + )n,)an+ ((1/2) +
.+ (WUHn+ D)fi,)at + ... + (I/(n + 1))nran

Widzimy, ze wszystkie wspoiczyn-
niki przy ak sg nieujemne i ze w sumie
dajg Ho+ ... +n,, = 1

Wobec (8), punkty sympleksu
AbO ....... b,) zapisujemy, jak naste-

puje
9 a—AO0al + -e» + "narx
Rys. 39. Sympleks A(bO,..., bj iinne
sympleksy podziatu barycentrycznego gdzie 20 N Ix> ... > 0 i X0+
+ -+ =1

Na odwrot, kazdy punkt a postaci (9) nalezy do sympleksu A(bO,... b,).
Dla dowodu wystarczy zauwazy¢, ze z rownan (6) mozna wyznaczy¢ akjako
kombinacje liniowe wektorow b0,... bn

Mamy:
ao =
fli “ 2bi —bo
a2= 3b2—2bv
a,= (n+ 1fc,,- nb,_1
skad

a= Ag&o + (2bt — bo) + ~2(~2 — 220y + ...+ An{(n+ nfc, +
+ )= WI0—"i) b0+ 2(Ai—Aby + ... + (n+ 1) X,b,,;

suma wspoétczynnikéw przy bk jest rédwna 1 i sg one nieujemne, bo stale

Biorgc rozmaite uporzadkowania zbioru S, otrzymamy (n+1)! sympleksow
okreslonych jak wyzej.



Suma tych symplekséw daje cate zI(S), bo dla kazdego z punktow
a= Aald+...+A,an jest Ao Ah” ..~ An przy pewnej permutacji

zbioru {0, ...,n}.

Barycentrum nalezy do kazdego z tych sympleksow.

Zauwazmy, ze jeSli wsrod liczb Ak, okreslajgcych wzorami (9) punkt
sympleksu A(bO,...,bn), zdarzaja sie rowne sobie, to punkt nalezy do brzegu
sympleksu. Doktadniej, jesli Aj = Al+xdla pewnego j, to wynika stad, ze fij —0
we wzorze (7); znaczy to, ze punkt nalezy do sciany sympleksu A(bO,...,b,,)
lezacej naprzeciw bj.

Na odwrot, jeSli j # n i a nalezy do $ciany naprzeciw bj, to p}=0
i w rezultacie h —h + 1- Sciana ta jest wspdlng $ciang jeszcze jednego (i tylko
jednego) sympleksu sposréd (n+1)! sympleksow okreslanych wzorami (7)
dla rozmaitych permutacji zbioru {0,...,n}, mianowicie sympleksu wyzna-
czonego przez permutacje 0,... j—1, j+ 1, j....n (przestawiajgcg miejscami
joijt t)

Streszczajgc ostatnie zdanie, kazda Sciana (n—I)-wymiarowa sympleksu
A(bO,...,b,,) jest Sciang jeszcze jednego i tylko jednego sympleksu (7), chyba ze
jest to Sciana naprzeciw wierzchotka b,, czyli naprzeciw barycentrum b sym-
pleksu zI(S), a wiec $ciana zawarta w $cianie sympleksu <d(S) lezacej naprzeciw
wierzchotka a,, (bo wtedy A, = 0).

Niech A(bO....... b,) i A(bd........ bjJ bedg dwoma sympleksami (7) odpo-
wiadajgcymi: pierwszy permutacji {0,..., n}, a drugi permutacji {/.,, ..., ;..}
(to, ze pierwsza z tych permutacji jest tozsamosciowa, nie bedzie miato wplywu
na konkluzje rozwazan). Niech J bedzie zbiorem (maksymalnym) tych
wskaznikéw sposréd 0, n, na ktérych obie permutacje sie zgadzaja.

Sympleks Aj o wierzchotkach bjt gdzie jeJ, jest wspélng Sciang sym-
pleksow A(b0----- b i A(bjo, bj.

Jest tak, bo jesli xeAj, to w zapisie

X = Ala0+ .. ,+ Ana,, AON At~ ... M AN 0,

nieréwnosci ostre, Aj > AJ+i, moga wystapic¢ jedynie wtedy, kiedyj ij+ | na-
lezg do J; pozostate roznice, a wiec wspotrzedne pozostatych bj sg zera-
mi.

Poniewaz opisang wyzej wtasno$¢ musza mie¢ wszystkie punkty wspolne
dla obu symplekséw, przekroj tych sympleksdw jest réwny wskazanej wyzej ich
wspélnej Scianie Aj.

Streszczajac, sympleksy (7) wziete dla wszystkich (n+ 1)! permutacji zbioru
{0, ..., n} pokrywaja sympleks J(S), a przekréj kazdego z dwd6ch sposrod nich
jest ich wspolng Sciang; Sciana (n—I)-wymiarowa sympleksu (7) jest Sciang
jeszcze jednego i tylko jednego sympleksu (7), chyba ze $ciana ta lezy na brzegu
sympleksu zI(S).

4 Wyktady z topologii



Zbudowana tu rodzina symplekséw jest nazywana podziatem barycen-
trycznym sympJeksu.

Pewne dwie konfiguracje.

1. Dla wierzchotka aj sympleksu An= A(a0.....ar) rozwazmy sume
Fj wszystkich symplekséw jego podziatu barycentrycznego sympleksu A"
majacych aj jako swoj wierzchotek. Zbiory FXj = 0,...n, sa domkniete,
pokrywajg sympleks A" i

Fj c fWjn aj dla kazdego j.
Barycentrum b sympleksu Anjest — jedynym — ich punktem wspdlnym:

FOn ..nF,, = {b}.

Rys. 40. Dwie konfiguracje w sympleksie

2. Dla wierzchotka aj sympleksu A"= A(aO0....... a, rozwazmy sume
Fj wszystkich symplekséw jego podziatu barycentrycznego majacych Sciany
(n—1)-wymiarowe na Scianie sympleksu A" lezacej naprzeciw aj. Zbiory Fj sg
domkniete, pokrywajg sympleks A" oraz

A" —gwhn aj z F) dla kazdego j.
Barycentrum b jest — jedynym — ich punktem wsp6lnym:

FOn...nF, = {b}.

Antypodyzm
Odwzorowanie (p: A" ~dAn przypo-
rzgdkowujgce punktowi x brzegu dAn
sympleksu jedynego — poza x — punktu
(P(X) brzegu tego sympleksu, lezgcego na
prostej bx, nazwiemy antypodyzmem; ma-
Rys. 41. Antypodyzm my cp{(p{x)) = X



Antypodyzm przyporzadkowuje wierzchotkowi aj barycentrum Sciany
naprzeciw aj. Oczywiscie, jest zawsze e(x) ™ x. Antypodyzm jest odwzorowa-
niem cigglym; dowdéd — polegajacy na wypisaniu explicite wzoru na e?(x)
— pomijamy.

* * *

Retrakcja kanoniczna E" na A"
Niech r: E"-* A" bedzie retrakcjg przypisujaca punktowi

(10) X = ADa0+ ... 4-Aa, A+ ...+A,=1

spoza A" (niektore sposrod Aj sa ujemne!) punkt r(x), ktérego zapis barycen-
tryczny, za pomocg ao.......a,, powstaje z zapisu (10) przez wykreslenie wyrazéw
z ujemnymi Aj i podzielenie kazdej z pozostatych wspotrzednych przez ich
sume.

Retrakcje r: E'-» A", ktéra bedzie nazy-
wana kanoniczng, mozna widzie¢ jako ztoze-
nie ze sobg — w dowolnym porzadku
— n+1 retrakcji rj
przestrzenie 27°(x) > 0, przyporzadkowujg-
cych punktom x, w ktérych zapisie bary-
centrycznym (10) wspotrzedna Aj(x) jest uje-

af mna, jedynego punktu przeciecia odcinka
Rys. 42. Retrakcja kanoniczna ajX Z hiperptaszczyzna Aj(x) = 0 (na pozos-
tatych punktach okreslamy rj jako tozsa-

mos$¢). Rys. 42 ilustruje retrakcje rj geometrycznie.

Pewne homotetie.
Niech B < I/(n+1). Zbiér

SB= {xeEn:AjXx) ™ B, AOX)+ ...+ NX = 1}

jest sympleksem homotetycznym z sympleksem A" poprzez homotetie o srodku
w barycentrum.
Jesli B > 1/(n+ 1), zbidér SRB jest pusty.
Jesli B —1/(n+1), zbiér Sp redukuje sie do punktu — barycentrum.
Jesli B > 0, to SRCi A™; jesli B ™ 0, to Sp=>A"; jest SO= A"
Homotetie — nazwijmy jg h8 — przeprowadzajgcg A" w SB — jest tylko
jedna taka homotetia — ilustruje rys. 43.
Jesli r: En-* A" jest retrakcjg kanoniczng na A", to odwzorowanie

h3oto h *: En—»SR

jest retrakcjg E" na Sp (rozumiejac, ze hB jest opisang wyzej homotetig catej
przestrzeni En — hiperptaszczyzny x0+-...-fx,, = 1 przestrzeni En+l).
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Rys. 43. Homotetia hR. Przypadek B > 0

* * *

Sympleksy podziatu barycentrycznego majg $rednice nie wieksze niz
n/(n+1) $rednicy sympleksu J(S); dla sympleksu wymiaru 1 wspdtczynnik ten
wynosi 1/2 , co wida¢ bezposrednio, a dla sympleksu wymiaru 2 wynosi 2/3, co
jest dobrze znanym faktem z geometrii tréjkgta. Zapowiedziane oszacowanie
bedzie wynikiem dwu nastepujacych lematéw.

Lemat 1. Srednica sympleksu jest roéwna najwiekszej odlegtosci wierz-
chotkéw.

Dowo6d. Niech aib nalezg do A (ao0....... a,). Niech a —ADa0 + ... + Aa,,;
jest wtedy AO+...+A,=1 i Aj~O dla kazdego j. Mamy
\b —a\ = \b —(/loao + *=-+ Ang,,) —AO0(b —al) + ... +A, (b —« )™ AD\b —a0|
+ ... +A\b —a,l< mzi;\x|b - ai\(A0+...A,,) - mai1x|fc - aj

Niech j bedzie takie, ze \b —aj\ = max \b —at].

Mamy \b —a\ < b —aj.

Pokazalismy, ze

(*) odlegtos¢ miedzy punktami sympleksu jest nie wieksza niz odlegtosé
dowolnego z tych punktéw od jednego z wierzchotkéw sympleksu.

Stosujac oszacowanie (*) dla b i ajt otrzymamy |b — —aj\ dla
pewnego k, a w rezultacie \b —a\ < |ak—aj\ dla pewnych k i j.

Lemat 2. Najwieksza wsrdd odlegtosci wierzchotkow sympleksu A(bO,..., b,)
nie przekracza n/(n+l1) $rednicy sympleksu J(S).

Dowod. Niech bt oraz bj bedg wierzchotkami sympleksu A(bO....... b,.);
przyjmijmy, ze i<j. Wezmy pod uwage S$ciane A(bO....... bj) sympleksu
A(bO,...,b). Na mocy oszacowania z dowodu lematu 1 (stosowanego do
tej Sciany, ktdra jest sympleksem podziatu barycentrycznego sympleksu
A(a0....... aj)), mamy |b} —bt\~ |b} —ak| dla pewnego k, 0 < k Mamy dalej:
\bj-aki= |(I/0*+ D(fI0O+ ... + flj) - ak - 1/(/+]))](a0- ak)+ ...+ (aj - ak\ <



< (Hy+0))(flo — + + wérod roznic aj—ak co najmniej
jedna jest réwna O0; stad, \bj —a* < (//(/+1)) \om—«*1 dla pewnego m,
O~m~j. Korzystajagc z lematu 1, wnioskujemy stad, ze \bj —bs<
<(/1(/+ —ak< (n/(n+ I))diam J(S), dostajemy zgdany wniosek: diam
A(bO,...bn~ (n/(n+1)) diam J(S).

Poniewaz (n/(n+ 1))r-*0, jesli r -» 00, wiec iterujgc podziat barycentryczny,
dostaniemy podziat sympleksu d(S) na sympleksy o $rednicy nie przekraczaja-
cej z gory danej liczby. Dokonujgc kolejnych podziatéw, sympleksy w kazdej
ustalonej iteracji zachowujg najistotniejsze wtasnosci wzajemnego potozenia:
przekrdj kazdego z dwdch jest ich wspdlng Sciang, a kazdy sympleks (n —1)-
-wymiarowy jest wspélng $ciang dwu symplekséw n-wymiarowych, chyba ze jest
zawarty w Scianie sympleksu /1(5).

Podziat przestrzeni Enna sektory.

Danych jest n+ 1 potprostych w E" wychodzgcych z jednego punktu.
Nazwijmy ten punkt p. Ma on te wiasnos$¢, ze po wyborze punktéw ao,-..,a,,
na tych pétprostych punkt p lezy we wnetrzu sympleksu An= A(a0.......an), tj.
ma dodatnie wspotrzedne barycentryczne wzgledem ao.......a,,.

Zbiér Sj punktow lezacych na potprostych wychodzacych z p i przechodza-
cych przez punkty S$ciany sympleksu A" lezacej naprzeciw wierzchotka
aj nazwijmy j-tym sektorem przestrzeni En wyznaczonym przez danych n+1
potprostych (p:itr7 rys. 44).

Przekroje Sjn A" tworzg konfigura-
cje postaci 2 ze s. 50.

Przedtuzmy potproste paj wstecz do
przeciecia sie ze $cianami naprzeciw aj.
Otrzymane punkty pj tworzg sympleks
i punkt p lezy we wnetrzu tego sym-
pleksu.

Dowody polegajg na przeliczeniach
przy uzyciu wspotrzednych barycen-

trycznych.
Rys. 44. Sektory

Przekroje sympleksu A(pO,...,pn z sektorami Sj dajg konfiguracje postaci
1 (ze s. 50) w tym sympleksie (rys. 45).

* * *

Triangulacjg nazwiemy kazdag rodzine skonczong K sympleksow,
potozonych jak dotad w ustalonej przestrzeni X (wektorowej z normg),
taka, ze:

(11) jesli sympleks nalezy do K, to nalezg do K wszystkie jego $ciany,
(12) przekréj An A' dwoch sympleksow nalezacych do K jest wspdlng Sciang
symplekséw A i A’, chyba ze jest pusty.



Przyktadem triangulacji jest zbidr
wszystkich $cian sympleksu. Innym
przyktadem jest zbior sympleksow
i wszystkich $cian podziatu barycen-
trycznego sympleksu. Nie jest triangu-
lacjg zbiér symplekséw przedstawio-
nych na rys. 46.

Suma mnogosciowa \K\ wszystkich
sympleksow triangulacji K z topologig
dziedziczong z X jest nazywana brylg

Rys. 45. Konfiguracje w sympleksie triangulacji K

(r*......p") przypominajace Przyczdtki W ten sposéb okreslona bryla zale-

zy od przestrzeni X, w ktorej lezg
sympleksy triangulacji. Okaze sig, ze zaleznos¢ ta znika, jesli bryly traktuje sie
z doktadnoscig do homeomorfizmu.

Rys. 46. Zbiér symplekséw nie tworzacy trian-
gulacji: przekrdj sympleksow A i A' nie jest Sciang
sympleksu A

Rozwazane w poprzednim wykladzie grafy i tamane sg brytami triangulaciji,
w ktérych wystepuja sympleksy jedynie wymiaréw Oil.

* * *

Jedli K i L sg triangulacjami, to odwzorowanie h: K° -* L° zbioru ich
wierzchotkdw nazywa sie symplicjalnym, jesli stad, ze sympleks J(S) nalezy do
K, wynika, ze sympleks A(h(S)) nalezy do L.

Triangulacje K i L nazwiemy izomorficznymi, jesli istnieje odwzorowanie
wzajemnie jednoznaczne h zbioréw ich wierzchotkow takie, ze zaréwno h, jak
i /i-1 sg odwzorowaniami symplicjalnymi. Odwzorowanie wzajemnie jedno-
znaczne zbioréw wierzchotkéw triangulacji, spetniajgce ten warunek, bedzie
nazwane izomorfizmem triangulacji.

Izomorfizm h triangulacji K i L wyznacza homeomorfizm \h\ : |K| “m|L|
bryt tych triangulacji, okreslony jak nastepuje.

Niech ae\K\. Punkt a nalezy do pewnego sympleksu A(a0.... an trian-
gulacji K. Jest wtedy a —X0a0 + .. + Anan, gdzie A04-...+ Xn=11i X}~ 0.

Przyjmijmy \h\(a) = AOh (a0) + ... + Anh(a,,).

Na mocy (13), |Al(a) jest punktem sympleksu A(h (a0)..., h(an) nalezgcego do
L, stad \h\(a)e\L\. Wartos$¢ |/i|(a) nie zalezy od wyboru sympleksu, do
ktdrego nalezy a (mozna jg wyznaczy¢, biorgc najmniejszy sympleks, do



ktérego nalezy a). Odwzorowanie |/i| jest homeomorfizmem po obcieciu do
jakiegokolwiek sympleksu triangulacji K\ obrazem jest odpowiedni sympleks
triangulacji L. Odwzorowanie |Ji| jest wzajemnie jednoznaczne na \K\] jest
ciggle jako zesztukowanie odwzorowan ciggtych.

* * *

Triangulacje lokowaliSmy dotagd w blizej nieokreslonej przestrzeni wek-
torowej X. Okazuje sie, ze kazda triangulacja jest izomorficzna z triangulacja,
ktoérej sympleksy lezg w pewnej przestrzeni euklidesowej, tj. daje sie zrealizowac
w przestrzeni euklidesowe;j.

Jest wiele sposobdw takich realizacji, sposrod ktérych wyrdzniajg sie dwa.

Pierwsze twierdzenie o realizacji. Niech K bedzie triangulacja, ktorej zbiorem
wierzchotkow jest zbior K° = {a0,-, ar}. Triangulacja K jest izomorficzna
z triangulacja ztozong z pewnych Scian sympleksu wzorcowego A™

Dowo6d. Niech h:{a0,..,an-*{e0...en} (przez c; oznaczamy wierzchoiki
sympleksu wzorcowego An) bedzie odwzorowaniem danym wzorem h(at) = et.
Rozwazmy triangulacje L zawartg w triangulacji ztozonej z wszystkich
Scian sympleksu An zaliczajgc do L te Sciany A(eio,.., ek sympleksu A", dla
ktérych A (aio,... aik) jest sympleksem triangulacji K. Wida¢, ze Ljest rzeczy-
wiscie triangulacjg i ze jest spetniony warunek (13), wiec h jest izomorfizmem
KAL.

Realizacja ta, jakkolwiek prosta i bardzo przydatna, poniewaz lokuje bryte
triangulacji w jednym sympleksie, jest mato o0szczedna co do wymiaru
przestrzeni euklidesowej, w ktorg zanurzamy bryle triangulacji. Na przyktad
triangulacje odcinka wyznaczong przez punkty a0 < at < .. < a, prostej reali-
zujemy w ten spos6b dopiero w sympleksie n-wymiarowym (potozonym
w En+i), mimo ze na mocy okredlenia realizuje sie ona juz na prostej.

Rys. 47. Pierwsze twierdzenie o realizacji

Przez wymiar triangulacji rozumie sie najwiekszy z wymiaréw symplekséw
tej triangulacji.



Drugie twierdzenie o realizacji. Triangulacja wymiaru n jest izomorficzna
z pewng triangulacjg ztozong z symplekséw potozonych w przestrzeni eu-
klidesowej E2n+i.

Dowdéd wymaga pewnego przygotowania.

Mowi sie, ze punkty przestrzeni euklidesowej Er majg potozenie ogdine,
jesli zadne k spos$réd nich, gdzie k™ r+ 1, nie lezy na hiperptaszczyznie
wymiaru k—2 (zadne z trzech nie lezy na jednej prostej, zaden z czterech nie
lezy na jednej ptaszczyznie itp.); przypadkowo wybrana skonczona ilos¢
punktow w .Er powinna mie¢, zgodnie z prawami prawdopodobienstwa,
potozenie ogolne. Jesli punkty traktowac jako wektory w przestrzeni Er+i,
w ktorej przestrzen E' jest potozona jako hiperptaszczyzna x0+ ... + xr= 1, to
potozenie ogdlne punktéw tlumaczy sie w nastepujacy sposdb na potozenie
og6lne wektoréw: zbiory ziozone z nie wiecej niz r+ 1 wektoréw sg liniowo
niezalezne.

Lemat. Jesli S jest zbiorem skoriczonym w Er, to dla kazdego « > 0 mozna
wybraé¢ w kulach K (a, ¢), aeS, punkty p(a) tak, by byty one ze sobg w potozeniu
og6lnym; inaczej: kazdy zbiér skonczony mozna przeprowadzi¢ w polozenie
ogdblne, nie przesuwajac jego punktéw wiecej niz na dang z gory odlegtosc.

Dowo6d. Niech S = {a0...an} c: Er. Niech e > 0 bedzie dane. Przyjmijmy
p(a0) = ao- Zalézmy, ze wybraliSmy juz punkty p(a0),.., p(ak w potozeniu
og6lnym takie, ze p(at) jest odlegte od at mniej niz o .. Wezmy pod uwage
wszelkie hiperptaszczyzny wymiaru r —1 wyznaczone przez te punkty; jest ich
skonczenie wiele i kazda z nich jest podzbiorem rzadkim w Er. Istnieje wiec
punkt p(ak+i) w odlegtosci < e od ak+L lezacy poza tymi hiperptaszczyznami.
Ten wybor punktu p(ak+l) i zatozenie indukcyjne zapewniajg, ze punkty
p(a0),.., p(ak), p(ak+l) sg w potozeniu ogélnym w Er. Po skoriczonej ilosci
krokéw, nie przekraczajgcej ilosci punktow w S, dostaniemy zapowiedziany
zbiér punktéw w Er w potozeniu og6lnym.

Dowdd twierdzenia(d. Niech K bedzie dang triangulacja wymiaru n.
Zbiér K° wierzchotkéw triangulaq'i zanurzamy w przestrzeni E2n+l tak, by
jego punkty byty w potozeniu ogélnym, co mozna zrobi¢ wobec dowiedzionego
lematu. Niech h bedzie odpowiednim zanurzeniem. Okre$lamy triangulacje
L w E2n+l, zaliczajac do L te wszystkie sympleksy A(h(a0)....h(aK), dla
ktérych A(a0....aK jest sympleksem triangulacji K.

Nalezy sprawdzi¢, ze Ljest rzeczywiscie triangulacja.

® Ten dowo6d zamieszcza miedzy innymi P.S. Aleksandréw, Kombinatornaja topolo-
gia, 1947, s. 157 i s. 646—647. Inny dowdd, dajacy konkretng realizacje, wykorzystujacy
wyznacznik Vandermonde’a, mozna znalez¢ miedzy innymi w Homology theory P.J. Hiltona
i S. Wyliego, Cambridge University Press 1960, s. 43—44.



Niech A(a0....aK) i A(bO...., bn) bedag sympleksami triangulacji K. Poniewaz
triangulacja K ma wymiar n, wiec k + m < 2n. Stad, zbiér

(13) Ka0)....h(aK), h(b0).....h(bm)

ma co najwyzej 2n + 2 elementy. Poniewaz punkty zbioru h(K°) sg w potoze-
niu ogdélnym w E2n+l, wiec punkty (13) sa wierzchotkami pewnego
sympleksu w E2n+l, bo — traktowane jako wektory — sg liniowo niezalezne.
Sympleksy A(h(a0) h @) i A(h(b0)...h(bj) przecinaja sie wiec wediug
regut, jakim podlegajg Sciany sympleksu: przekroj jest ich wspo6lng Sciana.
Poniewaz sympleksy w Lsg zawsze tej postaci jak dwa sympleksy rozwazane
wyzej, warunek (12), wymagany dla triangulacji, jest spelniony przez L;
spetnianie przez L warunku (11) jest oczywiste.

To koriczy réwniez dowdd twierdzenia, bo odwzorowanie h jest izo-
morfizmem K-*L.

Dowiedzionego twierdzenia nie da sie poprawi¢{6): dla kazdego n istniejg
triangulacje n-wymiarowe nie dajgce sie zrealizowa¢ w E2n, na przykiad
triangulacja sktadajgca sie ze scian wymiaru ~ n sympleksu A2n+2 (szkielet
n-wymiarowy sympleksu A2n+2). Rysunek ilustruje przypadek n= 1

* * *

Przez podziat barycentryczny triangulacji
K rozumiemy zbiér sympleksdéw powstatych
przez podzialty barycentryczne sympleksow
nalezgcych do K. Podzialy barycentryczne
mozna iterowaé, otrzymujac coraz drobniej-
sze triangulacje tej samej bryly }K\.

Bryly triangulacji sg nazywane wieloScia-
namf?. Wedtug tego okreslenia wieloscian
jest dany zawsze wraz z pewng triangulacja.

Jesli dwa wieloSciany maja izomorficzne
ze sobg triangulacje, to sg homeomorficzne.

Rys. 48. Grat W ktérym pie¢ Wynikanie odwrotne stwarza problem:
punktéw taczy sie kazdy z kazdym, czy wielosciany homeomorficzne majg wsrod
jest znany z wyktadu 2 (s. 54) swoich triangulacji triangulacje izomorficz-

ne? OdpowiedZz twierdzaca wynikataby
z Hauptvermutung — hipotezy podstawowej topologii wieloscianéw — wedtug
ktorej dane triangulacje wieloScianéw homeomorficznych maja izomorficzne
ze sobg podpodziaty. Jakkolwiek prawdziwos$¢ tej hipotezy zostata w szcze-

< A. Flores, Uber n-dimensionale Komplexe die im R2II+1 absolut selbstverschlungen sind,
Ergebniss eines math. Koll. 6 (1935), 4—6.

(U] Jest to okredlenie przyjete na uzytek dziatu topologii, ktéry tu jest wykladany. Nie jest
znana charakteryzacja topologiczna wieloscianéw.



gélnych przypadkach potwierdzona(g), to jednak w ogélnosci — w wysokich
wymiarach — okazata sie falszywa. Prawdziwo$é hipotezy podstawowej
upraszczataby istotnie teorie (symplicjalng) wielosciandw: wiasnosci trian-
gulacji przechodzace na podpodziaty dowiedzione dla jednej triangulaciji,
obowigzywatyby dla wszelkich triangulacji wieloscianow homeomorficznych
z danym.

Wyrazenie figurujace po lewej stronie wzoru Eulera jest nazywane charak-
terystykg Eulera triangulacji, ktére — jesli nie ogranicza¢ si¢ do wymiaru 2
— przypisuje triangulacji T liczbe

gdzie ak jest iloscig symplekséw wymiaru k triangulacji T. Je$li mogliby$my
dowies¢, ze ta liczba zachowuje sie przy przejsciu do podpodziatow trian-
gulacji, to z prawdziwosci Hauptvermutung wynikatoby, ze charakterystyka
Eulera zalezy jedynie od typu topologicznego wieloscianu, a nie od doboru
triangulacji<9).

Niech K bedzie triangulacjg ztozong z pewnych S$cian sympleksu
A (a0....an). Przez gwiazde wierzchotka a w bryle |K| tej triangulacji rozumiemy
zbior

a=|K|n gwAK "a-
jest to zbidr otwarty w \K\.

Lemat. Sympleks A(aio,..., aik) nalezy do K wtedy i tylko wtedy, gdy

aion - n Owm ak * °-

Dowod. Jesli sympleks A(aio,...,aik) nalezy do K, to przekrdj gwiazd
vf\K\jego wierzchotkow jest niepusty, bo nalezy don na przyktad barycentrum
wspomnianego sympleksu. Na odwrdt, jesli gw){ afen ..n gw” ak # 0, to
istnieje w |K| punkt a, dla ktérego wszystkie wspotrzedne barycentryczne
lio(a)....Xik (a) sg dodatnie. Sympleks A(ai o aik) okazuje sie w ten sposob
Sciang pewnego sympleksu nalezacego do K, sam wiec tez nalezy do K.

(©) Dla wielo$cianéw wymiaru 2, bedacych rozmaito$ciami Hauptvermutung, potwierdza sig;
dowadd jest naszkicowany np. uH. Zieschanga,E. VogtaiH. -D. Caldeweya, Powierchno-
sti i razrywnyje gruppy, Moskwa 1988, na s. 255 i dalszych; wydanie oryginalne, Springer 1980,
1981. Dowdd dla rozmaitosci wymiaru 3 mozna znalezé u E. E. Moise’aw Geometrie topology,
Springer 1977, s. 253. W wyzszych wymiarach Hauptvermutung okazata sie fatszywa.

9 Mimo fatszywosci Hauptvermutung charakterystyki Eulera wielo$cianéw homeomorficz-
nych sg rowne. Dowo6d mozna znalez¢ np. we YMtepie do topologii algebraicznej S. Pontriagina,
Warszawa 1961, s. 59 (wzér wyrazajacy charakterystyke Eulera w postaci sumy, ze znakami na
przemian, liczb Bettiego) i s. 105 (niezmienniczo$¢ topologiczna liczb Bettiego).



Niech K i Lbedg triangulacjami. Odwzorowanie symplicjalne h: K°-*|?
zbioru wierzchotkdw wyznacza odwzorowanie |/i|:|K|-+|L| bryt tych triangu-
lacji dane wzorem |/ij(@) = XOh(a0) + .. + Xk h(ak) dla punktow AQa0 + ... + Xkak
sympleksu A(a0 ak). Odwzorowanie |/i| jest ciagte (patrz uwaga na s. 54).

Kazde odwzorowanie ciagle wieloscianéw daje sie aproksymowac z dowolng
doktadnoscia odwzorowaniami symplicjalnymi. W dowodzie tego twierdzenia
wieloscian bedzie przedstawiany jako bryfa triangulacji ztozonej z pewnych
Scian sympleksu, zgodnie z pierwszym twierdzeniem o realizacji.

Twierdzenie o aproksymacji symplicjalnej. Jeslif: |K| -* |L| jest odwzorowa-
niem cigglym bryty triangulacji K w bryte triangulacji L, to istnieje podziat K'
triangulacji K (w istocie, pewna iteracja podziatu barycentrycznego triangulacji
K) i odwzorowanie symplicjalne g triangulacji K' w triangulacje L takie, ze
dla kazdego x wartosci f(x) i |g|(x) nalezag do jednego i tego samego sympleksu
triangulacji L ( co miedzy innymi znaczy, ze odlegtos¢ odwzorowan fi \g\ nie
przekracza maksimum Srednic symplekséw triangulacji L).

Dowdd. Zbiory/-1 (gw\L\b), gdzie b przebiega wierzchotki triangulacji L,
sg otwarte i pokrywaja |K|. Niech 5 (S > 0) bedzie liczba Lebesgue’a dla tego
pokrycia (o liczbie Lebesgue’a por. Aneks).

Niech K' bedzie na tyle daleka iteracja podziatu barycentrycznego trian-
gulacji K, aby diam gw\K\a <5 dla kazdego wierzchotka a triangulacji K.
Witedy (wiasnosc¢ liczby Lebesgue’a) dla kazdego wierzchotka a triangulacji K'
istnieje wierzchotek b triangulacji L taki, ze

gwmK\a <=f~I(gww b).

Wezmy dla kazdego a jedno z tych b, dla ktérych inkluzja jest spetniona;
oznaczmy to b przez b(a). Przyporzadkowanie a-*b(a) okre$la odwzorowanie
Ke -*K®° zbioréw wierzchotkéw triangulaqi K' i L.

Odwzorowanie to, oznaczmy je przez g, jest odwzorowaniem symplic-
jalnym K w L.

Istotnie, niech S bedzie zbiorem wierzchotkéw sympleksu nalezacego do K'.
Na mocy lematu jest wtedy:

nW,a:aeS} #0.

Wykazemy, ze punkty b(a), gdzie aeS, sg wierzchotkami sympleksu
triangulacji L. W tym celu, wobec lematu, wystarczy sprawdzi¢, ze przekroj
gwiazd w |L| tych punktow jest niepusty; wynika to z obliczenia:

I _An{3WMi,|fc(a):aeS}) =n{/* 1OM ,fe(fl):eS)}=> n{OW:fIGS}

(inkluzje dostaje sie z (12) po podstawieniu za b wartosci b(a)).



Odwzorowanie |</| jest zapowiedzianym odwzorowaniem aproksymuja-
cym f.

Istotnie, niech xe|.K'|. Wtedy x = A0a0+... + Anan, >0, X0+...+!, =1,
dla pewnego sympleksu AaoO...... a,) triangulagi K'. Mamy [f/|(x) = 10b(a0)+
+...+ Afc(aB. Z drugiej strony, x e gw[K\aOn ... n gw\K\an a f ~1(gWLib(a0) n
...n gw\l\b (a,,)), skad /(x)e gww b(@0n ... n gwjLb(,,). Z tych dwu rzeczy
wynika, ze zarowno punkty |g|(x), jak if(x) nalezg do sympleksu triangulacji L,
ktérego wierzchotkami sg punkty b(a0)...... b(an i by¢ moze jeszcze inne
(punkt |$f|(x) nalezy wprost do sympleksu A(b(a0),..., b(a,))

Twierdzenie o aproksymacji symplicjalnej daje mozliwo$¢ dowolnie do-
ktadnej aproksymagi: jesli chcemy mie¢ aproksymacje z doktadnos$cig do da-
nej liczby £> 0, nalezy postuzyé sie triangulacjg L, ktorej sympleksy maja
Srednice < e;taka triangulacje mozna otrzymac rozdrabniajgc barycentrycznie
dang triangulacje okreslajaca wieloscian dostatecznie wiele razy.

Twierdzenie o aproksymacji symplicjalnej jest nietrywialne juz dla funkcji
ciggtych/: 1 -*1 (I jest odcinkiem rzeczywistym). Aby uzyska¢ aproksymaqe
symplicjalng funkcji/ z doktadnoscig do danego e > 0, trzeba wzia¢ jakikol-
wiek podziat L odcinka warto$ci na odcinki o dtugosci i zastosowac
postepowanie z dowodu twierdzenia; wyjsciowym podziatem odcinka zmiennej
niezaleznej moze by¢ podziat K ztozony z tego odcinka i jego koncow.

Rys. 49. Aproksymacja symplicjalng funkcji rzeczywistej

W jezyku przestrzeni funkcji mozna dowiedzione twierdzenie wypowiedziec¢
krocej (chociaz mniej dokiadnie): w przestrzeni odwzorowan ciagtych wielo-
Scianu w wielo$cian odwzorowania symplicjalne stanowig podzbidr gesty. Pod-
zbidr gesty stanowig juz odwzorowania symplicjalne ciggu podziatéw barycen-
trycznych danej triangulacji, a wiec pewien zbior przeliczalny odwzorowan.
Stad, przestrzen odwzorowan ciggtych wieloscianu w wieloscian jest osrodkowa.

W tezie twierdzenia o aproksymacji symplicjalnej wazne jest to, ze /(x)
i B1X) nalezag do jednego i tego samego sympleksu triangulacji L Wynika



stad bowiem, ze/(x) i |</|(X) sa koncami odcinka t/(x)+ (I —E£)[#(x),0< t~ 1,
zawartego w tym sympleksie. Znaczy to, ze odwzorowania/ i \g\ sg homo-
topijne.

Odwzorowania f0,f x: X -* Y sg nazywane homotopijnymi, jesli istnieje od-
wzorowanie ciggte H: X x [0,1] ” nazywane homotopig, takie, ze H(x, 0) =
=/0x) i H(x, 1 =/i(x) dla kazdego x. W przypadku odwzorowan / i \g\
homotopig jest odwzorowanie dane wzorem H{x, t) = t/(x) + (1 —t) |g|(X).

W jednym z dalszych wykladéw pojecie homotopii bedzie omoéwione
bardziej systematycznie.

Twierdzenie o aproksymacji symplicjalnej pochodzi z pracy Brouwera
(1912)(10), chociaz nie jest tam formutowane jako twierdzenie. Jest metoda
dowodow sprowadzajgcych pewne zagadnienia dotyczace odwzorowan cigg-
tych przestrzeni i sfer euklidesowych do odwzorowan symplicjalnych, a wiec do
zagadnien geometrii i kombinatorykL

Twierdzenie uogo6lnia sie na przypadek, kiedy na podkompleksie dane
odwzorowanie jest symplicjalne i aproksymacja nie zmienia tej czesci od-
wzorowania; por. Zeeman (1964)(10).

* * *

Gwiazdy wierzchotkow kompleksu symplicjalnego K sg podzbiorami
otwartymi bryly \K\ i stanowig jej pokrycie. Przypomnijmy, ze jesli alt...,arsg
wierzchotkami kompleksu K, to (por. lemat poprzedzajacy twierdzenie o apro-
ksymacji symplicjalnej) z tego, ze ajn...ngww wynika, ze sym-
pleks A(alt...,at) nalezy do K.

Jesli wiec wymiar symplekséw nalezacych do K nie przekracza n, to
kazdy punkt bryty |K| nalezy do nie wiecej niz n+ 1 elementéw pokrycia
{gw”a :ae 4

Z kolei, jesli wezmie sie pod uwage, ze triangulacje mozna dowolnie
rozdrabniaé, a przy przejsciu do rozdrobnien wymiar symplekséw nie wzrasta,
to dochodzimy do wniosku, ze wieloScian wymiaru ~ n ma dowolnie drobne
pokrycia (skoficzone) zbiorami otwartymi, takie ze kazdy punkt wieloscianu lezy
w nie wiecej niz n+1 elementach kazdego z tych pokry¢. To spostrzezenie
pochodzi od Lebesgue’a (1911)(12. Ma ono zasadnicze znaczenie dla
topologii przestrzeni euklidesowych.

(10) L. E. J. Brouwer. Uber Abbildung von Mannigfaltigkeiten, Mathematische Annalen 71
(1912), 97—115; w Collected Works, t. 2, s. 454-474.

(111 E. G. Zeem an, Relative simplicial approximation, Proc. Cambridge Philosophical Society
60 (1964), 34—43. Twierdzenie stosuje sie miedzy innymi — por. J. Jaworowski, Bulletin de
FAcademie Polonaise des Sciences 12 (1964), 5—8, The relative simplicial approximation theorem
and its application to an elementary proof of the Poincard-Brouwer theorem — w dowodzie
0 niezaczesywalnosci sfer parzystowymiarowych.

(12) Henri Lebesgue, Sur la non applicability de deux domaines appartenant respectivement
a deux espaces de n et n+p dimensions, Mathematische Annalen 70 (1911), 166—168.



ANEKS. Twierdzenia o funkcjach i pokryciach « Lemat
Urysohna ¢ Twierdzenie Tietzego * Uogdlnienie na wyz-
sze wymiary e« Twierdzenie Tietzego dla odwzorowan
w sfery  Zmniejszanie zbioréw w pokryciach ¢ Liczba
Lebesgue’a dla pokry¢ « Kostka Hilberta

Niech A bedzie podzbiorem przestrzeni metrycznej X i niech x bedzie
punktem tej przestrzeni. Przez odlegtoscl) punktu x od zbioru A(2) rozumiemy
liczbe

dAx) =inf {d(x,a): aeAj,

gdzie d jest symbolem odlegtosci punktow w X.

Twierdzenie. dA(X) —0 wtedy i tylko wtedy, gdy x nalezy do domkniecia
zbioru A.

Twierdzenie. |JdAXX) - dAY\ < d(x,y).
Dowod. Dla kazdego a ze zbioru A mamy d(x,a) * d(x,y)+ d(a)y),
skad

dAX) < d(x,y)+d{a.y)

(> Terminu odlegto$¢ uzywa sie zwykle w znaczeniu odlegtosci elementdw przestrzeni
metrycznej. Tu robi sie odstepstwo od tej zasady.

(2> Jesli zbior A jest pusty, to wobec tak przyjetego okreslenia odlegtosci punktu od zbioru
pojawiaja sie ktopoty, poniewaz zbior liczb d(x, a), ae A jest teraz pusty. Kazda liczba rzeczywista
ogranicza zbior pusty z dotu, nie ma wiec wérod nich liczby najwiekszej, chyba ze za takg bedziemy
uwaza¢ + oo. Na temat ktopotéw ze zbiorem pustym por. artykut A. Wiwegera, Kiopoty ze
zbiorem pustym. Wiadomosci Matematyczne 11 (1970), 187—199.



dla kazdego a ze zbioru A. Nieréwnos$¢ sie utrzyma, jesli (po prawej stronie)
przejs¢ do infimum po a nalezagcych do A. Dostaniemy

dAKx) < d(x,y) + dA(y),
dAKx) - dAy)  d(x.y).

tj-

Wobec symetrii zatozeA co do x i y mamy

dAYy) - dAX) * d(x.y),
co prowadzi do [dA(X) —dAWY\ < d(x,y).

Whiosek. dAjest — jako funkcja nie zwiekszajagca odlegtosci — fiinkcja
ciggla.

Lemat Urysohna(3). Jesli A jest podzbiorem domknietym, a U podzbiorem
otwartym przestrzeni metrycznej X i jest przy tym A czU, to istnieje funkcja
ciggla ¢»: X -* [0, 1] taka, ze g>(X)= 1 dla xeA i e(x) —0 dla xeX —U.

Rys. 50. Lemat Urysohna
Dowdd. Jednag z tego rodzaju funkcji jest funkcja okre$lona wzorem

!/ V_ dx - v(x)
N X)- dx”Mx)+dAX)

dla xe X . Poprawnos$¢ wzoru i spetnianie wymaganych warunkéw liczbowych
zapewnia pierwsze z twierdzen. Drugie zapewnia ciggtosc.

(€) Nazwa lematu jest umowna. W zakresie ogoélnosci tu przyjetej (przestrzenie metryczne)
wszystkie twierdzenia tego wykfadu badZ pochodza z twierdzerh Tietzego, badz sg jego kon-
sekwencjami: H. Tietze, Uber Funktionen die aufeiner abgeschlossenen Menge stetig sind, Journal
firr reine und angewandte Mathematik 145 (1915), 9—14. Z lematu (w przytoczonym tu brzmieniu)
wynika normalno$¢ przestrzeni metrycznych. Prawdziwos$¢ lematu przenosi sie na przestrzenie
normalne, ale dowod jest wtedy znacznie trudniejszy: to twierdzenie nazywa sie juz lematem
Urysohna; P. Urysohn, Zum Metrizationsproblem, Mathematische Annalen 94 (1925), 309—315;
przektad ros.: Trudy po topologii i drugim ohlastjam matiematiki, t. Il, s. 740—746; por. wszakze
twierdzenie Luzina-Mienszowa zamieszczone jako $rodek dowodowy w pracy W. S. Bogomo-
towej, Matiematiczeskij Sbomik 32 (1924), 152—169.



Whiosek. Majac zbidr domkniety A i zbiér otwarty U takie, ze A a U, mozna
znalez¢ zawsze zbior otwarty V taki, ze

AaVczVcU

(kreska nad symbolem zbioru oznacza domkniecie).

Dowdd. Jednym z zapowiedzianych zbioréw jest
V= {xeX: gfX) > 1/2},

gdzie (pjest funkcjg istniejagcag dla zbioréw A i U na mocy lematu Urysohna.
Zbior V jest otwarty wobec cigglosci cp, zawiera A, a jego domkniecie jest
zawarte w U, bedac zawarte w zbiorze {xeX: e(x) N 1/2}.

Przestrzenie topologiczne, dla ktérych prawdziwe jest stwierdzenie bedace
treScig tego wniosku, sg nazywane normalnymi; zaktada sie przy tym wiasnosé
Tt: domknieto$¢ zbioréw jednopunktowych. Dla przestrzeni topologicznych
zwartych (w sensie pokryciowym) normalno$¢ wynika juz z warunku
T2 Hausdorffa: dwa punkty majg zawsze otoczenia rozigczne.

Tre$¢ ostatniego wniosku mozna wiec przedstawi¢ i tak: przestrzenie
metryczne sg normalne.

Twierdzenie Tietzego (1915)<). Jesli A jest podzbiorem domknietym prze-
strzeni metrycznej X if: A-*1 jest funkcja ciagla o wartosciach w odcin-
ku | prostej rzeczywistej, to istnieje funkcja ciagta g: X -* | taka, ze g(x) =/(x)
dla xeA.

Sytuacje ilustruje diagram

/X

<) H. Tietze, Uber Funktionen... Dowéd podat réwniez Brouwer w pracy Uber die
Erweiterung des Definitionsbereich einer stetigen Funktion, Mathematische Annalen 79 (1918),
209—211 (por. noty w Collected Works do innych wczesniejszych dowodow, s. 591—594).
Zamieszczony tu dowdd, ktory przeszedt do wiekszosci podrecznikéw, pochodzi od Urysohna;
P. Urys ohn, Uber die Méachtigkeit der zusammenhéngenden Mengen, Mathematische Annalen 94
(1925), 262—295 (w Thidach..., t. I, s. 177—218; sam dowdd na s. 211, komentarze na s. 211).
Dowdd zblizony do dowodu Tietzego z powotaniem si¢ na F. Ries za i ksigzke H. Hahna,
Theorie der reellen Funktionen, Leipzig 1921, s. 14 podaje B. von Ke rekjart 6 w Vorlesungen Gber
Topologie, 1923, s. 74; dla punktéw x spoza zbioru A zwartego funkcje g przedituzajaca dang
funkcje / okresla wzorem



zgodny, tj. taki, ze goi =f w ktérym inkluzje A a X traktuje sie jako
odwzorowanie okre$lone wzorem i(x) = x dla xe A.
Odwzorowanie g nazywa sie przedtuzeniem odwzorowania f. Pisze sie
g\A —f zamiast goi =f. Odwzorowanie moze mie¢ wiele przedtuzen.
Oczywiscie, bez zatozenia domknietosci zbioru A, nie ma mowy o praw-
dziwosci twierdzenia. Oto dwa typowe przykiady funkcji ciggltych nieprze-
dtuzalnych w spos6b ciggly na punkt skupienia nie nalezacy do zbioru.

Rys. 51. W dawniejszych podrecznikach analizy tego rodzaju, funkcje, a takze funkcje takie
jak I/x i tgx, byty nazywane nieciggtymi. Obecnie nie przydajemy sensu ciagtosci i tym samym
nieciggtosci funkcji w punktach, w ktoérych nie jest ona okre$lona

Lemat rachunkowy. Jesli na podzbiorze domknigetym A przestrzeni metrycznej
X jest okre$lona fiinkcja ciagta f taka, ze

-c s$/(x) < ¢,
to istnieje funkcja ciggta g okres$lona na X taka, ze

—cB ™ g(x) » c/3 dla xe X

i taka, ze

/W - ffWl < (2/3) ¢ dla xeA.

Dowdd lematu. Zbiory:
M = {xeA :/(x) < —(1/3) *c} i N = {xeA:f{x) » (1/3) c} sg domkniete
w X (bo w A) i sg roztagczne. Na mocy lematu Urysohna istnieje funkcja ciggta
g okreslona na X taka, ze g(x) = —(1/3) sc dla xeM i g(x) = (1/3) *c dla
xeN, i przy tym taka, ze |g(x)| < ¢/3. Funkcja g speinia zapowiedziane warunki.

Dowdéd twierdzenia. Przyjmijmy, ze odcinkiem | jest odcinek
- 1M x< 1

Przez indukcje zbudujemy ciag gt, g2,... funkcji ciggtych okre$lonych na
X takich, ze

€ - (A/3) «(2/3)"™1 gn(x) < (1/3) »(2/3f 1dla xel
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@) \f(X) - Gi(X) + .. + g, (X)) S(2/3)" dla xeA.

Funkcje gl budujemy, korzystajagc z lematu rachunkowego dla danej
funkcji / przy c= 1
Mamy

fich < 1/3  dla xeX i i) —g1(x)| <2/3 dla xeA.

Zatozmy, ze funkcje g+...gn spetniajace warunki (1) i (2), s juz zbudowane.
Aby zbudowac kolejng funkcje gn+l, skorzystamy z lematu rachunkowego dla
funkcji / —(gL+... + gJ w miejscu / i dla ¢ = (2/3)".

Dla tak uzyskanej funkcji g,,#1 mamy

Iffn+i ()] < (1/3) * (2/3)" dla x e |
oraz

/W - t0i(X) +... + 9n(X)) - gn+i(x) 1< (213) «(2/3)"+1.

Funkcje gt.... g, gn+l spetniajg warunki (1) i (2) dla n+1 w miejscu n.

Konstrukcja indukcyjna ciggu gv g2,... zostata zakonczona.

Wobec (1) szereg funkcji gnjest jednostajnie zbiezny do funkcji ograniczonej
przez 1 co do wartosci bezwzglednej. Funkcja g(x) = gt(x) + g2(x) +..., ciagla,
spetnia warunki zapowiedziane w tezie twierdzenia; réwnosé /(x) = g(x) dla
xeA wynika z oszacowania (2).

Twierdzenie Tietzego przenosi sie na odwzorowania w kostki euklidesowe
I"=1x..xI (n razy) dowolnego wymiaru n.

Twierdzenie. Je$li A jest podzbiorem domknietym przestrzeni metrycznej
X if: A->In jest odwzorowaniem cigglym, to istnieje odwzorowanie ciggte
g: X->r takie, ze g\A =f

Dowdéd. Na odwzorowanie /: A->In skladajg sie odwzorowania ciggte

A-"L.. o fie A-*1 (inaczej mowiac, /(x) = (IXX) ,.../,,(X)) dla xeA). Kazde
z odwzorowan /; ma, na mocy twierdzenia Tietzego, przedtuzenie g{.X-*I.
Odwzorowania gi sktadaja sie razem na zapowiedziane odwzorowanie ciggte
g: X-+P.

Twierdzenia Tietzego nie przenosi si¢ na odwzorowania w sfery. Jest to
zrozumiate dla odwzorowan w sfere S°, tj. w przestrzen dyskretng dwupunk-
towg {—1, 1}; odwzorowanie na S° (przestrzen niespdjna) nie moze misc
przedtuzenia na przestrzen X, jesli ta przestrzen X jest spdjna. Nieprzenoszenie
sie twierdzenia Tietzego na odwzorowania w S", je$li n > 1, ilustruje przykiad



odwzorowania tozsamosciowego sfery Sn, ktére nie moze mie¢ przedtuzenia na

wnetrze kuli Qn+1, bo to przedtuzenie bytoby retrakcjg Qn+l na S"; twierdzenia

0 nieistnieniu retrakcji kuli na sfere dowodzimy w wykladzie 3 (s. 80).
Mimo to jest prawda, ze:

Twierdzenie. Jesli A jest podzbiorem domknietym przestrzeni metrycznej
X i f. A->Snjest odwzorowaniem ciggtym, to istnieje zbior otwarty U zawierajg-
cy A i odwzorowanie ciagle g: U-*Sn takie, ze g\A = f

Dowd6d. Traktujmy odwzorowanie / jako odwzorowanie w Q"+1. Na
mocy poprzedniego twierdzenia (ktore jest stosowalne, bo kule Q' sg homeo-
morficzne z kostkami 1') istnieje odwzorowanie ciggte gt X-*Qn+l takie, ze
g"\A =f. Po usunieciu z kuli Q"+1 jej srodka 0 powstaje zbiér otwarty Qn+l
— {0}, ktory ma retrakcje na S", na przyktad dang wzorem r(x) = x/|x|. Zbior
U —{xeX: g'(x)eQn+l —{0}} jest otwarty w X, zawiera zbidér A, a od-
wzorowanie g = ro(g’\U) jest zapowiedzianym przedtuzeniem odwzorowaniaf.

Jest pewien spos6b widzenia dowiedzionych twierdzen, majacy zwigzek
z teorig retraktéw Borsuka(b).

Ekstensorem absolutnym, AE, nazywa sie kazdg przestrzen Y takg, ze dla
kazdej przestrzeni X i dowolnego jej podzbioru domknietego A oraz dowol-
nego odwzorowania ciagtego f: A-*Y istnieje przedtuzenie ciggte odwzorowa-
nia/ na cate X; jesli przedtuzenie jest mozliwe jedynie na pewne otoczenie
zbioru A, to przestrzen Y jest ekstensorem absolutnym otoczeniowym ANE
(zarébwno ten skrét, jak i poprzedni wywodzi sie z terminologii jezyka
angielskiego: absolute neighbourhood extensor).

Oczywiscie,

AE ¢ ANE

co do zakresu.

Pojecia AE i ANE nabierajg sensu wszakze dopiero wtedy, kiedy ustali sie
zakres rozwazanych przestrzeni X. Jesli sie tego nie zrobi, pojawi sie trudnosc
natury logicznej(6). Dla nas jest to zakres przestrzeni metrycznych zwartych.
Teoria kategorii jest dyscypling matematyczng, w ktérej pojecia AE i ANE
uzyskuja wihasciwe ujecie<).

® K. Borsuk, Theory of retracts, Monografie Matematyczne 44, Warszawa 1967.

(6) Chodzi o trudno$¢ Russella pojawiajaca sie zawsze, gdy na poczatku nie zostat okreslony
zakres rozwazanych zbioréw. Jest to trudno$é pozorna, bo zdanie ,,dla kazdego zhioru X prawda
jest zdanie oo(X)”, nie ma zadnego znaczenia matematycznego, mimo ze tego rodzaju zdania sg
przedmiotem badan logiki formalnej, dyscypliny badajacej zdania bez wzgledu na ich znaczenie.
Podobnie nie ma znaczenia zdanie zaczynajace sie od ,,istnieje” (tzw. twierdzenia o istnieniu), jesli
nie doda sie: ,,ws$rod”.

(7) Skrypt autora Wyktady z topologii, cz. I. Wstep z teorii kategorii, Katowice 1972, jest
wystarczajacy dla tych celéw.



Twierdzenie Tietzego orzeka, ze odcinek prostej rzeczywistej jest AE,
a dalsze twierdzenia, ze kostki euklidesowe dowolnych wymiaréw sg rowniez AE.
Natomiast sfery sg jedynie ANE.

Podzbidér A przestrzeni X nazywa sie retraktem przestrzeni X, jeéli istnieje
refrakcja przestrzeni X na A, czyli odwzorowanie ciggle r: X->A bedace na
A tozsamos$cig, a wiec takie, ze

r(x) = x dla x g !

Inne roéwnowazne sformutowanie: A jest retraktem przestrzeni X, jesli
odwzorowanie tozsamosciowe A-*A ma przedtuzenie ciggte X-*A.

Retrakt przestrzeni metrycznej (wystarczy zatozy¢ warunek T2 Hausdorffa)
jest zawsze jej podzbiorem domknietym.

Przestrzen Y jest nazywana retraktem absolutnym AR, jesli po zanurzeniu
jej jako podzbiér domkniety w jakagkolwiek przestrzen (metryczng) X jest
retraktem tej przestrzeni. Jesli obraz przestrzeni Y przy tego rodzaju zanurze-
niach jest retraktem pewnego swego otoczenia, to przestrzen Y jest nazywana
retraktem absolutnym otoczeniowym ANR (z ang. absolute neighbourhood
retract).

Warunek okre$lajacy retrakty absolutne jest zawezeniem warunku okre-
Slajacego ekstensory absolutne do wymagania, by odwzorowanie tozsamos-
ciowe Y -»y miato przedituzenie ciggte na cate X, o ile Yjest zanurzone jako
podzbiér domkniety w X. Jest wiec

AE cz AR
co do zakresu i z tych samych powodow,
ANE a ANR.

Odcinek i kostki euklidesowe sg wiec AR-ami, a sfery ANR-ami.

W istocie, pojecia retraktdw absolutnych i ekstensoréw absolutnych nie
réznig sie od siebie w zakresie, ktéry nas tu interesuje, czyli w zakresie
przestrzeni metrycznych zwartych.

Dla dowodu, trzeba wiedzie¢, ze kazda przestrzen metryczna zwarta ma
zanurzenie w kostke Hilberta, ktora jest AE (twierdzenie o zanurzeniu
w kostke Hilberta, patrz s. 73; dowdd, ze kostka Hilberta jest AE, zaczyna sie
tak, jak dowdd tej wiasnosci dla /").

Wtedy dowdd wyglada jak nastepuje.

Niech A bedzie podzbiorem domknietym przestrzeni metrycznej zwartej X.
Niech przestrzeA metryczna zwarta Y bedzie AR-em. Niech f. A-*Y bedzie
odwzorowaniem cigglym. Na mocy pierwszego ze wspomnianych wyzej
twierdzen przestrzen Y mozna uwaza¢ za podprzestrzen kostki Hilberta Q,
a odwzorowanie / za odwzorowanie w Q. Poniewaz Q jest AE (drugie ze



wspomnianych twierdzen), wiec to odwzorowanie w Q mozna przedtuzyé
z A na cate X. Niech g: X-*Q bedzie tym przedtuzeniem. Jako AE kostka
Hilberta jest AR-em. Istnieje wiec retrakga r: Q-*Y. Ziozenie rog: X-+Y
stanowi przedtuzenie odwzorowania f

DowiedliSmy w ten sposdb, ze 7 jest AE.

Podobnie dowodzi sig, ze zakresy ANR i ANE sie pokrywaja.

Twierdzenie o zmniejszaniu zbioréw w pokryciach. Je$li zbiory otwarte
U0..., Unpokrywajg przestrzen metryczng X, to istniejg zbiory otwarte \0 ....V,,,
réwniez pokrywajgce przestrzen X, takie, ze

y,c Vc u,
dla kazdego .

Dow6d. Zapowiedzianego zmniejszania zbioréw Ui dokonuje sie kolejno
przez indukcje. Dla zbioru otwartego UO i zbioru X —(Ulu...uUn), domk-
nietego, mamy

X -(U lu...uUnc:uUo.
Na mocy wniosku z lematu Urysohna istnieje zbidr otwarty \0 taki, ze
X —(U ..ut/BcrqcFgC UO.

Zbiory VO, Ul....Unsg otwarte i nadal pokrywajg przestrzen. Tym samym
co poprzednio sposobem zmniejszamy teraz zbiér Ut (nie zmniejszajac
pozostatych, w szczegdlnosci zbioru F0), a potem nastepne.

Patrzac na dowdd, widzimy, ze dla prawdziwosci twierdzenia wystarczyto-
by zatozy¢é normalnos¢ przestrzeni.

Twierdzenie ma forme dwoista: jesli pod-
zbiory domkniete A0  Anprzestrzeni metrycznej
(wystarczy normalnos¢) nie majg punktu wspol-
nego, a wiec jesli

X-(uru... oun)

AOn ..n An=0,
to istniejg zbiory domkniete BO....Bn takie, ze
A; ¢ intBjCiB; dla wszystkich i,
dla ktérych
Rys. 52. Zmniejszanie

zbioru uo BOn ..n Bn= 0.

PrzejScia do tej wersji dokonuje sie przez prawa de Morgana.



Nastepujace twierdzenie — nazywane lematem — chociaz nie majace powig-
zania z poprzednimi, bedzie stosowane w dowodach tych samych twierdzen.

Lemat Lebesgue’a. Dla kazdego pokrycia przestrzeni metrycznej zwartej
zbiorami otwartymi istnieje liczba 3 > 0 taka, ze jesli podzbiér przestrzeni ma
Srednice < 5, to jest zawarty w pewnym elemencie pokrycia.

Liczba 5 spetniajgca dla danego pokrycia warunki tego twierdzenia bywa
nazywana liczbg Lebesguea tego pokrycia. Nazwa jest tradycyjna, chociaz nie
jest zupeinie logiczna, poniewaz liczba 6 nie jest dla danego pokrycia
wyznaczona jednoznacznie (kazda mniejsza tez jest liczbg Lebesgue’a). Jej rola
dla pokrycia jest taka sama, jak rola liczby 3 dobieranej do danego e > 0 na
mocy ciggtosci funkcji.

Dowo6d. Niech P bedzie pokryciem przestrzeni zwartej metrycznej zbiora-
mi otwartymi. Przypus¢my, ze zapowiedzianej liczby <% nie ma. Wynikatoby
stad, ze dla kazdej liczby naturalnej n istnieje zbiér Z, o Srednicy ” I/n nie
mieszczacy sie w zadnym elemencie pokrycia P. Wobec zwartoSci mozemy
przyjac, ze istnieje ciag an, ane Z m zbiezny. Niech a = lim a,, Niech U bedzie
elementem pokrycia P takim, ze aeU. Istnieje r> 0 takie, ze kula K(a,r)
(o $Srodku w a i o promieniu r) miesci sie w U. Niech  bedzie tak duze, by dla
n > n™ punkty an nalezaly do K(a, r/2) i by $rednica zbioréw Zn nie prze-
kraczata r/2. Mieliby$my wtedy Z,, <= U dla wspomnianych n, wbrew zatozeniu.

Odnotujmy nastepujacy szczegdlny przypadek lematu Lebesgue’a: jesli
A jest zbiorem otwartym, a U zbiorem otwartym w przestrzeni zwartej metrycznej
takim, ze A a U, to istnieje liczba 3 > 0. taka, ze jesli zbiér ma $rednice < 3
i przecina A, to jest zawarty w U.

Istnieje forma dwoista lematu Lebesgue’a: Jesli podzbiory domkniete prze-
strzeni metrycznej zwartej nie maja punktu wspdlnego, to istnieje liczba 3 > 0
taka, ze jesli podzbior przestrzeni ma $rednice < 3, to nie przecina ktérego$ ze
wspomnianych zbioréw domknietych.

Jest wiele zastosowan lematu Lebesgue’a poza tymi, ktére pojawig sie
w ciggu niniejszych wyktadéw. Oto dowdd jednostajnej ciggtosci odwzorowa-
nia przestrzeni metrycznej zwartej X w przestrzen metryczng, ciggtego w kaz-
dym punkcie przestrzeni X.

Ustalmy e > 0. Dla kazdego punktu x przestrzeni X istniejg otoczenia
U punktu x takie, ze jesli ue U, to d{f[x),j[u)) < e. Te otoczenia U pokrywajg
przestrzen X. Wezmy 3 >0, jedng z liczb Lebesgue’a tego pokrycia. Jesli
d(x'tx") < 3, to x" i x" lezg w jednym elemencie U pokrycia. Niech x bedzie
tym punktem przestrzeni X, dla ktérego to U jest otoczeniem speiniajgcym
dla danego e wspomniany na poczatku warunek. Mamy

d(f(x% 1(*")) < d(f(x), f(xj) + d(f(x), /(*")) < £+ £= 2e.



Kostka Hilberta. Rozwazmy zbior ciggow {x1(x2,..} liczb rzeczywistych X]
takich, ze

®) 0< Xj< lij,

w ktorym przez odlegtosé ciggow x = {xU( x2,...} i y = {yl y2—3} rozumie sie
liczbe

d(x, y) = sup{|x; - =1 20N )

Oczywiscie, d(x, y) » 0, a d(x, y) = 0 pocigga x = y. W celu sprawdzenia
warunku tréjkata wyjdzmy z nieréwnosci

Xj- Z\< IXj- yjl-1-y}- zi|,

prawdziwej dla kazdego j i kazdej ustalonej dla danego j liczby rzeczywistej Z.
Ta nieréwnos$¢ pozostaje prawdziwa po przemnozeniu stron przez I/j. Po
zastgpieniu prawej strony przez kres gorny po j = 1, 2... dostajemy

Iy - zj\ < d(x, y) + d(y, 2)

dla kazdego j, gdzie z —{zv z2,...j. Nierbwno$¢ zachowa si¢ po przejsciu do
kresu gérnego po lewej stronie. Dostajemy

d(x, 2) < d(x, y) + d(y, 2)

dla dowolnych trzech ciggéw X, y i z

OkreslilisSmy kostke Hilberta.

Kostka Hilberta jest bezposrednim uogdlnieniem kostek euklidesowych
(z metryka dang przez maksimum modutéw réznic wspétrzednych). Podobnie
jak kostki euklidesowe, kostka Hilberta jest przestrzenig zwarta.

Dowdd. Rozwazmy ciag qlt g2... punktow kostki Hilberta. Punkty
gj sa ciggami liczb rzeczywistych ograniczonymi. Wybierzmy z ciaggu qv
podcigg zbiezny; niech Ni bedzie zbiorem wskaznikdéw tego podciggu. Z cig-
gu g2, ograniczonego do wyrazow ze wskaznikami w N It wybierzmy pod-
cigg zbiezny; niech N2 bedzie zbiorem wskaznikéw tego podciggu. Jest
NI 3 N2 Postepujac tak dalej, przez indukcje, zbudujemy ciag zbiorow
nieskonczonych N I=N 2... liczb naturalnych taki, ze dla kazdego j ciag
jest zbiezny.

W zbiorze N 1wybierzmy dowolnie liczbe nlt a pdZniej, w zbiorze N 2, liczbe
n2 taka, ze nx < n2, dalej liczbe n3 w zbiorze N 3 taka, ze n2< n3itd. W ten
sposéb budujemy ciag



liczb naturalnych taki, ze dla kazdego j ciag g} ograniczony do wskaznikéw
ciggu (4) jest zbiezny; dzieje sie tak dlatego, ze wyrazy ciggu (4), poczawszy od
wyrazu j-tego, nalezg do Nj.

Pokazemy, ze cigg {qgni, gni,~} jest zbiezny, a dokladniej, pokazemy,
ze jest zbiezny do punktu x = {xlt x2—3}, gdzie Xj jest granicg ciggu
gj\Nj. Bedzie wtedy 0 <; x} < lly; punkt x jest wiec punktem kostki Hilberta.

Pokazemy, ze d(gnj, x)-»0, jesli j-+ao.

Mamy bowiem d(qnj, x) = sup{|?rit- xk\:k = 12,.}, gdzie przez gnk
zostat oznaczony fcty wyraz ciggu gnj. Ustalmy £> 0. Ustalmy /c# tak, by
I/k < e, jesli k> k. Dla spetnienia nieréwnosci

d(qnj, x)$e
wystarczy, wobec (3), by spetnione byty nieréwnosci
w1, -XAIMNE L \gnjk- X K\ E .

Ten ukad nieréwnosci jest spetniony dla dostatecznie duzych j, bo dla
kazdego k z osobna jest

knjk - xK\-*0, jesli y->00.

Zwroémy uwage na paradoksalng przestanke mnogosciowg umozliwiajaca
dowdd, wedtug ktorej, jesli N1=>N2"3- jest ciggiem podzbioréw nieskon-
czonych zbioru N liczb naturalnych, to istnieje podzbidr nieskoriczony N'
zbioru N (w dowodzie byt to zbidr {nlt n2,...}) taki, ze r6znice N' —Nj sg dla
kazdego j skonczone. Zbidr N' jest prawie zawarty w kazdym ze zbiorow NX
tj. zawarty w Nj, jesli poming¢ pewna skonczong (zalezng odj) ilos¢ elementéw
zbioru N'. Przestanka pozostanie w mocy, jesli zatozy sie jedynie to, ze
Nj+i jest prawie zawarte w Nj dla kazdego j. Na wage tej przestanki zwrdcit
uwage Sierpinski (1945)(8).

* * *

Niech X bedzie przestrzenia metryczng osrodkowg; zatlozymy — co
z punktu widzenia topologii nie ma znaczenia — ze $rednica przestrzeni X jest
skonczona i ze jest < 1. Niech {pv p2-} bedzie podzbiorem gestym prze-
strzeni X.

® W. Sierpinski, Sur une suite transfinite d'ensembles de nombres naturels, Fund. Math. 33
(1945), 9—11; w Oeuvres choisies. t HI, s. 422—424. W pracy z 1937 r. (Wiadomosci Matematyczne
42, 1—3) Sierpinski zauwazyt, ze zwarto$¢ kostki Hilberta mozna wyprowadzi¢ ze zwartosci
kwadratu i istnienia odwzorowania ciggtego odcinka na kwadrat (odwzorowania Peany).



Punktowi x przestrzeni X przyporzadkujemy punkt
[(x) = {d(x,Pi)..... (I/k) «d(x,pR),...}

kostki Hilberta.

Odwzorowanie / jest zanurzeniem.

Oczywiscie, x N y=>f(x) ~ f(y).

Ciagtosc/ wynika stad, ze d(f(x),f(y)) * </(x)y), co wynika z nierownosci
M(x,p;) - ~(y.PD)l < d(x.y).

Aby udowodnié, ze / jest zanurzeniem, nalezy dowie$¢ ciggtosci od-
wzorowania odwrotnego. Sprowadza sie ono do dowodu implikacji
©) 1(X3)-»1(x)=>X;-»X

dla dowolnie wzietego ciggu Xj punktow przestrzeni X.
Dla dowodu (5) ustalmy e > 0. Odnotujmy, ze

d(xj,x) » d(xjpk)+d(pk,x) dla kazdego k.

Wobec gestosci zbioru pv p2,..., dobierzmy punkt pk tak, by d (pkx) < e.
Mamy

d(xj,x) * d(xjpR+E
dla tak dobranego pk. Alef(xj) “wf(x), wiec istnieje jmtakie, zej >  pocigga
\d(xj, pK) - d(x,pKI < e
Zatem
d(xj,x) < d(x,pK+2e " 3e,
jesli
DowiedliSmy w ten spos6b, ze kazda przestrzen metryczna o$rodkowa ma

zanurzenie w kostke Hilberta, co znaczy, ze jest homeomorflczna z pewna
podprzestrzenig kostki Hilberta.



WYKLAD 3. Twierdzenie o nieistnieniu retrakcji sym-
pleksu na jego brzeg ¢ Lemat Spernera ¢ Przestrzenie
euklidesowe rdznigce sie wymiarami nie sg homeomor-
ficzne « Twierdzenie o zamocowaniu ¢ Twierdzenie o0 za-
chowaniu otwartosci « Twierdzenie Brouwera o punkcie
statym ¢ Twierdzenie Bohla « Twierdzenie Kuratowskie-
go-Steinhausa * O przestrzeniach majacych wasnosc
punktu statego

Niech A" = A(a0,...,an) bedzie sympleksem n-wymiarowym. Przez jego
brzeg — oznaczany symbolem SA" — rozumiemy sume wszystkich jego $cian
(n—I)-wymiarowych, tj. zbiér ztozony z tych punktow sympleksu A", dla
ktorych Aj(x) = 0 dla co najmniej jednego j.

Przypomnijmy, ze sympleks A" jest potozony w hiperptaszczyznie
AOX)+ ...+ 2,X) = 1, ktéra w tym wyktadzie reprezentuje przestrzeh eu-
klidesowg E".

Twierdzenie 1. Je$li odwzorowanie ciggle sympleksu A" w Ennie wyprowadza
punktéw ze Scian, w ktérych lezg, to jego obraz pokrywa sympleks A". Inaczej:
jesli dla odwzorowania ciggtego f : A" -» E" jest zawsze

@ hj(f(x)) —0, jesli  A(x) = 0,

to f{AN) 3 A"

W szczegdblnosci, warunek (1) jest spetniony, jesli / jest tozsamoscig na
brzegu, a wiec jesli/(x) = x dla xedA". Z twierdzenia 1 wynika, ze odwzorowa-
nie ciggle sympleksu w siebie, bedace tozsamoscia na brzegu, jest odwzorowa-
niem ,,na”; w szczegdlnosci, obrazem nie moze by¢ brzeg sympleksu, a wiec():

(I) Twierdzenie o nieistnieniu retrakcji kuli euklidesowej na jej brzeg byto znane juz Bohlowi
(1904); P. Bohl, Uber die Bewegung eines mechanischen Systems in der Nahe einer Gleichgewichts-



Przypomnijmy, ze przez retrakcje przestrzeni X na jej podzbiér A rozumie
sie odwzorowanie ciggle przestrzeni X na A bedace tozsamosScig na A.

Rys. 53. Twierdzenie 1' wyglada na oczywis-
te: retrahujac sympleks na brzeg, musieliby$my
ten sympleks rozedrze¢ gdzies w $rodku. Ale
jedynie w wymiarze 1, tj. dla odcinka prostej,
dowaod jest natychmiastowy: odcinek nie moze
byé w sposdb ciggty odwzorowany na swdj
niespojny brzeg

Na twierdzenie 1 mozna patrze¢ rowniez jak na przeniesione na wyzsze
wymiary twierdzenie Bolzany(2) o przyjmowaniu przez funkcje ciagta, okres-
long na przedziale prostej, wszystkich wartosci miedzy kazdg z dwoch wartosci
juz przyjetych; chociaz nie jest to przeniesienie petne. W twierdzeniu 1 wypo-
wiedzianym dla wymiaru n —1 wymagamy, by f(a0) = a0 i /(a") = av

Twierdzenie Bolzany nie ma tych restrykcji. Zobaczymy wszakze (jeszcze
w tym wykladzie), ze restrykcje z twierdzenia 1 dajg sie rozluznic.

lage, Journal fur die reine und angewandte Mathematik 127 (1904), 179—276; por. takze Sobranije
trudéw Bohla, Ryga 1974, na s. 199—289, z komentarzami (23)—(25) do s. 205 i 214; Bohl
wykorzystywat w dowodzie pewne zatozenia rézniczkowe o odwzorowaniach. Znane byto ono
w jaki$ sposéb — w petnym juz zakresie odwzorowan ciggtych — Brouwerowi; L. E. J. Brouwer,
Uber Abbildung von Mannigfaltigkeiten, Mathematische Annalen, 71 (1912), 97—115; w Collected
Works, t. 11, na s. 464—474. Miato znang nam forme: odwzorowanie ciggte kuli w siebie, bedace
tozsamoscig na brzegu, jest odwzorowaniem ,,na”. Pézniej Borsuk (1931) (K. Borsuk, Sur les
retractes, Fundamenta Mathematicae 17 (1931), 152—170; 20 lemme na s. 161, Collected Papers,
t 1, s. 2—20) nadat twierdzeniu wiekszg ogdlnos¢ (por. twierdzenie na s. 134 tego wyktadu),
a dzieki pojeciu retraktu, ktore wprowadzit, nadat twierdzeniu osobne znaczenie.

<9 Bernard Bolzano, Rein analytischer Beweis, dass zwischen zwei Werthen, die ein
entgegensetzes Resultat gewahren, wenigstens eine reelle Wurzel der Gleichung liegt, Praga 1817.

Bolzano jako pierwszy zwrdcit uwage na potrzebe Scistego dowodu tego twierdzenia i taki
Scisty dowdd przeprowadzit. Dow6d wymagat sprecyzowania pojecia ciggtosci funkcji, co whasnie
po raz pierwszy przy okazji tego dowodu byto zrobione, oraz wyodrebnienia tej wiasciwosci zbioru
liczb rzeczywistych, ktéra za Dedekindem nazywamy ciagtoscia. Twierdzenie Bolzany wyjasniato
miedzy innymi istnienie miejsc zerowych wielomianéw rzeczywistych stopnia nieparzystego.

Twierdzenie byto znane réwniez Cauchy’emu, Cours danalyse, 1821.

Gauss z kolei jako pierwszy w Scisty sposéb podszedt do problemu miejsc zerowych
wielomianéw zespolonych, tj. do problemu tego, co poprzednio, ale juz w wymiarze 2. Analiza
dowoddw tzw. zasadniczego twierdzenia algebry (jak sie je nazywa) prowadzi w prostej linii do
potrzeby rozwiniecia metod topologicznych — sg one przedmiotem tych wyktadéw — oddajacych
istote metod Gaussa. Topologia ma Kkilka niezaleznych zrodet, ale to, ktére wywodzi sie
z dowodow Gaussa zasadniczego twierdzenia algebry, wydaje sie najwazniejsze.

Twierdzenie Bolzany wypetniato jedng z luk dowodéw Gaussa.



Odnotujmy, jako  bezposredni
wniosek z twierdzenia 1, majace silniej-
sze niz twierdzenie 1' brzmienie, na-
stepujace

Twierdzenie 1". Niemozliwe jest od-
wzorowanie ciggte sympleksu A" w 8An
i spetniajgce przy tym warunek (2), tj. nie
wyprowadzajgce punktow ze Scian,
w ktérych leza.

Wynika zef w prosty sposob twier-
dzenie 1

Jesli bowiem odwzorowanie ciagte f: A n->E" spetnia warunek (1), to
odwzorowanie ro f:A"-* A", gdzie r:En->A jest jakgkolwiek retrakcja,
réwniez spetnia ten warunek. Niech r bedzie przy tym retrakcjg przep-
rowadzajgcg punkty spoza A" na punkty z dA".

Jesli teraz f(An) nie pokrywa catosci sympleksu An to samo jest prawdg dla
odwzorowania rof. Niech p bedzie punktem sympleksu A" nie nalezacym do
r(f(A")). Biorgc jakakolwiek retrakcje A" —{p} na dAn nakladajgc jg na r of,
dostaniemy odwzorowanie ciggte A" -» 8A", spetniajace warunek (1), co przeczy
twierdzeniu 1"

Dlatego wystarczy dowodzié¢ twierdzenia 1"

Dowdd twierdzenia 1" Przypusémy, ze mamy odwzorowanie ciggte
/. An->dA" spetniajgce warunek (2).

Zbiory f~ l(gwg'nai) sg otwarte i wszystkie razem pokrywajg sympleks A"
Jest

@
co wynika z ().

Niech K bedzie iteracjg podziatu barycentrycznego sympleksu A" na tyle
drobna, by dla kazdego wierzchotka b triangulacji K byto

®)
dla pewnego .

Dla kazdego wierzchotka b triangulacji K wybierzmy jedno i spetniajace (3);
oznaczmy je przez e(b). Mamy

@ gw\K\b~f  1(ffwgj,.ab).
Przyporzadkowanie b-» (p(h) ma wiasnosc:

) jesli Ajl) = 0, to e (b) .



Istotnie, jesli Aj(b)=0, to gwmb<gw ait skad, wobec (2),
gw\K\b co znaczy e(h) ?j, na mocy (4).

Streszczajac to mniej formalnie: wierzchotki triangulacji K zostaty po-
numerowane za pomocg odwzorowania ¢ liczbami 0,..., n tak, ze wierzchot-
kowi lezacemu na S$cianie wyznaczonej przez aio,...,aik jest przypo-
rzagdkowana jedna z liczb i0......ik, tj. jeden z numerdéw wierzchotkdw
wyznaczajacych te $ciane.

Zauwazmy, ze
(6) jesli zbidr S jest zbiorem wierzchotkow pewnego sympleksu triangulacji K, to
zbiér :beS} jest zbiorem wierzchotkow pewnego sympleksu triangulacji
dAn (tej, ktora sktada sie ze Scian sympleksu An).

Istotnie, / _1(n{(gw”na”(@>):. beS}) = n{/ _1gwwBa, 6 :beS}3 n
=>n{gwwb :beS} ~ 0.

Nieréwnos¢ wynika z tego, ze zbiér S jest zbiorem wierzchotkow pew-
nego sympleksu. Wnioskujemy z niej, ze przekr6j gwiazd wierzchotkéw a *
triangulacji dAn, gdzie b przebiega zbidér S, jest niepusty, co znaczy, ze sym-
pleks o wierzchotkach (p(b), beS, nalezy do triangulacji SA".

Jesliby teraz w triangulacji K znalazt sie sympleks, na ktérego wierzchot-
kach numeracja ¢>przyjmowataby wszystkie wartosci 0 to na mocy (6)
sympleks A{a0...... a,,) bytby sympleksem triangulacji dAn co nie jest prawda.

Dowdéd bedzie wiec zakoriczony sprzecznoscia, jesli wykazemy, ze tego
rodzaju sympleks w triangulacji K sie pojawi.

Lemat Spernera (1928)(3. Jesli odwzorowanie ¢ przyporzadkowuje wierz-
chotkom b pewnej iteracji podziatu barycentrycznego sympleksu A(ao,...,a,,)
liczby ze zbioru {0,..., n} tak, ze spetnionyjest warunek (5), to wsrod sympleksow
tego podziatu istnieje taki, na ktérego wierzchotkach odwzorowanie e przyjmuje
wszystkie wartosci O...... n. Wiecej: ilos¢ tego rodzaju symplekséw — nazwijmy je
sympleksami z pelng numeracjg - jest nieparzysta.

Dowd6d. Twierdzenie jest prawdziwe w oczywisty sposob dla sympleksu
wymiaru 0 (jednopunktowego; nietrudno dowodzi sie go rowniez w wy-
miarze 1, tj. dla podziatu odcinka).

Zatézmy, ze jest prawdziwe dla sympleksu wymiaru m —1

Niech Am= A(a0,..., am x, an) bedzie sympleksem wymiaru m. Niech
K bedzie pewng iteracjg podziatu barycentrycznego sympleksu Am Niech

< E. Sperner, Neuer Beweis fir die Invarianz der Dimensionszahl und des Gebiets,
Abhandlungen d. Mathematischen Seminar, Hamburg Universitat 6 (1928), 265—212. U Spemera
byt to lemat do twierdzenia ,,0 zamocowaniu”, ktére tu dowodzimy na s. 176, stanowigcego istote
weczesniejszego twierdzenia Lebesgue’a o pokryciach sympleksu znanego takze jako ,,Pflastersatz”;
tu w wykiadzie o wymiarze.



@:Ke-* bedzie odwzorowaniem spetniajgcym warunek (5) (przez
K®° oznaczyliSmy jak zwykle zbiér wierzchotkéw triangulacji K). Oznacz-
my przez s liczbe sympleksdw triangulacji K majacych petng numeracje
{0,...,m}.

Niech R bedzie rodzing symplekséw (m—I)-wymiarowych triangulacji K,
majacych peing numeracje {0,..., m—1}. Liczba r sympleksow rodziny
R lezacych na $cianie A(a0,...,am X) jest nieparzysta, na mocy zatozenia
indukcyjnego.

Trzeba dowies¢, ze s=r (mod 2).

Dla kazdego sympleksu n-wymiarowego d triangulacji K oznaczmy przez
p(d) ilo$¢ Scian (m—I)-wymiarowych symplekséw triangulacji K majgcych
petng numeracje {0,...,m —1). Jest

7 P>>(</) = s(mod 2),
d

bo na sympleksie d z petng numeracjg {0,..., w} jest jedna tego rodzaju $ciana,
a na innych sympleksach d nie ma zadnej albo sg dwie.
W wyrazeniu £p(d) $ciany (m—I)-wymiarowe nie lezgce na dAmsg liczone
d

dwa razy, bo kazda jest wspdlng Sciang dwu symplekséw m-wymiarowych
triangulacji K (por. uwaga o iteracjach podziatbw barycentrycznych
w poprzednim wyktadzie, s. 49). Na dAm Sciany m—I1-wymiarowe z peing
numeracjg 1 moga leze¢ jedynie na $cianie {a0......am-i} i sag liczone
tylko raz (por. wspomniana juz uwaga). Stad,

® Ep(d) = r(mod 2).
1

Z wzorow (7) i (8) oraz z nieparzystosci liczby r wnosimy o nieparzystosci
liczby s.
W ten sposéb dowdd indukcyjny sie konczy.

W przeprowadzonym dowodzie lemat Spernera jest naturalng prze-
stankg. Z samg numeracjg, jaka sie w nim pojawita — bedziemy jg nazywaé
numeracjg Spernera — mozna sie spotka¢ wszakze w zupetnie prostych
sytuacjach.

Niech K bedzie jakimkolwiek podziatem symplicjalnym sympleksu A"
Rozwazmy aproksymacje symplicjalng tozsamosci na A" dla triangulacji
K i triangulacji podstawowej sympleksu A" ztozonej ze wszystkich Scian tego
sympleksu. Polega ona na przyporzadkowaniu wierzchotkom b triangulacji
K jednego z wierzchotkéw sympleksu A" tak, by

gww bc gw”a”

(istnienie j takiego, ze gw\K\b ¢ gw”naj jest oczywiste).



Przyporzadkowanie b”e(b) jest numeracjg Spernera, co widac.
z

Rys. 55. Lemat Spernera: rysunek mowiacy wiecej niz dowdd
(triangulacja nie jest iteracjag podziatu barycentrycznego, mimo to
lemat Spernera na niej sie sprawdza). Przechodzimy do nastepnego
sympleksu przez $ciang 01

Szczeg6lnie prosto przedstawia sie numeracja Spernera w przypadku
pierwszego podziatu barycentrycznego: ma ona jeden sympleks o peingj
numeracji (dowod: przez indukcje ze wzgledu na wymiar sympleksu).

Twierdzenie 1, ktérego idee mozna znalez¢
juz u Bohla (1904), a faktycznie zawiera jg
praca Brouwera (1911), jest najwazniejszym
twierdzeniem tego wykiadu. Inne dostaniemy,
korzystajac z niego za pomoca ogdlnych $rod-
koéw topologii mnogosciowej i geometrii anali-
tycznej.

Gtébwnym punktem dowodu byt lemat
kombinatoryczny Spernera. Idea sprowadzania
zagadnien ciagtosciowych do kombinatoryki Rys. 56. Numeracja Spernera
pochodzi od Brouwera, ale nie byta jeszcze dla podziatu barycentrycznego
przez niego zesrodkowana w jednej przestance.

Kule euklidesowg n-wymiarowg Q" = {xeEn: |Xx| < 1} mozna odwzorowaé
homeomorficznie na sympleks A" tak, by brzeg Sn~1 = {xeEn: |x| = 1} kuli
przeszedt na brzeg dA" sympleksu.



Dowdd polega na zapisaniu wzorem odwzorowania, na przykfad takiego,
dla ktérego wskazowka jest rysunek nizej; wygodniej jest tu wyobrazi¢ sobie

odwzorowanie A"-* Q" (odwrotne do wspomnianego).

Twierdzenie 1™. Niemozliwa jest retrakcja kuli
Q" najej brzeg S"~1

Dowéd. Przypusémy, ze r. Qn-*Sn~1 jest re-
trakcjg. Niech h An-*Q" bedzie homeomorfizmem,
jednym ze wspomnianych wyzej. Odwzorowanie
h~1o0 roh jest retrakcjg A" na dA". Sprzecznosé.

Nie ma zadnej istotnej rdznicy miedzy twier-

Rys. 57. Przy tym ho- dzeniami 1' i 1", chociaz moga by¢ powody, na
meomorfizmie (dalej poka- przyktad natury rachunkowej, dla ktérych jedno
zemy, ze przy kazdym) moze byé wygodniejsze niz drugie.
brzeg sympleksu przechodzi ; , . . .
na brzeg kuli N Wypada jednak zwr6ci¢ uwagg na to, ze przej-

Scie od twierdzenia 1' do twierdzenia 1" nie bylo
catkiem banalne: wymagato homeomorfizmu kuli i sympleksu bedacego

jednocze$nie homeomorfizmem ich brzegow.

Kilka uwag o pojeciu brzegu.

W poprzednich twierdzeniach brzegi symplekséw i kul byly rozumiane
geometrycznie, czyli dane przez opis badZz to za pomocg wspbtrzednych
barycentrycznych, badz za pomoca diugosci wektora.

Jezeli jednak sympleks lub kula lezag w przestrzeni topologicznej, to ich
brzeg w tej przestrzeni mozna rozumie¢ zasadniczo inaczej niz poprzednio.
Przypomnijmy, ze przez brzeg zbioru potozonego w przestrzeni topologicznej
rozumie sie przekrdj domkniecia tego zbioru (samego zbioru, jesli zbiér jest
domkniety) z domknieciem jego dopetnienia.

Brzegi kul Q" i symplekséw A" w ich naturalnych potozeniach w E" (dotgd
rozpatrywanych) sg brzegami tych bryt réwniez w znaczeniu geometrycznym,
co mozna nietrudno sprawdzic.

Twierdzenie (Borsuk, 1931). Niech A bedzie podzbiorem zwartym przestrze-
ni En majacym wnetrze niepuste. Niemozliwa jest retrakcja zbioru A na jego
brzeg.

Dowo6d. Przyjmijmy, co nie zmniejsza ogdlnosci, ze poczatek ukiadu
0 nalezy do wnetrza zbioru A. Wobec zwartosci, a w rezultacie ograniczonosci,
zbioru A, mozna przyjaé, ze

Ac Qn={xeEn|x < I}
Przypusémy, ze r jest retrakcjg zbioru A na jego brzeg. Jest wtedy r(x) * 0

dla wszystkich x ze zbioru A (bo 0 nie nalezy do brzegu zbioru A).
Odwzorowanie r' okreslone wzorami:



_ dla x ze zbioru A,
\r(3)!

X dla pozostatych x,

jest ciagte (wzory zgadzajg sie na brzegu zbioru A) i, ograniczone do Q", jest
retrakcjg Q" na Sn_1. Sprzeczno$¢ z twierdzeniem 1"

* * *

Aby zilustrowa¢ znaczenie twierdzenia 1, dowiedziemy dwu twierdzen,
ktore chociaz nie bedg miaty udziatu w dalszej dedukcji, to jednak moga by¢
ciekawe same przez sie.

Pierwsze przypomina (bardziej znane i znacznie trudniejsze) twierdzenie
,0 kanapce”(@ i moze by¢ uwazane za twierdzenie z teorii miary.

Twierdzenie Kuratowskiego-Steinhausa(5) (1953). Majac dany podziat prze-
strzeni E" na n+ 1 sektor6w i podzbiér ograniczony przestrzeni E", mierzalny
0 mierze dodatniej, mozna tak przesungé ten podzbiér, by jego przekroje
z sektorami miaty miary w danej z gdry proporcji. Doktadniej: majgc zbior A taki
jak wyzej i liczby nieujemne af,..., a,, takie, ze a0 + ... + an= 1, mozna przesuna¢
zbior A o taki wektor x, ze dla przekrojow zbioru A + x z sektorami Sj bedzie

Rysunek 58 ilustruje twierdzenie w wymiarze 2. Miara — o0znaczona
symbolem p — jest rozumiana w sensie Lebesgue’a. Symbol A + x oznacza
zbiér A przesuniety o x.

Rys. 58. Twierdzenie Kuratowskiego-Steinhausa

@ Trzy bryty dowolnie potozone w przestrzeni mozna przepotowi¢ co do objetosci jednym
cieciem ptaskim — tu por. wykiad 11, s. 220.

B K. Kuratowski, H. Steinhaus, Une application giometrique du thioreme de Brouwer
sur les points invariants. Bull, de I’Academie Pol. Sei, CI. Ill, 1 (1953), 83—86; w Selected Papers
H. Steinhausa, Warszawa 1985, na s. 636—639. Inny dow6d — oparty na twierdzeniu
Borsuka-Ulama o antypodach, ktére dowodzimy w wyktadzie 13 — podat Borsuk (ten sam tom
Biuletynu PAN): K. Borsuk, An application of the theorem on antipodes to the measure theory,
s. 87—90.

6 Wyktady z topologii



Niech podziat na sektory Sj bedzie zrealizowany (por. wyktad 2, s. 53) przez
sympleks An—A(pO,...,pr) i punkt p we wnetrzu tego sympleksu. Sektor
Sj skiada sie z wszystkich punktéw pdtprostych wychodzacych z p, kto-
rych przedtuzenia wstecz przechodza przez punkty $ciany naprzeciw pj
(por. rys. 59).

Rys. 59. Przekroje Fj —Sji~\A(p0, p,) tworzace
konfiguracje postaci 1 ze s. 53 wyktadu 2

Dla dowodu przyjmijmy skrot An= A(pQ,...,2,).

Dow6d. Nie zmniejszymy ogélnosci, jesli zatozymy, ze Srednica zbioru
A nie przekracza zadnej z liczb Lebesgue’a dla par zbiorow (domknietych
i roztgcznych) {Fj, An—gwA'pj} (zbiér Fj i $ciana naprzeciw FX F} = A),
j =0,...,n, bo odpowiednio przesuniety zbiér A o tej Srednicy mozna przez
homotetie z punktu p przeksztatci¢ na zbiér o Srednicy z gory danej bez
naruszania proporcji miar przy podziale na sektory.

Dla kazdego x, xe E", rozwazmy liczby

X A+ Sj
© o= AT oS -y

Funkcje <j sa ciagte(6). Jest przy tym zawsze
ej(x)>0 dla wszystkich j
Oraz
(pofx) + ..+ IK(x) = 1
Nie zmniejszymy ogo6lnosci, jesli zatozymy, ze peA i p —0 (rys. 59).
<> Dowad ciagtosci funkcji n([A + x)n B) — gdzie n jest miarg Lebesgue’a, a A i B zbiorami
mierzalnymi w sensie Lebesgue’a — mozna znalez¢ (w przypadku zbioréw potozonych na prostej)

w ksigzce E. Hewitta i K. Stromberga, Real and abstract analysis, Graduate Texts in
Mathematics 25, Springer 1975, na s. 143 (,,10.43. Exercise”).



Jesli - wiec xeAn—gwA,Pj (czyli Zj®=0), to e =0 (bo

{A+Xx)n §j—Q)
Niech

<PpX¥) = eO0X)Po + — + <Pn(X)P,, xe En.

Wzor ten okres$la odwzorowanie ciggte ¢=: En-*An ktére — co wykazalis-
my — spetnia zatozenia twierdzenia 1 Jest A" c: e(A") na mocy tego twier-
dzenia. Istnieje wiec x nalezace do An takie, ze

$£(X) = 0OPO + - + «nPn>

co znaczy, ze dla tego x jest d} = (p/x) dla kazdego j, i co — por. wzér (9)
— konczy dowdd.

A oto drugie z zapowiedzianych twierdzen.

Twierdzenie (Urbanik, 1954)<). W kazdy tuk mozna wpisa¢ tamang majaca
konce na koncach tuku i ktorej odcinki majg dtugosci w danej z géry proporcji.

Doktladniej: Jesli f jest odwzorowaniem cigglym odcinka 0" x < 1
w przestrzen metryczng takim, ze /(0) #/(1), to dla kazdego uktadu liczb
rzeczywistych nieujemnych <0,...,aB istnieje podziat

(10 0=x

odcinka i liczba ¢ dodatnia taka, ze ctj = c md(f(xj+ i),f[X]j)), gdzie d jest symbolem
odlegtosci W przestrzeni, W ktorej lezy tuk.

Dowdd. Mozemy oczywiscie zatozyé, ze a0+ .. + aB= 1

Podziaty (10) traktujemy jako punkty x sympleksu A" o wspdtrzednych
barycentrycznych AXX) = x1( Aj(X) = x2—xt... A,X = 1—xB Mamy
2j(x) > 0 i AO(X) + ... + A,(X) = 1 Kazdemu podziatowi x odpowiada tamana
wpisana w droge / majacg wierzchotki w punktach j\0) =/(x0)r..,/[x]),..Y(xB,

f(xn+l) ktora wyznacza punkt sympleksu A" majacy wsp6trzedne bary-
centryczne
(1) X(X) = IWxj+i).Ax))

J I d(f(xJ+1), f(Xj))

(M K. Urbanik, Sur un problime de J. F. Pal sur les courbes continues, Bulletin de I’Acad.
Pol. des Sei. 2 (1954), 205—207.
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Zatozenie /(0) N /(1) zapewnia niezerowanie sie mianownika (na mocy
warunku tréjkgta mianownik jest ~ d(/(1), /(0))).

Otrzymalismy odwzorowanie x ciggte sympleksu A" w siebie przypisujace
punktowi x punkt o wspotrzednych barycentrycznych xj(x) danych wzorami
(11). Mamy

Aj(x) = 0=>xj(x) = 0

dla kazdego j. Spetnione sg wiec zatozenia twierdzenia 1 dla tego od-
wzorowania, ktére na mocy tego twierdzenia musi by¢ odwzorowaniem ,,na”.
W szczegolnosci, punkt o wspotrzednych do,...,x,, jest wartoscig tego od-
wzorowania. Oznacza to, ze dla pewnego x jest xj(x) = <fdla kazdego j, a co
daje istnienie tamanej wpisanej w droge / o odcinkach majacych dtugosci
w proporcji do liczb aj.

Uwaga. Bez zatozenia/(0) 5M(1) twierdzenie jest falszywe, na co wskazuje
przyktad drogi/ okre$lonej wzorami

(2t dla 0< t ™ 172,
~ |2 —21dla 1/2<t< 1

o warto$ciach na prostej. W droge te nie mozna wpisa¢ tamanej o nieparzystej
ilosci rownych odcinkdw.

Mimo to, jak dowiddt Sznirelman (8, w krzywag zamknieta zwyklg
ptaskg o krzywiznie ciggtej mozna wpisa¢ kwadrat. Niedawno Griffiths(9
ostabit zatozenie ciggtosci krzywizny do zalozenia o istnieniu parametry-
zacji majacej pochodne ciggle (klasa Cl) Czy sama ciggtos¢ parametryza-
cji — nadal zakladamy nieistnienie samoprzecie¢ — wystarczy, nie wia-
domo.

Q L. G. Sznirelman, O niekotorych gieomietriczeskich swojstwach zamknutych kriwych,
Uspiechy Matiematiczeskich Nauk 10 (1944), 34—44; twierdzenie jest w istocie wczesniejsze i byto
opublikowane przez Sznirelmana w 1929 r. w mniej znanym czasopi$mie; por. notatka w Kalejdo-
skopie Steinhausa, Uwagi (121) (wzmianka na s. 104, ze wkazdy kontur zamkniety mozna wpisac¢
kwadrat, nie jest uzasadniona trescig pracy Sznirelmana, ktory wyraznie korzysta z ciggtosci
krzywizny).

9 H. B. Griffiths, The topology of square pegs in round holes, Proceedings of the London
Mathematical Society (3) 62 (1991), 647—672.



O topologicznym charakterze wymiaru euklidesowego
(wedtug pracy Brouwera ,,0 zachowaniu liczby wymiaréw) (1911)(10).

lloSciowy wniosek z twierdzenia 1. Niech B bedzie liczbg rzeczywista. Jesli
f:A"-*E" jest odwzorowaniem ciggtym takim, ze

(12) tj(x) = 0=>Aj(f(x))sfi

dla kazdego j, to obraz f(An) sympleksu A" zawiera sympleks SB= {xeA":
1Aj(x) > B dla wszelkich j).

Dowdd. Niech r3: E"-* SB bedzie retrakcjg kanoniczng opisang w wy-
kfadzie 2 (s. 51). Niech hR:SB->A" bedzie homotetiag o Srodku w bary-
centrum.

Odwzorowanie hRorBof: An-> A" spelnia zatozenia twierdzenia 1

Istotnie, jesli Xj(x) —0, to Ij(f(x)) » B, na mocy (12), skad Aj(r3(f(x))) = &,
a w rezultacie Aj(hB(rB(f(x)))) = 0.

Na mocy twierdzenia 1 odwzorowanie h3orRo f jest odwzorowaniem na
An skad wynika, ze rBo f jest odwzorowaniem na SR a w rezultacie, ze/jest
odwzorowaniem na SR

Rys. 61. Jedli 0 < B < I/(n+1),
to Sf jest sympleksem zawartym
(koncentrycznie) w A” Odwzoro-
wanie/ nie przeprowadza zadnego
punktu z dA"w — obraz brzegu
okala sympleks SR

Twierdzenie 2. Jesli hjest homeomorfizmem sympleksu Anw przestrzeni En, to
zbiér h(An) ma wnetrze niepuste.

Dowod. Ustalmy B, 0 < B < I/(n+ I). Niech T bedzie triangulacjg sym-
pleksu A", w ktorej skfad wchodzi sympleks SR (przypomnijmy, ze SBcz A",
SBA A jesli B > 0).

<0 L.E.J. Brouwer, Beweis der Invarianz der Dimmensionenzahl, Mathematische Annalen
70 (1911), 161—165. W Collected Works, t. U, na s. 430-445.

Zamieszczony tu dowdd twierdzenia o topologicznym charakterze wymiaru euklidesowego
jest wzorowany na dowodzie Brouwera z Beweis...; lemat jest niemal ten sam co u Brouwera,
a takze dalsza cze$¢ dowodu — ale lematu dowodzimy, korzystajac z gotowego juz twierdzenia 1,
a wiec posrednio opieramy sie na lemacie Spernera.



Rozwazmy triangulacje W przestrzeni En na tyle drobna, by dla kazdego
z wierzchotkéw w tej triagulacji byto

(13) h~1(h(Ann Oww W) c: gwma

dla pewnego wierzchotka a triangulacji T.

Przyporzadkujmy wierzchotkom w triangulacji W (ograniczmy to przypo-
rzagdkowanie do tych wierzchotkéw, ktorych gwiazdy przecinajg h(A") wierz-
chotki ifrw) triangulacji T tak, by

(14) h~1(h(/In n gww w) ¢ gwm i/fw),

co jest mozliwe wobec (13).
Ten warunek daje sie zapisaC w postaci

(15) h(An)n gwm w ¢ h(gwm i//(w)).

Wynika zen, ze je$li wierzchotki sg wierzchotkami sympleksu
triangulacji W zawierajgcego w swoim geometrycznym wnetrzu punty zbioru
h(An), to punkty iNwQ),...,i"(wr) sg wierzchotkami sympleksu triangulacji T.

Odwzorowanie W/ mozna wiec dla kazdego wspomnianego sympleksu
z2JWO,...,wJ przedtuzy¢ do odwzorowania liniowego tego sympleksu na sympleks
A([{/{(W0).... ilr(w), dostajac w rezultacie odwzorowanie ciggte h':h(AH-*An Gest
ono okre$lone na catych sympleksach triangulacji W, ale rozpatrujemy je tylko
na h(An).

Przypusémy a contrario, ze wnetrze zbioru h(An jest puste.

Poniewaz W jest liniowe na sympleksach triangulacji W, a zbiér h(A") ma
wnetrze puste, wiec zbidr h'(h(A’)) ma rdwniez wnetrze puste, nie wypetniajac
zadnego sympleksu triangulacji T. Stad istnienie retrakcji r zbioru h'(h{A™) na
podzbior szkieletu (n-l1)-wymiarowego triangulacji T, przy ktérej x i r(x)
pozostajg w tym samym sympleksie triangulacji T.

Przez zlozenie dostajemy odwzorowanie g = roh'oh:An>A

Z (15) wynika, ze zbiory gwAT\(w), gdzie w sg wierzchotkami triangulacji W,
pokrywajg razem sympleks A"

Niech xeAn WeZmy pod uwage wszystkie wierzchotki w triangulacji
W takie, ze xegw\T\j/(w).

Mamy

h(x)egwm w,
na mocy (14), a w rezultacie
h’(h(x))egwm \p(w).

Whioskujemy stad, ze warto$¢ g(x) = r(h'(h(x))) lezy w sympleksie o wierz-
chotku \p(w), a wiec w sympleksie, w ktérym lezy x.



Stad wynika, ze odwzorowanie g spetnia réwniez w szczegdlnosci zatozenie
(12) lematu. Ale obraz odwzorowania g, lezac w szkielecie (n—I)-wymiarowym
sympleksu A", nie pokrywa zadnego sympleksu triangulacji T, a wiec nie
pokrywa tez sympleksu Sp, ktdry wchodzi w jej skiad. Jest to sprzeczne z tezg
iloSciowego wniosku z twierdzenia 1

Teraz juz w prosty sposdb wnioskujemy, ze sympleksy Am i A" nie sg
homeomorficzne, je$li m  n.

Dowdd. Przyjmijmy, ze m < n. Sympleks Amjest wtedy homeomorficzny
ze Sciang sympleksu A", ktéra majagc wymiar mniejszy niz n — jest podzbiorem
rzadkim sympleksu A" i tym samym podzbiorem rzadkim przestrzeni E".
Jesliby istniat homeomorfizm A" na Am to istniatby homeomorfizm sympleksu
A" na wspomniang jego $ciane. Jest to sprzecznos¢ z dowiedzionym twier-
dzeniem.

Twierdzenie przenosi sie na przestrzenie euklidesowe réznigce sie wymiara-
mi: przestrzenie Em i E" nie sa homeomorficzne, jesli m # n.

Dowo6d. Przyjmijmy, ze m < n. Przestrzen Emjest wtedy homeomorficzna
z podprzestrzenig m-wymiarowg przestrzeni E", a wiec z podzbiorem rzadkim
przestrzeni E". Je$liby istniat homeomorfizm En na Em to sympleks An
potozony w En i majacy Sciane m-wymiarowag zawartg w Em bytby prze-
ksztatcony homeomorficznie na podzbidr przestrzeni Em a po ziozeniu
z przesunieciem i podobienstwem, w swojg $ciane wymiaru m, wbrew po-
przedniemu twierdzeniu.

Nieistnienie homeomorfizmu przestrzeni euklidesowych rdéznigcych sie
wymiarami, dowiedzione przez Brouwera, uprawomocnia dyscypline nazywa-
ng topologia przestrzeni euklidesowychil®.

Wiemy — za Cantorem (12) — ze w zakresie czystej teorii mnogosci mozliwe
sg odwzorowania wzajemnie jednoznaczne przestrzeni euklidesowych roz-
nigcych sie wymiarami. Twierdzenie Brouwera uwidacznia znaczenie zatozenia

(u) Wszystkie twierdzenia tego wyktadu pochodzg z prac Brouwera z lat 1911—1913. Prace te
obejmuja wszakze szerszy krag zagadnien wymagajacych mocniejszych $rodkéw dowodowych
(orientacja, stopien odwzorowania itp.). Eliminacje tych mocniejszych $rodkéw w wezszym
zakresie zagadnien, ktory tu jest omawiany, zawdzieczamy Spernerowi.

12) Georg Cantor, Ein Beitrag zur Mannigfaltigkeitslehre, Journal fiir die reine und
angewandte Mathematik 84 (1878), 242—258. W $lad za ta pracg Cantor opublikowat (1879)
dowod twierdzenia o nieistnieniu odwzorowania cigglego wzajemnie jednoznacznego miedzy
przestrzeniami euklidesowymi réznigcymi sie wymiarami. Na btgd w tej pracy Cantora (niepo-
prawialny) zwrécit uwage E. Jiirgens (1889), dowodzac tego twierdzenia dla wymiarow < 3.
Dowod poprawny dla wymiaréw <2 podat jeszcze w 1878 r. J. Liiroth. Na temat ciekawej
historii problemu rozréznienia topologicznego przestrzeni euklidesowych réznigcych sie wymiara-
mi pisze J. W. Dauben, Historia Mathematica 2 (1975), 273—288; por. takze komentarz
w Collected Works Brouwera, t 1I, do pracy cytowanej tu w przypisie (10), w ktérej problem zostat
rozstrzygniety.



0 ciaggtosci odwzorowania, ktéra usuwa patologie zawartg w twierdzeniu
Cantora.

Twierdzenie o zachowaniu wymiaru — jak sie je nazywa — nie zamyka
jednak problemoéw. Twierdzenie, ktérego dowiedliSmy, orzeka, ze obraz
homeomorficzny sympleksu An nie moze by¢ podzbiorem rzadkim w En.
W nietrudny sposdb mozna uzyska¢ wiecej, a mianowicie to, ze obraz
homeomorficzny sympleksu A", potozony w En, jest domknieciem swego
wnetrza, tj. ze w kazdym otoczeniu kazdego swego punktu zawiera zbiory
otwarte (niepuste) przestrzeni E". Jest tak dlatego, ze stwierdzenie niepustosci
wnetrza dotyczy wszelkich symplekséw wymiaru n, zawartych w A"

Ale nasz ostatni wniosek nie ttumaczy na przykiad tego, czym jest obraz
wnetrza geometrycznego sympleksu A". Czy punkty tego wnetrza mogtyby
przejs¢ na punkty potozone na brzegu obrazu? Przekonanie o tym, ze tak
by¢ nie moze, daje sie poprze¢ dowodem, ktéry wszakze wymaga rozwiniecia
metod. Brouwer uzyt do tego celu stopnia odwzorowania*13).

Pozniej Sperner (1928) pokazat, ze mozna to zrobi¢ bardziej elementarnie.

Rys. 62. Obraz homeomorficzny A" w E" wedtug twierdzenia 2

Twierdzenie 3 (Spernera(14) o zamocowaniu). Jesli zbiory otwarte UO....Un
pokrywaja sympleks A" = A(a0, a n) tak, ze

Ut cz gwAn ait

to UOn ..n I,,# 0.

Dow6d. Niech W0,...,Vn bedg zbiorami otwartymi pokrywajagcymi A"
takimi, ze *cc | E ¢ Ul (istnienie takich zbiorow wynika z lematu o zmniej-
szaniu zbioréw w pokryciach; Aneks, s. 69).

Z lematu Urysohna wynika istnienie funkcji ciagtych f: <h-»[0,l] ta-
kich, ze

(13 L.E.J. Brouwer, Beweis der Invarianz der n-dimensionalen Gebietes, Mathematische
Annalen 71 (1912), 305—313; w Collected Works, t. Il, na s. 477-488.
<4 E. Sperner, Neuer Beweis...



Niech/(x) = (fO(x)a0 + ... +/,,(x)aB/(/0(x) + .../,(X)) (wzdrjest poprawny, bo
mianownik jest stale r6zny od 0; jest nawet ~ 1). Wspotczynniki przy at sg
nieujemne i ich suma jest rowna 1. Stad,/odwzorowuje sympleks A" w siebie.

Przypusémy, ze UOn ..n U,, = 0. Znaczy to, ze dla kazdego x nalezacego
do A" istniejej takie, ze x$ U jtiLwiec istnieje j takie, zefj{x) = 0. Znaczy to, ze
/ odwzorowuje sympleks A" w brzeg A". Ponadto, jesli A(X) = 0, to x4U it
a wtedy f(x) = 0, skad A(f(x)) = 0. Odwzorowanie/ ma wiec wiasnos¢ (1).

Otrzymalismy sprzecznos¢ z twierdzeniem 1

1 Inne formy twierdzenia
0 zamocowaniu.

1 Jesli zbiory domkniete FO.............
krywajg sympleks A(a0....an) tak, ze dla
kazdego j Sciana lezgca naprzeciw wierz-
chotka aj jest zawarta w Fjt to FOn ..
.n Fn# (

Twierdzenie wynika z dowiedzio-
nego przez prawa de Morgana.

Przejscie do innego wariantu, w Kkto-
rym zbiory domkniete pokrywajg sym-

pleks z narozy, wymaga lematu Lebesgue’a.

2. Jesli zbiory domkniete FO....F,, pokrywaja sympleks A(a0,...,an tak, ze
(16) Fj <gwjn aj dla kazdego j,
to FOn ..n F,, =£0.

Dowdd. Przypusémy, ze Fon ..n Fn—0. Z lematu Lebesgue’a (formy
dwoistej do dowiedzionej, Aneks, s. 70) wynika istnienie liczby O> 0 takiej, ze
kazdy zbi6r o $rednicy ™ Sjest rozigczny z jednym ze zbioréw Fj. Dla kazdego
j wezmy liczby Lebesgue’a 6j dla pokry¢ sympleksu An zbiorami An—fFj
i gwAnaj. Niech bedzie najmniejszg sposrdd liczb: liczby $i liczb §;j.

Niech Vj bedzie sumg zbiorow otwartych przecinajacych zbiér Fj i maja-
cych $rednice <(5*/2. Zbiory \j sg otwarte; mamy

FjCzVjCZ gwhAn ajt

gdzie drugg inkluzje dostajemy z nieréwnosci 5" < §;.

Mamy KOn...nF, # 0, na mocy oryginanej formy twierdzenia o zamoco-
waniu.

Dostajemy w ten spos6b sprzeczno$é, bo punkt lezacy w tym przekroju
nalezatby do n+ 1 zbioréw otwartych o $rednicach < b jI takich, ze kazdy ze
zbiorow Fj miatby punkt wspdlny z jednym z nich. Suma tych zbiorow
otwartych miataby $rednice < tym samym < <§ i przecinataby przy tym
kazdy ze zbioréw Fjf wbrew wiasnosci liczby 5.



Korzystajagc z praw de Morgana, dostaje sie jeszcze jedng forme twier-
dzenia:

3. Jesli zbiory otwarte UO....Un pokrywajg sympleks A(aO0..... an) tak, ze dla

kazdego j S$ciana lezgca naprzeciw wierzchotka aj jest zawarta w Ujt to
uon ..n Un* 0.

DostaliSmy w ten sposob cztery réwnowazne ze sobg — badZ to przez

prawa de Morgana, badZz po przez lemat Lebesgue’a — formy twierdzenia
Spernera 0 zamocowaniu.

prauj<3 de
Vorgang /

praua
\/

de Horgana

lemat
lebesgue

Rys. 64. Numer 0 nosi oryginalna wersja twierdzenia. Wynikania 3 => 0 nie dowodziliSmy

Wykazaliémy, ze lemat Spernera pocigga twierdzenie 1 (0 nieistnieniu
retrakcji) i ze ono pocigga z kolei twierdzenie 3 (0 zamocowaniu).

Wykazemy, ze twierdzenie 3 pocigga w tatwy spos6b lemat Spernera.

Dowdd. Niech K bedzie triangulacjg sympleksu A" = A(a,u..,an i niech
wierzchotki b triangulacji K bedg opatrzone numerami ip(b) ze zbioru {0,..., n}
tak, ze spetniony jest warunek (5) dla numeracji Spernera. Wezmy pod uwage
dla kazdego i zbidr Uj = \J{gw\K\b:e(b)=j}. Zbiory Uj sg otwarte i po-
krywajg sympleks A". Ponadto z wiasnosci (5) numeracji Spernera wynika, ze
ajeUj a gwonaj. Korzystajagc z twierdzenia o zamocowaniu wnosimy, ze
Uon ..n Un” 0O, ale zbiory Uj sg otwarte i sg sumami catych sympleksow
(otwartych n-wymiarowych) triangulacji K. Stad, w przekroju UOn ..n Un



jest zawarty co najmniej jeden taki sympleks. Na jego wierzchotkach numera-
cja Spernera przyjmuje wszystkie wartosci

Widzimy wiec, ze twierdzenia o niemozliwosci retrakcji kuli na brzeg, lemat
Spernera, a takze twierdzenie o zamocowaniu, sg w tatwy sposob réwno-
wazne'ls).

Dowodzac jednak lematu Spernera, nie wrociliSmy catkiem do punktu
wyjscia. Nie zakladaliSmy w tym dowodzie, ze triangulacja K jest iteracjg
podziatu barycentrycznego, a wiec dowiedlisSmy lematu Spernera ogélnie dla
wszelkich triangulacji sympleksu; zwr6émy moze jednak uwage takze i na
koszt: nie dowiedlismy, ze ilos¢ symplekséw z petng numeracja jest nieparzysta
(mimo ze to jest prawda; por. dalsze uwagi).

Twierdzenie 0 zamocowaniu mozna wyprowadzi¢ réwniez wprost z lematu
Spernera.

Niech bowiem UO, U n beda zbiorami otwartymi pokrywajacymi sym-
pleks A" —A(a0....an tak, ze U}a gwAnaj dla kazdego j. Niech T bedzie
triangulacjg sympleksu A" na tyle drobng, by dla kazdego jej wierzchot-
ka b bylo (lemat Lebesgue’a)

17) gwmb <= Uj

dla pewnego j. Przypisujac wierzchotkom b triangulacji T liczby cp(b) tak, by
gwmb c UWb), co jest mozliwe wobec (17), dostajemy numeracje spemerow-
ska tej triangulacji. Na mocy lematu Spernera istnieje sympleks triangulacji T,
na ktérego wierzchotkach numeracja @ przyjmuje wszystkie wartosci O,..., n.
Whnetrze tego sympleksu lezy w przekroju UOn ..n U,

Przystepujemy teraz do serii twierdzen — zapowiadanych juz wcze$nigj
— z ktérych wyniknie, ze pojecie punktéw brzegowych symplekséow (kul) ma
charakter topologiczny. Pokazemy mianowicie, ze przy odwzorowaniu homeo-
morficznym sympleksu na siebie (na kule tego samego wymiaru) punkty brzegu
przechodzg na punkty brzegu, a punkty wewnetrzne na punkty wewnetrzne.
Po6zniej w wykladzie 5 (s. 125), w ktorym pojawi sie pojecie deformacji dogodne
dla tego celu — znajdziemy witasno$¢ wyrazong topologicznie, ktora rozrozni
punkty brzegu sympleksu (kuli) od punktéw z wnetrza.

Twierdzenie o zamocowaniu — tak je nazwalisSmy, poniewaz zbiory Utdaty
sie w nim zamocowac¢ jednym punktem — zawiera, podobnie jak twierdzenie
0 nieistnieniu retrakcji, w lakonicznej formie istotng tre$¢ wielu dalszych
twierdzen topologii przestrzeni euklidesowych. O znaczeniu tego twierdzenia
dla teorii topologicznego pojecia wymiaru bedzie mowa w nastepnym wy-
ktadzie. Na razie wyprowadzimy zeh zapowiedziane — podstawowe dla

<5 Z punktu widzenia logiki formalnej wszystkie twierdzenia prawdziwe sg réwnowazne.
Mowiagc o rownowaznosci trzech wymienionych twierdzen (a mozna by dodac jeszcze do tego
twierdzenie o punkcie statym dla kul i twierdzenie o istotno$ci odwzorowania tozsamosciowego
sfery na siebie, 0 czym bedzie mowa p6zniej), mamy na mysli to, ze twierdzenia te uzyskuje sie
jedne z drugich, uzywajac tylko formalizmu mnogo$ciowego.



dalszego ciggu — twierdzenie o obrazie homeomorficznym sympleksu A", jesli
jest on potozony w E"

Twierdzenie (wedtug Spernera, 1928)(16). Jesli h jest homeomorfizmem
sympleksu A" na podzbior przestrzeni E" i p jest punktem wewnetrznym sympleksu
A", to h (p)jest punktem wewnetrznym zbioru h(An); inaczej: h(int An) c int h(A").

Dow6d. Dany punkt p z wnetrza sympleksu A" wyznacza podziat
(symplicjalny) sympleksu A" na n+1 symplekséw CO....C,, majgcych p jako
wierzchotek, a S$ciany (n—I)-wymiarowe sympleksu A" jako swoje S$ciany
przeciwlegte do wierzchotka p. Ta konfiguracja przenosi sie do obrazu h(A ),
ktory jest w ten spos6b suma n4-1 zbiorow domknietych h[Cj) majacych jeden
punkt wspdlny h(p).

Przypusémy, ze h(p) lezy na brzegu zbioru h(A").

Niech Q bedzie kulg domknietg o $rodku h(p) na tyle mata, by przeciwobraz
h~1(Q) byt zawarty we wnetrzu sympleksu A". Przekrdj Snh(A") sfery S kuli
Q ze zbiorem h(An) jest suma zbioréw

(18) hCj)nS, j = 0,..n.

Zbiory te nie majg punktu wspdlnego, poniewaz jedynym punktem
wspolnym zbiorow h(CR jest punkt h(p), a ten lezy poza S. Znaczy to, ze kazdy
punkt sfery S lezy w nie wiecej niz n zbiorach (18).

Sfera S — jako sfera euklidesowa (n—I)-wymiarowa — ma dowolnie
drobne pokrycia skoficzone zbiorami domknietymi takiell?), ze
(19) kazdy punkt sfery S nalezy do nie wiecej niz n zbioréw pokrycia.

Niech & bedzie pokryciem sfery S zbiorami domknietymi, przy tym na tyle
drobnym, by dla kazdego punktu x sfery S suma tych elementdw pokrycia
do ktorych nalezy x, miata $rednice mniejsza niz liczba Lebesgue’a rodziny
zbioréw (18). Suma elementdéw pokrycia 5% do ktorych nalezy x, przecina nie
wiecej niz n sposrod zbioréw h(Cj) n S. Zbiory h(Cj) n S powiekszymy teraz
tak, ze beda pokrywa¢ S, dodajagc do nich zbiory pokrycia & wedtug
nastepujacej reguly.

Zbiér A pokrycia 9 jest dolgczony wytacznie do jednego ze zbiorow
h(Cj)nS: jesli A nie przecina zadnego ze zbioréw h(CRr\S, to A moze by¢
dotaczone do ktéregokolwiek; natomiast jesli przecina jakie$, to do jednego
z tych, ktdre przecina.

(16) E. Sperner, Neuer Beweis... Ten dowo6d wedtug Spernera mozna znalez¢ miedzy innymi
u G.M. Gotuzina, Gieometriczeskaja tieoria funkcji kompleksnogo pieriemiennogo, Moskwa
— Leningrad 1952, na s. 265—273, a takze uS. Stoitowa, Leeons sur les principles topologiques
de la theorie desfonctions analytiques, Paris 1956 (thum. ros, 1964). Ten dowo6d ma te przewage nad
innymi, ze nie korzysta si¢ w nim z niczego poza twierdzeniem Spernera o zamocowaniu.

<17) Sfera «-wymiarowa jest topologicznie wielo$cianem. Dla dowolnej jej triangulacji pokrycie
sfery gwiazdami tej triangulacji ma wiasnos¢ (19). Istniejg triangulacje dowolnie drobne. Wiegcej na
ten temat bedzie w wyktadzie 4 o wymiarze.



Powigkszone w ten spos6b zbiory h(Cj)nS bedziemy oznaczac¢ przez Sj

Zbiory Sj pokrywajg S, co jest oczywiste.

Pokazemy, ze

(*) zaden punkt sfery S nie nalezy do wiecej niz n spos$rdd zbioréw S;j.

Istotnie, niech xeS. Zbiory pokrycia do ktérych nalezy x, tworzg
rodzine U(X) sktadajaca sie z nie wiecej niz n elementéw tego pokrycia.

Jesli punkt x nie nalezy do zadnego ze zbiorow (18), to moze naleze¢ do
zbioru Sj jedynie w ten sposéb, ze xeW<= Sj dla pewnego W z rodziny U(X).
Stad, punkt x nalezy do nie wiecej niz n zbiorow ;.

Jesli punkt x nalezy do chociazby jednego ze zbioréw (18), to dla prze-
prowadzenia dowodu zauwazmy najpierw, ze jeden ze zbioréw (18), niech
bedzie to zbiér h(Cj*) n S, nie przecina zadnego ze zbioréw rodziny U(x)
(wynika to z zatozenia o $rednicach zbioréw pokrycia &). Dowdéd (*) bedzie
zakonczony, jesli pokazemy, ze x$Sijif.

Jest tak, bo xeSj+ przy jednoczesnym Wn(h(Cjt)n S) = 0 dla WEU(x),
a wiec przy x$h(Cj*)n S, implikowatoby istnienie elementu W pokrycia
9 takiego, ze xe Wa h(Cj*) n S, tj. zbioru z pokrycia  ktory jest dotgczony
do h(Cjt)nS w celu zbudowania zbioru Sj+. Jednak wobec xeW, zbiér W nie
moze by¢ dotgczony do zbioru h(Cj*")n S, lecz do tego ze zbioréw (18), do
ktérego nalezy punkt x, a w rozwazanym przypadku zaktada sie istnienie tego
rodzaju zbiorow. Sprzecznosc.

WezZmy teraz we wnetrzu kuli Q punkt q lezacy poza h(An) (tego rodzaju
punkt zawsze sie znajdzie, bo Srodek kuli Q lezy na brzegu zbioru h(An).
Rozwazmy retrakcje

r:Q~ {g}~+s,

jakakolwiek sposrod istniejacych. Zbiory r~1(Sj)nh(An pokrywajg te czes¢
zbioru h(A"), ktéra lezy w Q. Zaden punkt nie nalezy do wiecej niz n sposrod
tych zbioréw.

Zbiory h(Cj) zmodyfikujemy w obrebie kuli Q, odejmujac od kazdego z nich
punkty kuli Q i dodajgc w zamian (do j-ego zbioru) zbi6r r~2{Sj)n /i(J").

Rys. 65. Przypus¢my, ze h{p) lezy na brzegu zbioru /i(z")



Dostajemy zbiory Djt dajace nadal w sumie h(A") i przy tym takie, ze zaden
punkt zbioru h(An nie lezy w wiecej niz n zbiorach Dj.

Przeciwobrazy h~i(Dj) tych zbioréw pokrywajg sympleks A", spetniajgc
zatozenia z twierdzenia o zamocowaniu (w wersji dla zbioréw domknietych
zawierajacych Sciany), bo réznig sie od zbiorow C, jedynie na h~1(Q), a wiec
poza brzegiem sympleksu. Ale zbiory h~1(Dj) nie spetniajg tezy tego twier-
dzenia, bo punkty sympleksu A" naleza do nie wiecej niz n sposrdd nich
i wobec tego ich przekrdj jest pusty.

Ta sprzeczno$¢ konczy dowdd twierdzenia.

Twierdzenie Brouwera o zachowaniu otwartosci (1912)(18). Podzbi6r prze-
strzeni euklidesowej homeomorficzny z podzbiorem otwartym tej przestrzeni jest
jej podzbiorem otwartym.

Dowdd. Niech U bedzie podzbiorem otwartym przestrzeni En i niech
h bedzie homeomorfizmem zbioru U na podzbi6r Vtej przestrzeni. Pokazemy,
ze V jest otwarte w E".

Dla dowodu, niech geV. Niech p = h~I{g). Jest peU. Wobec otwartosci
U istnieje sympleks n-wymiarowy A" zawarty w U z punktem p w swoim
wnetrzu. Na mocy dowiedzionego twierdzenia punkt g —h(p) nalezy do
wnetrza (wzgledem En) zbioru h(An), a w rezultacie do wnetrza zbioru V.

Uwagi. 1 Nie powinna myli¢ pozorna tautologiczno$¢ twierdzenia.
Jesliby homeomorfizm h byt homeomorfizmem catej przestrzeni E" na siebie, to
otwarto$¢ zbioru Fw E" wynikataby stad, ze homeomorfizmy przeksztatcajg
podzbiory otwarte dziedziny na podzbiory otwarte obrazu, ktérym bytaby
teraz przestrzen E". W przypadku kiedy obraz jest h(U) — dostalibysmy
jedynie to, ze h(U) jest otwarte w h(U), co jest prawda nic nie znaczaca.

2. Mozna by podaé nastepujacy sposob uzyskania twierdzenia o za-
chowaniu otwartosci. Majac homeomorfizm h : An~*h(An), A" i h(A") lezg w E",
przedtuzamy ten homeomorfizm do homeomorfizmu g : Na mocy

0g6lnej wiasnosci homeomorfizméw, wspomnianej w poprzedniej uwadze,
zbidr g (int A") jest podzbiorem otwartym przestrzeni E", ale g\An= h, stad
h (int A") jest otwarte w E". Otrzymujemy, h (int A") c=int h(A"). Majac to, na
drodze juz znanej, dostalibySmy twierdzenie o zachowaniu otwartosci.
Tego rodzaju dewdd przeprowadzit dla n = 2 Schoenflies (1906)<19) pokazu-
jac, ze homeomorfizm krazka plaskiego na podzbidr plaszczyzny ma przed-

<8) L. E. J. Brouwer, Beweis der Invarianz.. (1912).

(29 A.Schoenflies, Die Entwicklung der lehre von den Punktmannigfaltigkeiten 11, Leipzig
1908; cytuje sie réwniez tegoz autora Beitrdage zur Theorie der Punktmengen Il11; Stoitow
w Leeons ... (. 37) powotuje sie na jeszcze wczesniejsze prace Schoenfliesa, Mathematische Annalen
62 (1906), 286—328. Prace Schoenfliesa dajg poczatek dziatowi topologii nazywanemu teorig
potozenia - connexus, w ktédrym nie rozwaza sie figury samej w sobie, lecz w stosunku do reszty



tuzenie do homeomorfizmu plaszczyzny na siebie; w istocie dowiodt wiecej,
a mianowicie, ze tego rodzaju przedtuzenie ma juz homeomorfizm z okregu.
Jest to twierdzenie znane jako twierdzenie Schoenfliesa (w wykladzie 1 bya
wzmianka o przypadku wielokagtowym twierdzenia Schoenfliesa — pelng
wersje podaje wyktad 7).

Przyktad Alexandera (1924) — stynna kula rogata(20) — pokazuje, ze juz
dla n= 3 ten sposob dowodu zawodzi.

3. Twierdzenie o zachowaniu otwartosci nie jest catkiem banalne takze
w przypadku n—1, tj. dla prostej, chociaz dowdd nie napotyka trudnosci
wiasciwych wyzszym wymiarom.

Dowdd. Niech U bedzie przedziatem otwartym prostej. Niech V bedzie
podzbiorem prostej homeomorficznym z U. Poniewaz homeomorfizmy za-
chowujg wiasnosci topologiczne, wiec V jest zbiorem spojnym (wielopunk-
towym). Podzbiory spdjne prostej wraz z kazdym z dwéch punktow zawierajg
caly przedziat miedzy tymi punktami (sa wypukie). Sg wiec podzbiorami
prostej zawierajagcymi wszystkie punkty lezace miedzy ich kresami (by¢ moze
nieskofnczonymi). Te kresy mogg do nich naleze¢ badz nie. To pierwsze jest
jednak niemozliwe, poniewaz usuniecie kresu nie rozspaja podzbioru prostej.
Tymczasem kazdy punkt przedziatu otwartego rozspaja ten przedziat. Zbiory
— z zatozenia homeomorficzne — roznityby sie wiec wiasnoscia topologiczna,
jaka jest rozspajanie przez punkt. Zbi6r V zatem jest odcinkiem bez koncow,
potprostg bez konca, badz catg prostg. W kazdym z tych przypadkdéw stanowi
podzbiér otwarty prostej.

4. Z twierdzenia o zachowaniu otwarto$ci wynika znane nam juz:

Twierdzenie. Przestrzenie euklidesowe réznigce sie¢ wymiarami nie sg homeo-
morficzne.

Dowdd. JeSlim < n, to przestrzen Emmozna umiesci¢ w Enjako podzbiér
rzadki ztozony z punktéw (Xi....xm 0,...,0). Homeomorfizm E" na Em bytby
wiec homeomorfizmem zbioru otwartego w Enna zbiér, ktory nie jest w En
otwarty, co jest sprzeczne z twierdzeniem o zachowaniu otwartosci.

Twierdzenie to mozna wypowiedzie¢ mocniej:

przestrzeni. Dwa zbiory sg jednakowo potozone w przestrzeni, jesli istnieje homeomorfizm
przestrzeni przeksztatcajacy jeden zbior na drugi.

Twierdzenie Schoenfliesa wynika réwniez z twierdzenia Riemanna o istnieniu odwzorowania
konforemnego krazka otwartego na obszar jednospojny; twierdzenie Riemanna byto dowiedzione
przez Caratheodory’ego (1913).

(20 J. W. Alexander, An example of a simply connected surface hounding a region which
is simply connected, Proc. Nat. Acad. Sei. 10 (1924), 8—10. Sfera Aleksandera jest potozona inaczej
niz sfera x| = 1. Opisy sfery rogatej mozna znalez¢ w ksigzce B in g a, a takze w rozprawie
L.W. Kietdysz, Topologiczeskije wlozenija w ewklidowo prostranstwo, Trudy Mat. Inst. im.
Stiektowa 81 (1966), w popularnej wersji za$ miedzy innymi w ksigzce A. Lelka, Zbiory,
Warszawa 1964, s. 153.



Nie istniejg odwzorowania ciggte wzajemnie jednoznaczne przestrzeni eu-
klidesowej na przestrzenie euklidesowe réznigce sie od niej wymiarem.

Chcac tego dowies¢, wczesniej jest dobrze wiedzieé, ze:

Odwzorowanie ciggle wzajemnie jednoznaczne przestrzeni euklidesowej na
przestrzen euklidesowg jest homeomorfizmem, czyli ze odwzorowanie don od-
wrotne jest ciggle.

Stad, réwniez i w twierdzeniu o zachowaniu otwarto$ci, wystarczytoby
zaktadac zbior, ze V jest obrazem ciggtym wzajemnie jednoznacznym zbioru U.

5. Twierdzenie o zachowaniu otwartosci wyraza wazng wiasnos$é prze-
strzeni euklidesowych, ktdrej na ogdt nie majg inne przestrzenie.

Dla przykiadu, potprosta y » a nie ma wiasnosci zachowania otwartosci.

b
Rys. 66. Odcinek a < x < b pdtprostej Rys. 67. W pozycji {a, b) tuk jest zbio-
x > ajest w niej otwarty, przesuniety (jakkol- rem otwartym, przesuniety do pozycji (a'b")
wiek) przestaje by¢ w niej otwarty przestaje nim by¢

Przyczyng jest tu niejednorodna budowa pdiprostej x > a, inna w punkcie a

niz w pozostatych.

Przyktady mozna wszakze znalez¢ réwniez ws$rdd przestrzeni o duzym
stopniu jednorodnosci. Na przykiad
zbiér Cantora nie ma wiasnosci za-

- chowania otwartosci, poniewaz zbiory

I B I I I p Q Cantora zawierajg zbiory Cantora jako
podzbiory rzadkie. Z analogicznych

. .. powodow nie ma wiasnosci otwartosci
I O ! 0 krzywa uniwersalna ptaska Sierpinskie-
go, nazywana dywanem Sierpinskie-
go(2l), i to samo jest prawda dla jej
- wyzej wymiarowych analogonow.
I P I I D I I D Z twierdzenia o zachowaniu otwar-

tosci wyciggnijmy nastepujace wnioski.

1
Rys. 68. Dywan Sierpifiskiego Istotnie, sfere S" mozna przedstawic
— drugie przyblizenie (opis mpzna zna- . K .
lezc na przykiad w keigzce AS Par- wpostac! dwach po}kul otwartych, ho-
chomienki) meomorficznych z Ent na przykiad
() W. Sierp inski, O kriwoj sodierzaszczoj w siebie obrazy wsiakoj kriwoj, Matiematiczeskij

Sbomik 30 (1916), 267—287; w Oeuvres choisies w t. I, s. 107—119; A. S. Parchomienko,
Co to jest linia, Warszawa 1961, rozdz. 11, s. 90.



S"—{p} i S"—{g}, q # p. Jesliby sfera Sn miata zanurzenie w En, to obraz
kazdej ze wspomnianych dwu czesci bytby, na mocy twierdzenia o zachowaniu
otwartos$ci, otwarty w £", stad bytby otwarty tez obraz ich sumy, czyli obraz Sn
Obraz sfery S"jest jednak zwarty, a wiec domkniety i ograniczony, w szczegol-
nosci nie wypetniajacy catosci En MielibySmy w En podzbi6ér niepusty
domknieto-otwarty, rézny od catosci, co jest sprzeczne ze spdjnoscig En

2. Przez rozmaito$¢ n-wymiarowg rozumie sie przestrzen, ktérej kazdy punkt
ma otoczenie homeomorliczne z En (przyktad: sfera S*). Je$li M jest rozmaitos-
cig zwartg, N rozmaitoscig spdjng, obie a h:M-*N jest zanurzeniem, to HM) = N.

Istotnie, istnieje pokrycie n-wymiarowe, rozmaito$ci M zbiorami otwartymi
homeomorficznymi z En Obraz h(U) kazdego z nich jest podzbiorem otwartym
rozmaitosci N, co wynika z twierdzenia o zachowaniu otwartosci (zbiér h(U)
jest zawarty w zbiorze homeomorficznym z En, jesli U jest dostatecznie mate).
Zbiér h(M) jako suma zbioréw h(U) jest otwarty, jest natomiast domkniety
jako obraz zbioru zwartego. Jesliby h(M) A N, to mielibysSmy sprzeczno$¢ ze
spojnoscia N.

3. Dowiedlismy, ze Ji(int An) cz int (zT), jesli h jest homeomorfizmem sym-
pleksu Anlezgcego w E" na zbior lezagcy w En (symbol ,,int” oznacza wnetrze
wzgledem £"). Pokazemy teraz, ze prawdziwa jest réwnosc.

Pokazemy wiecej: Jesli A jest podzbiorem zwartym przestrzeni Eni h jest
homeomorfizmem zbioru A na podzbidr przestrzeni En, to /i(int A) = int h(A).
Wyniknie juz stad bezposrednio, ze h odwzorowuje brzeg zbioru A na brzeg
zbioru h(A); w szczegdlnosci, h(A) jest rzadkie, jesli A jest rzadkie.

Dowdd inkluzji /i(int A) ¢ int h(A) jest prostym przeniesieniem dowodu
z przypadku A —A”

Dla dowodu inkluzji przeciwnej wezmy w zbiorze A punkt p taki, ze
h(p)e int h(A). Istnieje sympleks n-wymiarowy zawarty w h(A) taki, ze h(p)e
eint A. Na mocy twierdzenia o zachowaniu otwartosci punkt h(p) (warto$¢
w punkcie p homeomorfizmu h~I) lezy w int/j_#(J), a wiec w int A.

4. Mniej oczywiste sg zastosowania twierdzenia o zachowaniu otwartosci
w teorii uniformizacji funkcji analitycznych, ktére byly dla Brouwera motywa-
cjg do poszukiwania dowodu (por. ksigzke G. M. Gotuzina, Gieomietricze-
skaja tieoriafunkcji kompleksnogo pieriemiennogo, Moskwa—Leningrad, 1952,
na s. 258, V, T § 6, Tieoriema 2). Wsrdd swych twierdzen o przestrzeniach
euklidesowych twierdzenie o zachowaniu otwartosci Brouwer uwazat za
najwazniejsze.

* * *

Przestrzenie E" nie sg jedynymi, dla ktérych prawdziwe jest twierdzenie
0 zachowaniu otwartosci. Pominmy przestrzenie skonczone i (ogolniej) dys-
kretne. Sg przyktady tego rodzaju przestrzeni takze wsrod kontinuéw o znacz-
nym stopniu niejednorodnosci.



Krzywa trojkatowa Sierpifskiego - przypomniana na rys. 69 i przez
zamieszczony tam opis(22) — ma wihasnos¢ zachowania otwartosci z tym
zastrzezeniem, ze obrazy homeomorficzne tych jej podzbioréw otwartych,
ktore sa otoczeniami wierzchotkbw trdjkata, w ktdry jest wbudowana,
moga nie by¢ jej podzbiorami otwartymi. Jeéli jednak dwie krzywe troj-
katowe Sierpinskiego zszyje sie ze sobg wierzchotkami, jak na rys. 70, to
powstanie krzywa majaca wiasno$¢ zachowania otwartosci juz bez tego za-
strzezenia.

Wskazéwka dla dowodu. Jedynymi zanurzeniami krzywej trdj-
katowej Sierpinskiego w siebie sg homotetie na jej podtrojkaty (por. praca
W. Debskiego i autora<2j).

Rys. 69. Trdjkat réwnoboczny dzielimy na Rys. 70. Krzywa tréjkatowa Sierpins-
cztery przystajace trojkaty, usuwajac wnetrze kiego zszyta wierzchotkami A, B i C zdruga
srodkowego. Pozostajg trojkaty TO, T, i T2, tego rodzaju krzywa

z ktérymi postepujemy tak samo. Kontynuujac
ten proces ,usuwania $rodkowego trdjkata”,
dostajemy krzywa trojkatowg Sierpinskiego

22* Jeden z dwu opisow tej krzywej pochodzacych z pracy Sierpinskiego (1916) polega na
kontynuowaniu procedury usuwania jednego — na przyktad prawego goérnego — sposrod czterech
kwadratéw powstatych przy rozcieciu kwadratu na cztery réwne czesci. W. Sierpifski
O krzywej, ktérej kazdy punktjest punktem rozgatezienia, Prace Matematyczno-Fizyczne 27 (1916),
77—86; w Oeuvres choisies, t. I, na s. 99— 106.

23) W. Debski, J. Mioduszewski, Simple plane images of the Sierpifiski triangular curve
are nowhere dense, Colloquium Mathematicum 59 (1990), 125— 140.



Kilka innych przyktadéw przestrzeni metrycznych zwartych nie bedgcych
rozmaito$ciami i majgcych wihasciwos¢é zachowania otwarto$ci mozna znalezé
w pracy E. Dudy (24).

Znane sg wzmochienia twierdzenia o zachowaniu otwartosci na od-
wzorowania podzbioréw otwartych przestrzeni euklidesowych niekoniecznie
wzajemnie jednoznaczne; Sitn ik o w<X) przenidst twierdzenie na odwzorowa-
nia zanikajace ku brzegowi obszaru. O klasycznym przypadku funkcji analitycz-
nych jest mowa nieco dalej.

* * *

Twierdzenie o zachowaniu otwartosci pozwala wyjasni¢ problem, ktory po-
jawit sie w zwigzku z lematem Spernera: czy lemat Spernera pozostanie praw-
dziwy dla dowolnych podziatdw symplicjalnych (niekoniecznie barycentrycznych)
sympleksu? Aby uzyska¢ odpowiedz twierdzaca, wystarczytoby wiedziec, ze
kazdy sympleks (n-1)-wymiarowy z podziatu sympleksu Anjest wspolng $ciang
doktadnie dwoch sympleksow n-wymiarowych podziatu, jesli lezy we wnetrzu
sympleksu A", a Sciang doktadnie jednego, jesli lezy na brzegu; w podziatach
barycentrycznych te wiasnos$¢ uzyskaliSmy z rachunku analitycznego.

Trudno$¢ tkwi w budowie logicznej pojecia podziatu symplig'alnego.
Zacznijmy od tego, ze zadnej trudnoSci nie bytoby, jesliby podziat symplicjalny
sympleksu mdgt by¢ rozumiany jako pewnego rodzaju ,,porozcinanie” sym-
pleksu. Twierdzenie — odpowiednik aksjomatu Pascha — orzekajgce, ze
hiperptaszczyzna (n—I)-wymiarowa rozcina E" na dwa obszary wypukie i jest
ich wspdélnym brzegiem, wystarczyloby dla dowodu brakujgcej przestanki.

Tymczasem pojecie podziatu symplicjalnego polega na okresleniu kazdego
sympleksu podziatu z osobna, a nastepnie na lokowaniu tych sympleksow
w odpowiedniej przestrzeni (w danym przypadku jest to sympleks A"
z zachowaniem przepisanych dla danego podziatu incydencji (ilustrujg to
dowody twierdzen o realizacji). Jesli te incydencje nie sg explicite wypisane,
brak bezposredniego sposobu na rozstrzygniecie pytania o to, dla ilu symplek-
sow podziatu dany sympleks jest Sciana.

Twierdzenie o zachowaniu otwarto$ci pozwala pokonaé¢ te trudnosc.

Traktujmy podziat jako triangulacje T, ktdrej bryia jest sympleks A". Niech
h : A"-*E" bedzie zanurzeniem (np. danym przez inkluzje A" c E").

Niech s bedzie sympleksem (n—I)-wymiarowym triangulacji T.

Sympleks s jest Sciang co najmniej jednego sympleksu n-wymiarowego
kompleksu T. Dla dowodu zauwazmy, ze obraz sympleksu przy zanurzeniu
w Enma w E" puste wnetrze, co wynika z wlasciwosci zachowania wymiaru
przy przejsciu do obrazu homeomorficznego. Jesliby wiec s nie byto $ciang
zadnego sympleksu n-wymiarowego triangulacji T, to w otoczeniach obrazéw
punktéw geometrycznie wewnetrznych sympleksu s nie byloby punktow

(24 E. Duda, Brouwer property spaces, Duke Mathematical Journal 30 (1963), 647—660.
<)) K.A. Sitnikow, O nieprerywnych otobraiemjach otkrytych mnoiestw ewklidowo pro-
stranstwa. Matiematiczeskij Shoraik 31 (1952), 439—458.



z wnetrza h(A"), co jest niemozliwe, bo wnetrze jest, na mocy twierdze-
nia 2, geste w h(A").

Niech t bedzie sympleksem n-wymiarowym triangulacji T takim, ze s jest
Sciang sympleksu t. Na mocy twierdzenia o zachowaniu otwartosci (tym
samym zachowaniu brzegu) obrazy punktéw $ciany s znajda si¢ po zanurzeniu
w En na brzegu topologicznym zbioru h(t).

Jesli s jest Sciang tylko jednego sympleksu n-wymiarowego t triangulacji T,
to s lezy na brzegu sympleksu A", poniewaz punkty wewnetrzne (geome-
trycznie) $ciany s, nie bedac punktami zadnego poza t sympleksu n-wymia-
rowego triangulaq'i T, przejda po zanurzeniu w Enw punkty, ktére w pewnych
swych otoczeniach w Ennie bedg zawieraty punktdw obrazéw innych symplek-
s6w n-wymiarowych niz t. Poniewaz obraz sympleksu t nie wypetnia catosci
otoczenia (co wykazano w poprzedniej przestance), obrazy punktow S$ciany
s lezg na brzegu h(An), a stad, na mocy twierdzenia 0 zachowaniu otwartosci
(punktow brzegowych), punkty Sciany s lezg na brzegu sympleksu A"

Jesli s jest Sciang dwu symplekséw n-wymiarowych t i t' kompleksu T, to
punkty (geometrycznie) wewnetrzne $ciany s lezg we wnetrzu (geometrycznym)
sympleksu A". Aby to zobaczy¢, wezmy pod uwage sume tut' wspomnianych
dwu symplekséw. Ta suma jest homeomorficzna z sympleksem n-wymiarowym
poprzez homeomorfizm lokujacy ich wspdlng Sciane s (pomijajac punkty jej
brzegu geometrycznego) we wnetrzu sympleksu.

Odpowiedni homeomorfizm jest wskazany na rys. 71.

Rys. 71. Homeomorfizm polega na ,wgnieceniu” jednego sympleksu
w drugi poprzez wspdlng $ciane. Z podobnego rodzaju homeomorfizmem
spotkaliSmy sie przy okazji dowodu wielokagtowego twierdzenia Schoenfliesa
w koncu wyktadu 1

Po zanurzeniu w En obrazy punktéw Sciany s nie lezacych na jej brzegu
geometrycznym znajdga sie, na mocy twierdzenia o zachowaniu otwartosci, we
wnetrzu topologicznym zbioru hiA™). Stad, stosujac jeszcze raz to twierdzenie
(dla homeomorfizmu odwrotnego), same te punkty musza sie znalez¢ we
wnetrzu geometrycznym sympleksu AH

Sa co najwyzej dwa sympleksy n-wymiarowe triangulacji T majace s jako
Sciane. JeSliby t" byt jeszcze jednym takim sympleksem, to po zanurzeniu
sumy tu I'w En(po wcze$niejszym przeksztatceniu jej na sympleks, tak jak na
rys. 71) sympleks t" musiatby sie w En zanurzy¢ tak, ze obraz jego wnetrza

100 przecinatby sie z obrazem wnetrza co najmniej jednego z sympleksow t i t'



(twierdzenie o zachowaniu otwartosci), to za$ jest niemozliwe, bo w kompleksie
T wnetrza geometryczne symplekséw n-wymiarowych sg rozigczne.

* * *

Znaczenie zachowania otwarto$ci uwidacznia sie w dowodzie — jednym
z pochodzacych od Gaussa — zasadniczego twierdzenia algebry.

Niech W[z) bedzie wielomianem: istnieje z takie, ze W[z) = 0, jesli W(z) nie
redukuje sie do stalej.

Przypusémy, ze jest stale W(z) * 0. Biorgc pod uwage to, ze |W(z)|-»00 przy
z->00. Jesli W(z) nie jest stale, rozumowania wykorzystujace ciggtos¢ wielo-
mianu i zwarto$¢ podzbioréw domknietych ograniczonych ptaszczyzny prowa-
dzg do wniosku, ze w pewnym punkcie zO modut wielomianu W przyjmuje
minimum dodatnie m, |W(z0) = m> 0, |[W(\ " m dla wszelkich z

Dowdd daje sie zakonczy¢é — dojsciem do sprzecznosci — dzieki ogdlnej
wiasnosci funkcji analitycznych (tu wystarczy ja zna¢ dla wielomiandw),
wedtug ktorej przeksztatcajg one zbiory otwarte na zbiory otwarte; w istocie,
wystarczy konsekwencja tej wiasnosci, a mianowicie to, ze minimum modutu
moze by¢ przyjete jedynie na brzegu dziedziny funkcji(26).

* * *

Jedynymi kontinuami lezacymi na okregu sg punkty, tuki i cato$¢ okregu.
Mozna z nich utworzy¢ przestrzen, przyjmujac za odlegto$¢ liczbe mierzaca,
o ile jedno kontinuum wystaje poza drugie: ich réznica ma dwie skladowe,
jedng lub wcale, i wigksza z ich dlugosci stanowi wspomniang odlegto$¢<2y).

tuk lezacy na okregu S1 charakteryzuje sie dwoma parametrami: jego
Srodkiem x i diugoscig katowg a tuku, aeS1 0< a< 2n.

Rys. 72. Walec przechodzi na stozek po identyfika-
cji S1x {2jc} do punktu

<6 Dowodd tego, ze odwzorowania dane funkcjami analitycznymi zachowujg otwarto$¢
zbioréw przy przejSciu do obrazu, mozna znalez¢ w ksigzce S. Stoi! owa, Tieorija fiinkcji
kompleksnogo pieriemiermogo (tlum. z jez. rumunskiego), Moskwa 1962, t. I, s. 68 oraz u tegoz
autora w Leeons sur les principles topologigues de la thiorie desfonctions analytigues (Paris, 1956,
s. 132; wyd. ros., Moskwa 1964). Dowdd zasadniczego twierdzenia algebry z lematem Gaussa jest
w Zasadach algebry wyzszej W. Sierpinskiego, Warszawa—Wroctaw 1946, s. 98— 101.

(27> Ogolniej; przez odlegtos¢ Hausdorffa podzbioréw A i B podzbiorow domknietych
ograniczonych przestrzeni metrycznej rozumie sie liczbe

max{sup{d(jc. A): xeB}, sup{d(x, B): xei}},

gdzie d jest symbolem dla odlegtosci punktu od zbioru.
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Te ftuki razem sg w odpowiednioSci wzajemnie jednoznacznej S1x
x [0,2tu).

Dotaczajac punkt reprezentujacy cato$¢ okregu, dostajemy kompatyfikacje
walca S1x [0,27r), tj. stozek o podstawie SI. Okre$lona przez podany
opis odpowiednio$¢ wzajemnie jednoznaczna miedzy podkontinuami okregu
i punktami stozka jest homeomorfizmem.

Twierdzenie. Nie mozna wybraé z kazdego kontinuum potozonego na okregu
po jednym punkcie tak, by wybdr byt ciggly.

Dowo6d. Wybor ciagty bytby réwnoznaczny z odwzorowaniem stozka
w jego podstawe S1 tozsamosciowym na tej podstawie (stozek nad okregiem
jest topologicznie krazkiem).

Punkt x jest nazywany punktem statym odwzorowania /: X-*X, jesli
fix) = x.

Twierdzenie Brouwera o punkcie statym (1911)(28). Jesli f jest odwzorowa-
niem cigglym sympleksu A" w siebie, to f(x) = x dla pewnego x.

Dowdd. Dla kazdego i weZmy pod uwage zbiory Ut= {xeAn:
Xt{f[x)) < A-X}. Latwo widac, ze ate Utc gwanat

Przypusémy, zef(x) * x dla kazdego x. Wtedy zbiory UQ,..., Unpokrywaja
sympleks An. Wobec twierdzenia 3 istnieje x takie, xe £/0n ..n U,, a wiec
takie, ze Afj{x)) < A{x) dla kazdego i. Stad suma wspdtrzednych barycen-
trycznych punktu f[x) jest mniejsza niz 1, sprzecznosé, bo f[x)e A"

Twierdzenie Brouwera o punkcie statym jest jednym z bardziej znanych
w topologii, chociaz w tych wyktadach, ktérych celem sg miedzy innymi twier-
dzenia o rozcinaniu przestrzeni euklidesowych, pozostanie nieco na uboczu.

Podany tu dowdd, oparty na twierdzeniu Spernera 0 zamocowaniu,
pochodzi od Knaster a, Kuratowskiego i Mazurkiewicza (1929).

Moéwi sie, ze przestrzeA ma wlasnos¢ punktu statego, jesli kazde od-
wzorowanie ciggte tej przestrzeni w siebie ma punkty stale.

Jesli przestrzeri ma wiasno$¢ punktu statego, to majg te wkasnos¢ przestrzenie
z nig homeomorficzne.

(B> L.E.J. Brouwer, Uber Abbildung von Mannigfaltigkeiten, Mathematische Annalen, 71
(1911), 97—115; w Collected Works, t 1, na s. 454—474, Satz 4. Twierdzenie o punkcie statym dla
kuli byto w tej pracy Brouwera dalekim wnioskiem z twierdzen duzo ogo6lniejszych, dotyczacych
stopnia odwzorowania sfer. Znane byto wczedniej Bohlowi (praca cytowana w przypisie (1)), ale
Brouwer o tym nie wiedziat. Na mozliwo$¢ wyprowadzenia twierdzenia Brouwera o punkcie
statym z twierdzenia Spernera o zamocowaniu zwrdcili uwage B. Knaster, K. Kuratowski
i S. Mazurkiewicz w pracy Ein Beweis des Fixpunktsatzes Jur n-dimensionale Simple)

102 Fundamenta Mathematicae 14 (1929), 132—137.



Istotnie, niech X bedzie przestrzenig majgcag wiasnos¢ punktu statego, niech
h bedzie homeomorfizmem tej przestrzeni na przestrzen Y i niech / bedzie
odwzorowaniem ciggtym przestrzeni Y w siebie. Odwzorowanie h~l ofoh
(por. diagram) jest odwzorowaniem przestrzeni X w siebie. Niech x bedzie
punktem statym tego odwzorowania. Punkt h(x) jest punktem statym od-
wzorowania f.

Sympleks A" jest homeomorficzny z kulg Qn= {xef": |x|< 1}. Stad,
twierdzenie Brouwera o punkcie statym jest prawdziwe takze dla kul eu-
klidesowych.

Korzystajac z pewnych wiasnosci geometrycznych kuli, miedzy innymi
z tej, ze poiprosta wychodzaca z wnetrza Qn—8Qn kuli przecina jej
brzeg 8Qn doktadnie w jednym punkcie, mozna wykaza¢ réwnowaznos¢
twierdzenia o punkcie statym z twierdzeniem o nieistnieniu retrakcji na
brzeg.

Szkic dowodu. 1 Niech f:Q n-*Qn bedzie odwzorowaniem ciggtym
takim, ze fix) » x dla kazdego x. Wektor x, fix) przedtuzmy wstecz
do punktu przeciecia z 8Qn oznaczmy ten punt przeciecia przez g(x).
Odwzorowanie g : Qn->dQnjest ciggle i jest tozsamoscig na brzegu. Sprzecz-
nosc.

2. Jesli istnieje retrakcja r : Q"-»Q", to przyporzadkowanie x-*r(x)-* —r(x)
okresla odwzorowanie ciagte kuli w siebie nie majace punktéw statych; przez
—a jest oznaczona antypoda punktu a.

W twierdzeniu Brouwera o punkcie statym — trzymamy sie wersji z kulg Q"

— nie musi sie zaktadaé, ze wszystkie wartosci odwzorowania lezg w Q\
chociaz pewne ograniczenia sg konieczne.



Twierdzenie. (Bohl, 1904(29)). Jeslifjest odwzorowaniem ciggtym kuli Q" w E"
takim, ze

(20)  dla punktoéw x sfery Sn~1i X > Ojest zawszef(x) —x N Xx (wartoscif(x)
nie lezg na przedtuzeniu wektora x, jesli xeSn~L), to f(x) = x dla pewnego x.

y W szczegoélnosci, jesli f jest odwzorowa-
niem ciggtym kuli Qnw En, przeksztatcajacym
brzeg SH-1 kuli Qn w Qn to f(x) = x dla
pewnego x lezagcego w Qn

Dowdd. Niech r bedzie retrakcjg Enna

Qndang wzorem r(x) = x/\x\ dla x spoza Q"

(przyjmujemy, ze Q" jest kulg jednostkowg

|X| = 1). Odwzorowanie ro f jest odwzoro-

waniem cigglym Q" w Qn Niech x bedzie

punktem statym, r(/(x)) = X, istniejagcym na

mocy twierdzenia Brouwera. Warunek (20) implikuje nalezenie /(x) do Qn
ale r jest tozsamoscig na Qn wiec stad r(/(x)) =f(x), a w rezultacie /(x) = x.

Uwaga. Roéznica /(x) —x interpretuje sie geometrycznie jako wektor
zaczepiony w X igczacy punkty x i/(x). Razem wiec réznice g(x) =/(x)-x
okreslajg Q" pole wektorow, ciggte.

Twierdzenie Bohla orzeka, ze pole ciagle wektorow na Q" zeruje sie
w pewnym punkcie kuli Qn, chyba ze na S'1‘1 ktéry$ z wektoréw g(x) tego
pola ma kierunek wektora x.

Jesli analogiczng interpretacje zastosuje sie do twierdzenia Brouwera, to
orzeka ono, ze pole ciggte wektorow na Qn nie majace na S"~1 wektorow
skierowanych na zewnatrz Qn, zeruje sie w pewnym punkcie kuli.

Nie zerujgce sie pole ciagte wektorow
jest nazywane zaczesaniem. Twierdzenie
Bohla gtosi, ze kula euklidesowa nie ma
zaczesania, chyba ze dozwolimy, by w pe-
wnym punkcie na jej sferze wektor pola
miat kierunek normalnej skierowanej na
zewnatrz.

Nie nalezy tego twierdzenia jednak
myli¢ ze znacznie trudniejszym twierdze-
niem o niezaczesywalnosci sfer wymiaru

Rys. 76. Niezaczesywalnos$¢ kuli parzystego*30%

() Praca cytowana w przypisie (1). Twierdzenie zawiera w sobie twierdzenie Brouwe-
ra. Mimo to twierdzenia o punkcie statym dla kuli nie przestajemy nazywac twierdzeniem
Brouwera.

30> Twierdzenie z pracy Brouwera cytowanej w przypisie (1). Dowdd wykracza poza metody
stosowane w tych wyktadach.



Uwaga. W dowodzie pojawita sie retrakcja En-*Q" przeprowadzajgca
punkty spoza Q" w S"-1. lIstnienie tego rodzaju retrakcji E" na obraz
homeomorficzny kuli Qn lezacy w En nie jest oczywiste (por. R. H. Bing,
Retractions onto spheres, Amer. Math. Monthly 71 (1964), 481—484; Coll.
Papers |, 145—148).

* * *

Stosujac twierdzenie Spernera o zamocowaniu, mozna uzyskac twierdze-
nia o punktach statych dla podzbiorow zwartych wypuktych przestrzeni
liniowych, niekoniecznie wymiaru skoriczonego: twierdzenie Schaudera i Ti-
chonowa; por. cytowang w przypisach ksigzke Dugundijego i Granasa
(s. 571 74; oraz ksigzke A. B. Charaziszwiliego Wwiedienije w kombinator-
nuju gieometriju, Thilisi 1985, s. 69), z przyktadem zastosowania do réwnan
rézniczkowych na s. 153.

Twierdzenie (Kuratowski-Steinhaus 1953, line application...). Jesli
f : Qn-+ Qnjest odwzorowaniem ciggtym kuli euklidesowej n-wymiarowej w siebie
takim, ze dla punktow x brzegu Sn~1 tej kuli jest zawsze

(21) /[(x)gS"-1
i

(22) f(x) X
toM*) = Q"

Dowdd. Jesliby Q' —/(Qn # 0, to biorgc punkt p w Qn—f(Qn) i retrakcje
r: Q" —{p}-» S"~1, dostalibySmy odwzorowanie ciggle rof:Q n->Q". Na
mocy twierdzenia Brouwera o punkcie statym jest r(f(x)) = x dla pewnego
X z kuli Qn Ale zbiér wartosci odwzorowania ro/ lezy w Sn~I, wiec xe S n~i,
skad wobec (21), f(x)eS"~1 Stad x = r(f(x)) =f(x), wbrew (22).

Whiosek. Jedli f jest odwzorowaniem cigglym Qn w Q* takim, ze dla x le-
zacych na Sn~i jest zawsze

/(x) = -x,

t°f(QK=Qn

Inaczej, odwzorowanie ciggte kuli bedgace na brzegu antypodyzmem jest
odwzorowaniem ,,na”> W szczeg6lnosci, niemozliwe jest odwzorowanie ciggte Qn
w Qn~1 bedgce na brzegu antypodyzmem.

Przypomnijmy, ze to samo jest prawda, jesli zastapi¢ antypodyzm toz-
samos$cig. Wspolne uogoélnienie obu twierdzen bedzie dowiedzione dalej
w wyktadzie 5.
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Stwierdzenie zawarte w ostatnim wniosku zawiera w sobie twierdzenie
Bolzany-Cauchy’ego w przypadku f(a0) = i/(aj) = a0 — zmiana orientacji
odcinka. Twierdzenie 1 i ostatni wniosek dajg wiec razem w wymiarze 1
wszystko to, co daje twierdzenie Bolzany-Cauchy’ego.

Problemy w wyzszych wymiarach jednak pozostajg: co wystarczy zatozyé
0 zachowaniu sie na brzegu odwzorowania ciaggtego kuli w siebie, by
odwzorowanie musiato okazac sie ,,na”? Pewna og6lna odpowiedZ znajdzie sie
w wykladzie 5;jej szczeg6towsza tre$¢ — dla wymiaru n = 2 — w wykiadzie 9.

* *#

Nie wszystkie przestrzenie majg wihasnosci punktu statego. Nie majg jej
przestrzenie euklidesowe, ktore wystarczy przesungé po sobie, aby wszystkie
punkty zmienity potozenie. Nie majg jej sfery. Antypodyzm, przeprowadzajacy
punkty sfery na przeciwlegte, jest jednym z przyktadéw. Nietrudne dowody
nastepnych kilku twierdzen sg pozostawione bez dowoddow.

Jeslii3i) przestrzen jest sumg dwu podprzestrzeni domknietych przecinajgcych
sie w jednym punkcie i kazda z tych podprzestrzeni ma wtasno$¢ punktu statego,
to ma jg réwniez przestrzen.

Wynika stagd miedzy innymi, ze triody i (przez indukcje) wszelkie dendryty
skonczone (tj. grafy bez wielobokéw zamknietych) majg wtasnos¢ punktu statego,
co moze by¢ punktem wyjscia dla dowodu, ze wszelkie dendryty (tj. kontinua
metryczne lokalnie spdéjne nie zawierajagce krzywych zwyklych zamknietych)
maja wiasno$¢ punktu statego.

Jeslif : X -* X jest odwzorowaniem ciggtym przestrzeni metrycznej zwartej
takim, ze dla kazdego e > 0 istnieje x takie, ze odlegtos$¢f(x) od x nie przekracza
e, tof ma punkty state.

Kontinuum jest nazywane wezowym — podobnym do odcinka”2) — jesli dla
kazdego e > 0 istnieje odwzorowanie tego kontinuum na odcinek, nie iden-
tyfikujace punktéw bedacych w odlegtosci wiekszej niz e

Kontinua wezowe majg whasno$¢ punktu statego(33).

JeSli przestrzen zwarta metryczna ma dla kazdego e > 0 retrakcje na
podprzestrzen z whasnoscig punktu statego i ta retrakcja nie zmienia potozenia
punktow wiecej niz 0 e, to przestrzen ma wiasno$¢ punktu statego.

Retrakcja kostki Hilberta na kostke euklidesowg I" dana wzorem r({xX(
X2.....}= {x1(..., xm 0,..} nie zmienia potozenia punktow wiecej niz
o I/(n+I). Poniewaz kostki euklidesowe maja wtasnos¢ punktu statego, wiec
z ostatniego twierdzenia wynika, ze kostka Hilberta ma wiasnos¢ punktu statego.

31>To twierdzenie mozna znalezé w pracy K. Borsuka, Einige Satze Uber stetige
Streckenbilder, Fundamenta Mathematicae, 18 (1932), 198—213.
(3 Ten rodzaj kontinuéw byt wyodrebniony przez Z. Waraszkiewicza, O pokrewien-
stwie kontinuéw, Wiadomosci Matematyczne 48(1936), 1—57.
<3 0. H.Hamillon, Afixed point theoremfor pseudo-are and certain other metric continua,
106 Proceedings of the AMS 2 (1951), 173—174; inny dowdd por. wykfad 5.



Retrakt przestrzeni majgcej whasno$¢ punktu statego ma wiasno$¢ punktu
statego (oczywiste).

Retrakty absolutne (w zakresie przestrzeni zwartych metrycznych) — nazy-
wane takze AR-ami — sg retraktami kostki Hilberta (por. uwaga w Aneksie,
s. 68). Stad wiasnos¢ punktu statego dla AR-Ow.

Na tym konczy sie lista prostych prawidtowosci, ktérym podlegajg prze-
strzenie majgce wiasnos¢ punktu statego. Ogolnie wiasnos¢ ta wymyka sie
systematycznym badaniom, na przykad nie przenosi si¢ na produkty*34. Nie
wiadomo dotad, czy kontinua plaskie nie rozcinajgce plaszczyzny majg
wiasno$¢ punktu statego. Polecamy artykut Binga(3S), w ktérym na wielu
przyktadach sg pokazane trudnosci w uchwyceniu catosci problemu.

Niespodziankg moze by¢ na przyktad to, ze tzw. okrgg warszawski (por.
rys. 77) ma wiasno$é punktu statego*36) mimo jego pokrewienstwa z okregiem
(dla kazdego e > 0 istnieje e — odwzorowanie okregu warszawskiego na
okrag).

Inng niespodzianka moze by¢ takze to, ze
w stwierdzeniu wypowiedzianym wyzej zato-
zenie o jednopunktowosci przekroju nie mo-
ze by¢ zastgpione zatozeniem, ze przekrdj ma
wiasno$¢ punktu statego, a nawet, ze jest
odcinkiem: Bing; inne szczegoély na ten
temat por. Manka*3r%

Rys. 77. Okrag warszawski Twierdzenia o punktach statych przy-

ciggajg uwage miedzy innymi wieloma aneg-
dotycznymi interpretacjami, ale istotniejsze dla tych zainteresowan jest to, ze
wielu twierdzeniom o istnieniu rozwigzan réwnan rézniczkowych catkowych,
funkcyjnych itp. mozna nada¢ forme twierdzen o punktach statych, a twier-
dzenie Brouwera jest czesto podstawowym elementem w dowodach tego
rodzaju twierdzen, na przykfad w dowodzie twierdzenia Schaudera (patrz
ksigzka Dugundjiego i Granasa, Fixed point theory, Warszawa 1982,
s. 57).

Dowéd twierdzenia Brouwera o punkcie statym jest prosty tylko w wymia-
rze 1 dla odcinka (wymaga jedynie pokazania, ze wykres funkcji ciaglej
przecina przekatnia).

*3) E. H. Connel, Properties offixed point spaces, Proceedings of the American Ma-
thematical Society 10 (1959), 974—975; por. réwniez ksigzke T. van der W alta, Fixed points and
almostfixed points (s. 84). Wtasno$¢ punktu statego nie zachowuje sie nawet przy produktowaniu
przestrzeni metrycznej zwartej przez odcinek; por. Ronald Knill, Cones, products andfixed points,
Fundamenta Mathematicae 60 (1967), 35—46.

*3%) R. H. Bing, The elusive fixed point property, The American Mathematical Monthly 76
(1969), 119—131; w Collected Papers Binga, t. I, s. 505—518.

<¥) R. H. Bing, The elusive...

37> R. H. Bing, The elusive...; R. Manka, On the additivity of the fixed point propertyfor
1-dimensional continua (preprint).
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Poczawszy od wymiaru 2 dowody sag juz istotnie trudniejsze, dlatego
dobrze jest wiedzie¢ o pogladowych dowodach w przypadku kwadratu.
Jeden z tego rodzaju dowodéw mozna znalez¢ w ksigzce The geometrie
topology of 3-manifolds R. H. Binga (1983) na s. 97. O innym, sprowadzaja-
cym sie do pewnego zadania o szachownicy (ktére mozna znalez¢ w Kalejdo-
skopie matematycznym H. Steinhausa nas. 32, wyd. z 1956 r., oraz u tegoz
autora w Zadaczach i razmyszlenijach, Moskwa 1974, s. 103, zadanie 97,
z komentarzem na s. 211, autor wie od Profesora Steinhausa(38). Ten sam
pomyst, ale z szachownicg heksagonalng, jest podstawa dowodu — przeniesio-
nego juz na wyzsze wymiary — w artykule Davida G a le ’a, The game of Hex
and the Brouwer fixed point theorem, (American Mathematical Monthly 86
(1979), 818—827).

U podstaw kazdego ze znanych dowodow twierdzenia o punkcie statym dla
kul (twierdzenia o nieistnieniu retrakcji itp.) lezy zawsze jaki$ lemat kom-
binatoryczny; w tych wyktadach byt to lemat Spernera. Ale moze nim by¢ na
przyktad kostkowa wersja lematu Spernera, jak w pracy H. W. Kuhna
(1960)<%); por. ksiazke T. Riedricha, Vorlesungen ber nichtlineare Operato-
rengleichungen, Leipzig 1976 (s. 56—59). Pewien — jak sie zdaje inny — lemat
lezy u podstaw dowodu zamieszczonego w ksigzce A. L e 1k a, Zbiory (1964), na
s. 159—164.

3B Wedtug stéw Profesora Steinhausa dowdd pochodzit od jednego z matematykdéw
Iwowskich. Z ksigzki Aliny z Chwistkbw Dawidowiczowej, Zeschniete liscie i kwiat,
Wspomnienia (Krakéw 1989), mozna wnioskowaé (s. 148), ze od Wiodzimierza Stozka.

Dowo6d podany w ,,Delcie” z 1980 r., nr 9, jest niewystarczajacy.

Twierdzenie o szachownicy. Jeéli pola szachownicy prostokgtnej pokryte sg barwami biatg
i czarng, tak ze pola w dowolnym lewym narozu i gérnym prawym sg czarne, a wieza nie ma drogi po
biatych polach tgczacej pola na krawedzi szachownicy przedzielone wspomnianymi dwoma narozami,
to krél moze przej$¢ po czarnych polach od jednego do drugiego naroza.

Pelny dowdd podat ostatnio W. Surdwka,
A discrete form of Jordan curve theorem, Annales Ma-
thematicae Silesiane 7 (1993), 57—61.

(39 H. W. Kuhn, Some combinatorial lemmas in topology, IBM Journal of res. and dev.
4 (1960), 807—821.

Wszystkie twierdzenia topologii przestrzeni euklidesowych, ktére otrzymujemy za pomoca
metod symplicjalnych, mozna uzyska¢, zamiast symplekséw uzywajac kostek. Analogon kostkowy
lematu Spernera jest punktem wyjscia do uzyskiwania twierdzen. Kostkowa wersja twierdzenia
0 zamocowaniu przyjmuje posta¢ twierdzenia o przegrédkach (miedzy przeciwlegtymi Scianami
kostki); por.: Teoria wymiaru Engelkinga (s. 64). Systematycznie kostkowo rozwija topologie
przestrzeni euklidesowych (w wymiarze 2) M. H. A. N ewm a n w ksigzce cytowanej w wyktadzie 2,

w przypisie (1).



W ksigzce HurewiczaiWallman a(40) lemat kombinatoryczny sie nie
pojawia, jest za to rozumowanie kombinatoryczne motywujace wprowadzenie
pojecia stopnia odwzorowania. O twierdzeniu Brouwera w wymiarze 2 pisze
rowniez L. A. Lusternikw ksigzce Wypuklyjefigury i mnogogranniki. Wiele
szczegO6tow mozna znalez¢ w ksigzce J. A. Szaszkina Niepodwiznyje
toczki<4l).

Kluczem do dowoddw gtownych twierdzen tego wyktadu byt lemat
Spernera. Aby p6js¢ krok dalej i otrzymacé twierdzenie, takie jak o nieza-
czesywalnosci sfer parzystowymiarowych, trzeba uzy¢ mocniejszego $rodka
kombinatorycznego, uwzgledniajacego zmiane orientacji symplekséw przy
odwzorowaniach symplicjalnych. Lemat Spernera ma wzmocnienie tego rodza-
ju, wedtug ktérego ilos¢ sympleksdéw z petng numeracja, majacych orientacje
dodatnia, rézni sie o 1 od ilosci symplekséw z petng numeracjg, majacych
orientacje ujemng(42). Brouwer nie wyodrebniat zadnego lematu kombinato-
rycznego, dzieki czemu — z naszego punktu widzenia — jego dowody byty
mniej przejrzyste. Dla aproksymacji symplicjalnych odwzorowan ciagtych,
ktore rozwazat, liczyt objetoSci obrazow symplekséw, uwzgledniajgc znak
wyznacznika odwzorowania liniowego, za ktérego pomoca ten sympleks zostat
uzyskany. Uwzgledniat w ten spos6b orientacje.

Wprowadzenie orientacji to nowy szczebel trudnosci. Okazato sie wszakze
(Spemer), ze calg serie twierdzen mozna uzyskac, pomijajac pojecie orientaciji,
ktérego sie w tych wyktadach nie wprowadza. Stanowi to jednoczesnie bariere
do uzyskiwania twierdzen.

W wymiarze 2 metody zwigzane z orientacjg zastepuje metoda petli i drog
(grupa podstawowa), ktora pozwala na uzyskanie twierdzen o kanapce,
antypodach, pokryciach sfer i innych w wymiarze 2.

Lemat Tuckera — odpowiednik lematu Spernera dla $rodkowo syme-
trycznych podziatéw sfer — jest kluczem do dowodu tych ostatnio wspomnia-
nych twierdzen w dowolnych wymiarach. Bedzie im poswiecony osobny
wyktad.

Przeglad metod kombinatorycznych w topologii przestrzeni euklidesowych
mozna znalez¢ w artykule Hadwigera (1960)<43).

Lemat Spernera uwzgledniajacy orientacje wydaje sie srodkiem silniejszym
niz lemat Tuckera, a réwnowazny tym S$rodkom wyznacznikowym, ktore sg
znane z prac Brouwera. Lemat ten jest konsekwencjg pewnego twierdzenia
0 zachowaniu objetosci; por. D ebski<).

(40) Witold Hurewicz, Henry Wall man, Dimension Theory, Princeton 1941; s. 37.

(41)) L. A. Lustern ik, Wypuklyje figury i mnogogranniki, Moskwa 1956, s. 196—207.
Ju. A. Szaszkin, Niepodwiznyje toczki, Moskwa 1989.

<) A. B. Brown, S. S. Cairns, Strengthening of Sperners lemma to applied to homology
theory. Proceedings of the National Academy of Sciences USA 47 (1961), 113—114.

(*3) H. Hadwiger, Elementare Kombinatorik und Topologie, Elemente der Mathematik 15
(1960), 50—60.

<4) W. D ebski, Additivity of volume and the Sperners lemma, Collogium Mathematicum 59
(1990), 117—123.



Teoria homologii — jedna z metod topologii algebraicznej — pozwala
uzyskaé — jesli juz jest zbudowana — twierdzenia kregu twierdzen Brouwera
(takze te, ktorych nie ma w tych wykladach) stosunkowo prosto. Gubi sie
jednak przy tym zasady geometryczne, dzieki ktérym otrzymywanie tych
twierdzen jest mozliwe. Nie wszystkie kursy teorii homologii wydobywajg
dostatatecznie wyraznie role pewnego lematu — bedacego w istocie wariantem
lematu Spernera uwzgledniajgcego orientacje — orzekajgcego istnienie lewej
odwrotnosci dla operacji podziatu barycentrycznego (Sciste okreslenie jest
mozliwe na gruncie pojecia grupy tanicuchéw i jej homomorfizméw), dzieki
ktéremu teoria homologii moze by¢ zbudowana. Miejsce to wszakze wypunk-
towuje dokladnie S. Lefschetz w swoim Introduction to topology oraz
— w swoich ksigzkach — Mayer i Franz(45).

Publikacje poswiecone punktom statym sg nastepujace:

J.Dugundji, A Granas, Fixed point theory, Monografie Matematycz-
ne 61, Warszawa 1982.

D. R. Smart, Fixed point theorems, Cambridge Tracts in Mathematics 66,
Cambridge 1974.

T. van der Walt, Fixed and almost fixed points, Mathematische
Centrum, Amsterdam 1963 (wyd. trzecie: 1975).

(@) S. Lefschetz, Introduction to topology, Princeton 1949, s. 115—117; J. Mayer,
Algebraic topology, Prentice Hall, New Jersey, 1972, s. 18—22; W. Franz, Topologie, | i II,
Sammlung Goschen, Bd. 1181—1182, 1182a, Berlin 1965, s. 90.



WYKLAD 4. Pojecie wymiaru pokryciowego « Wymiar
sympleksu An jest réwny n ¢ Odwzorowania W nerw
pokrycia » Twierdzenie Mengera-Nobelinga o zanurzaniu
w E2n+l ¢ Na temat teorii wymiaru

Sprawdzianem dla topologii jako dyscypliny geometrycznej bylo, do-
wiedzione przez Brouwera (1911), twierdzenie orzekajace, ze przestrzenie
euklidesowe Emi E" (a takze odpowiednie kostki) nie sg homeomorficzne, jesli
m n

DowiedliSmy tego w wykladzie 3, przytaczajagc oryginalny dowod
Brouwera (s. 87), a nastepnie dowod pochodzacy od Spernera (s. 14). Odkrycie
Brouwera nie nalezato do tych faktéw matematycznych, ktére, chociaz trudne,
trzeba byto jedynie potwierdzi¢, bo mogly by¢ watpliwosci co do jego
prawdziwosci. Z prac Can tor a (1878) bylo wiadomo, ze przestrzenie eu-
klidesowe sg wszystkie ze soba réwnoliczne, Peano (1890) za$ pokazat, ze
mozna odwzorowywac jedne na drugie w sposob ciagly za pomoca od-
wzorowan o krotnosci skonczonej, a wiec mato réznigcych sie od homeomor-
fizmow.

Dowod niehomeomorficznos$ci przestrzeni euklidesowych ré6znych wymia-
row, ktéry tu podamy, wywodzi sie z idei Lebesgue’a. Idee te doprowadzity do
wyodrebnienia teorii wymiaru, osobnej dyscypliny w ramach topologii.

Kostka euklidesowa I" ma dla kazdego e > 0 pokrycie zbiorami otwartymi
o0 Srednicy < e takie, ze kazdy punkt kostki nalezy do nie wiecej niz n + 1
zbioréow tego pokrycia. Inaczej: kostka 7' ma dowolnie drobne pokrycia
(skonczone) krotnosci A n + 1 skladajgce sie ze zbiordw otwartych. Jest to
znane zjawisko geometryczne polegajagce na przykifad na mozliwosci cegiet-
kowych pokry¢ przestrzeni euklidesowych (lewa strona rysunku), poszerzonych
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(po prawej) do pokry¢ zbiorami otwartymi na tyle mato, by nadal mialy te
samg krotnosé n + 1

Rys. 78. Pokrycie cegietkowe kwadratu ma krotnos¢ 3

Lebesgue (1911) ogtosit dowod, z ktdrego wynikato, ze kostka 1" nie ma
juz dowolnie drobnych pokry¢ krotno$ci mniejszej niz n + 1 skiadajgcych sie
ze zbioréw otwartych. Chociaz okazato sie, ze dowdd byt biedny, to jednak
samo twierdzenie bylo prawdziwe, czego dowiddt Brouwer (1913), a pOzZniej
sam Lebesgue (1921). W ten sposOb zostata odkryta pewna witasnos$é topo-
logiczna rozrézniajgca kostki (a takze przestrzenie) euklidesowe réznych
wymiaréw. Wspomniana na wstepie praca Brouwera (1911), w kt6rej dowiddt
on niehomeomorficznosci EmiE", m ~ n, nie wykazywata zadnej takiej
wiasnosci(l).

Istnienie dowolnie drobnych pokry¢ krotnosci ~ n + 1 ztozonych ze
zbioréw otwartych mozna réwniez zobaczy¢ na sympleksie An ktdry jest
homeomorficzny z In, oraz na wielo$cianach bedacych brytami triangulacji
K wymiaru < n.

Mianowicie (byta mowa o tym juz wczesniej, s. 61), pokrycie bryty
K gwiazdami wierzchotkdw triangulacji K ma krotno$¢ < n + 1 Jesli
bowiem x e \K\, to x nalezy do pewnego sympleksu zI(S) triangulacji K,
ktérego zbiér S wierzchotkébw ma co najwyzej n + 1 elementdw; jedynymi
gwiazdami, cjw!£|b, do ktérych punkt x moze naleze¢, sg te, dla ktdrych b e S.
Przy rozdrabnianiu triangulacji (np. barycentrycznym) nie pojawiajg sie
sympleksy wymiaréw wyzszych niz te, ktére juz byly. Jak wiemy, istniejg
dowolnie drobne podziaty danej triangulacji.

Méwimy, ze przestrzen topologiczna X ma wymiar(@) pokryciowy n, co
zapisujemy jako dim X ~ n, jesli:

(> Na temat pierwszej wymienionej tu pracy Lebesgue’a byla wzmianka w wykia-
dzie 2 na s. 61, pracy Brouwera (1911) zas w wyktadzie 3 na s. 85. Dane o pozostatych dwu
pracach:

L. E. J. Brouwer, Uber den natirlichen Dimensionshegriff, Journal fir die reine und
angewandte Mathematik 142 (1913), 146—152; Henri Lebesgue, Sur la correspondance entre les
points de deux espaces, Fundamenta Mathematicae 2 (1921), 257—285.

a' Mimo ze idei topologicznego ujecia wymiaru mozna szuka¢ u Lebesgue’a i Brouwera (takze
u Poincarego, a nawet u Bolzany), to zastuge zbudowania teorii majg Menger i Urysohn



() w kazde pokrycie skoficzone przestrzeni X zbiorami otwartymi mozna
wpisaé pokrycie skonczone krotnosci < n + 1 zlozone ze zbioréw otwartych.

W przypadku przestrzeni zwartych zatozenie o skoriczonosci pokry¢ nie ma
znaczenia.

Istnienie dowolnie drobnych pokryé gwiazdami wierzchotkdw triangulacji
(pokry¢ cegietkowych) prowadzi poprzez lemat Lebesgue’a (istnienie liczby
Lebesgue’a, por. Aneks, s. 70) do wniosku, ze dim A””~ n.

To samo, tj. dim |K| < n, jest prawdziwe ogdlnie dla wieloscianéw
bedacych brytami triangulacji K wymiaru < n.

Mowimy, ze wymiar (pokryciowy) przestrzeni X jest réwny n, co zapisu-
jemy jako dim X = n, jesli dim n i jesli nieprawda jest, ze dim
X < n-1.

Z samego okreSlenia wymiaru dim (w ktorym wystepuja jedynie pojecia
teorii zbioréw i topologii formalnej) wynika, ze przestrzenie homeomorficzne
majg ten sam wymiar.

W przypadku przestrzeni euklidesowych, kostek euklidesowych i bryt
triangulacji stowo wymiar ma teraz dwa znaczenia: znaczenie elementarne
(geometryczno-algebraiczne) i znaczenie jako wymiar pokryciowy, dim.

Twierdzenie Lebesgue’a (sprawdzian teorii wymiaru), dim A" = n.

Dowo6d. Przypusémy, ze dim A" < n — 1 (jedynie tego trzeba dowiesc).
Wtedy w pokrycie sympleksu A" gwiazdami, gwA-at, jego wierzchotkdw
mozna wpisa¢ pokrycie ztozone ze zbioréw otwartych i majagce krotno$¢ < n.
Niech P bedzie takim pokryciem.

Niech UO bedzie sumg zbioréw V nalezacych do pokrycia P takich, ze
V ¢z gwAna0; wierzchotek a0 nalezy do UO, bo element V pokrycia P,
do ktérego nalezy a0, nie jest zawarty w zadnym ze zbioréw gwAna;, jesli
i # 0.

Ogdlnie, zbiory otwarte Uk 0 < k * n okre$lamy jako sumy zbioréw
V nalezacych do pokrycia P takich, ze

Ve gwhaki VE gwhaj, j <k
Jest

) ake Uk cz gwA*ak.

(wczesne lata dwudzieste). Na temat genezy i rozwoju poje¢ o wymiarze topologicznym mozna
przeczyta¢ w ksigzce R. D udy, O pojeciu wymiaru, Warszawa, PZWS, 1972, oraz w artykule tegoz
autora w Colloquium Mathematicum 42 (1979), 95—110.

Teoria wymiaru od samego poczatku miata dwa zasadniczo rézne ujecia: oprécz po-
kryciowego takze ujecie indukcyjne wiazace wymiar wprost z wiasnosciami rozcinania. W zakresie
przestrzeni i zbior6w tu rozwazanych oba ujecia sie pokrywaja, ale ta réwnowazno$¢ nie jest
oczywista.

8 Wyktady z topologii
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Zbiory UQ,..., U,, pokrywajg sympleks A", bo kazdy element V pokrycia
P znalazt sie jako sktadnik w ktoryms z tych zbioréw. Wobec (2) sg spetnione
wszystkie zatozenia twierdzenia o zamocowaniu.

Stad wynikatoby, ze UOn ..o Un” 0.

Tymczasem, kazdy punkt x sympleksu An nalezy do nie wiecej niz
n zbiorow V pokrycia P, a kazde Fjest skiadnikiem tylko w jednym spos$rdd
zbioréw Uk; stad punkt x nalezy do co najwyzej n sposréd zbioréw Uk a wiec
nie moze naleze¢ do wszystkich; sprzecznosc.

Twierdzenie w nietrudny sposob przenosi sie na dowolne wielosciany:
wymiar pokryciowy wieloscianu jest réwny jego wymiarowi geometrycznemu.

Istotnie, niech |K| bedzie wieloscianem, ktdrego wymiar geometryczny,
najwiekszy z wymiaréw sympleksoéw triangulacji K tego wieloscianu, jest
réwny n. Juz poprzednio zauwazylismy, ze dim \K\ < n.

Dla dowodu, ze dim \K\ = n, wystarczy wykluczy¢ dim \K\ < n — 1
W tym celu zauwazmy, ze istnienie dowolnie drobnych pokry¢ krotnosci < n
zbiorami otwartymi dla wieloscianu \K\ implikowatoby istnienie dowolnie
drobnych tego samego rodzaju pokry¢ dla sympleksu n-wymiarowego zawar-
tego w |K|, a to jest, na mocy dowiedzionego dla sympleksu twierdzenia,
niemozliwe.

Przeprowadzone rozumowanie daje w istocie wiecej, a mianowicie, ze
w zakresie przestrzeni metrycznych(3):

Jesli Y jest podprzestrzenig przestrzeni X, to dim Y < dim X.

Dodajmy, ze nie kazdej przestrzeni (zwartej metrycznej) mozna przypisac
wymiar pokryciowy. Nalezy do nich na przyklad kostka Hilberta, ktora
zawierajagc w sobie kostki euklidesowe wszelkich wymiaréw, nie moze by¢
wymiaru n dla zadnego n naturalnego. Wynika to z dowiedzionego twierdzenia
sprawdzianu teorii wymiaru i stwierdzenia o niezwigkszaniu sie¢ wymiaru przy
przejsciu do podprzestrzeni.

Mozna wiec powiedzie¢, ze kostka Hilberta ma wymiar nieskoriczony.

Jednak zdarza sig, ze przestrzeni topologicznej nie daje sie przypisa¢ wy-
miaru i to nie dlatego, ze zawiera podprzestrzenie domkniete dowolnie duzego
wymiaru, lecz z powodu jej osobliwej budowy. Henderson (1966) zbudo-
wat przestrzen zwartg metryczng (za pomocg pewnej konstrukcji w kostce
Hilberta), nie zawierajgcg podzbioréw domknietych zadnego wymiaru skon-
czonego " 1 i ktéra sama nie jest zadnym z wymiarow 0, 1, 2,...<.

<3 Pojecie wymiaru dim traci na intuicyjnosci dla przestrzeni topologicznych niekoniecznie
pochodzenia metrycznego. Stwierdzenie przestaje by¢ prawdziwe bez zatozenia metrycznosci, jesli
nie zatozy¢ domknietosci podprzestrzeni.

w D. W. Henderson, An infinite-dimensional compactum with no positive-dimensional
compact subsets - a simpler construction, American Journal of Mathematics 89 (1969), 105— 121.
Prostszg konstrukcje przedstawit R. H. Bin g, A hereditarily infinite dimensional space, Proceedings
of the Second Prague Topological Symposium, Academia Praha, 1967, 56—62; w Collected Papers
Binga (t. I, s. 497—503).



Zaréwno pojecie o wymiarze, jak i wszystkie pojecia matematyki, nie
wytgczajac liczby i zbioru, ma zrédta w naszym sposobie odbierania rzeczywis-
tosci. Wymiar, ktéry nazwaliSmy geometrycznym, i cata geometria Euklidesa
— geometria prostych i plaszczyzn — ma zrédto w fizycznym wyr6znianiu
kierunkbw wzajemnie prostopadtych — poziomu i pionu — a wiec w od-
bieraniu zjawisk zwigzanych z ciezkoscia. Istoty zyjace w warunkach niewaz-
kosci zapewne nie wytworzylyby tego rodzaju geometrii i tym samym nie
dosztyby do naszego pojecia wymiarowosci. Mogtyby natomiast dojs¢ do
rozumienia wymiaru pokryciowego, ktory zdaje sprawe z mozliwych incydencji
komérek przestrzennych. Owady, dla ktérych ciezko$¢ ma mniejsze znaczenie,
postugujg sie wymiarem pokryciowym instynktownie, budujac swoje siedziby.
Jest dziwne, ze fizycy — mimo ze wiedzg o ograniczonej fizycznosci wymiaru
geometrycznego w skali kosmicznej i subatomowej — nie rezygnujg zen na
rzecz wymiaru pokryciowego, ktéry, jak sie zdaje, ma znaczenie fizyczne
uniwersalne(5).

Jesli UO0,..., U,,jest rodzing skofczong zbioréw, to przez jej nerw rozumie sie
triangulacje, ktorej wierzchotkami sg UQ,...,Un a sympleksami sg te pod-
rodziny Uio,...,Uik dla ktérych U”n..n Jly * 0.

Rys. 79. Nerwem rodziny krazkéw po lewej jest triangulacja figury
po prawej

Pojecie nerwu bedzie nas interesowaé w zakresie rodzin zbiorow beda-
cych pokryciami (skoficzonymi) przestrzeni, ztozonymi ze zbioréw otwartych.
Daje ono metode aproksymowania przestrzeni w okreslony sposob wielo-
Scianami. Metoda byla zapoczatkowana (1928) przez Aleksandrowa
i Kuratowskiego (1933) (noty bibliograficzne, por. Topologie | Kuratow-
skiego, 828, V—VII)(6).

(6 Na temat przyrodniczych aspektow wymiaru pisze w swoich ksigzkach G. E. Gorelik:
Razmiernost’ prostranstwa, Izd. Moskowskogo Uniwersitieta, Moskwa 1983, i Poczemu prostran-
stwo triechmiernol, Nauka, Moskwa 1982.

6 P. Alexand roft Uber den allgemeinen Dimensionsbegriff und seine Beziehungen zur
elementaren geometrischen Anschauung, Mathematische Annalen 98 (1928), 617—635.
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Odwzorowanie w nerw pokrycia.

Niech P = {U0,..,U,,} bedzie pokryciem skonczonym przestrzeni nor-
malnej X zbiorami otwartymi. Niech N (P) bedzie nerwem pokrycia P zrealizo-
wanym jako zbior pewnych $cian sympleksu A" = A@0 aj wedtug pier-
wszego twierdzenia o realizacji, gdzie wierzchotek Uk nerwu jest utozsamiony
z wierzchotkiem ak sympleksu A"; przy tym przyporzadkowaniu wierzchofki
aio,...,alk sg wierzchotkami sympleksu w N (P), je$li Uion ..n Uik ~ 0-

Niech {VO0.., W} bedzie pokryciem przestrzeni X zbiorami otwartymi

takimi, ze
Wk ¢z cl Wk cz Uk dla kazdego k

(istnienie zapewnia lemat o zmniejszaniu zbioréw w pokryciach). Niech
fk:X -» [0, 1] bedzie funkcjg ciggta (istniejagcg na mocy lematu Urysohna)
taka, ze

1dla x g \k
0 dla x gX — Uk

Wezmy pod uwage odwzorowanie /: X -+ An dane wzorem
fix) = (fo(x)a0 + -+ fn(x)an/(fo(x) +...+fn(x)),

poprawnym (bo mianownik nigdzie sie nie zeruje) i zapewniajagcym ciggtosc.

Zauwazmy, ze/ (X) e IN(P)| dla kazdego X.

Istotnie, niech x e X i niech {Uio.., Uik} bedg wszystkimi zbiorami po-
krycia P, do ktérych nalezy x. Wtedy f}(x) = 0, jesli j $ {i0,...,ik}, co
znaczy, ze /(x) e A(ah,...,aik); ale sympleks A aik) nalezy do N(P), bo
Uion ..n Uik # p. Stad, f(x) e \N(P)\.

Odwzorowanie / jest wiec odwzorowaniem w bryte nerwu pokrycia;
nazwijmy je (ze wzgledu na sposéb konstrukcji) odwzorowaniem w nerw
pokrycia.

Mamy f~1(gwWP|at) e Ci dla kazdego i,

bo zbior punktéow, dla ktorych funkcja f jest dodatnia, zawiera sie w U

Jesli wiec Srednice zbiordw pokrycia P sg < e, to przeciwobrazy punktow,
[ _1(y), ye [iV(P)|, majag Srednice < e

Jesli przestrzen jest wieloScianem — brytg | T \triangulacji T— i jesli P jest
pokryciem przestrzeni |T| gwiazdami wierzchotkéw w tej triangulacji, to nerw
N (P) pokrycia P jest izomorficzny z T. Izomorfizm ten jest dany przez
odpowiednio$¢ wzajemnie jednoznaczng miedzy wierzchotkami w triangulacji
T a gwiazdami gw|TW tych wierzchotkow. Odpowiednio$¢ ta wyznacza

116 odwzorowanie \T\ -» |iV(P)|, ktére jest homeomorfizmem.



Odwzorowania ciggte przestrzeni metrycznych, dla ktérych $rednice prze-
ciwobrazéw punktow sg mniejsze niz e sg nazywane E-odwzorowaniami.

Jesli X jest przestrzenig metryczng zwartg i dim X <n, to dla kazdego
e dodatniego przestrzen X ma pokrycie krotnosci ~ n + 1 ziozone ze
zbiorow otwartych o $rednicy < e; takie pokrycie mozna znalezé wsrdd
wpisanych w pokrycie kulami o $rednicy < e Ta uwaga, wobec prze-
prowadzonej konstrukcji odwzorowan w nerwy pokryé, pozwala na na-

stepujacy

Whiosek. Przestrzen metryczna zwarta wymiaru < n ma dla kazdego e
dodatniego E-odwzorowanie w wieloscian wymiaru < n.

Prawdziwe jest twierdzenie odwrotne wynikajgce z nastepujgcego — nie-
trudnego do dowodu — ogdlnego stwierdzenia:

Jesli przestrzen metryczna zwarta ma dla kazdego e dodatniego E-od-
wzorowanie w pewng przestrzen metryczng wymiaru  n, to jest wymiaru
<n.

Ostatnie stwierdzenia skfadajg sie na charakteryzacje przestrzeni wymiaru
< nw zakresie przestrzeni metrycznych zwartych jako tych, ktdre dla kazdego
e > 0 majg £-odwzorowanie w wieloScian wymiaru < n.

Jesli podprzestrzen zwarta przestrzeni euklidesowej En ma wymiar n, to
zawiera pewng kule otwartg, tj. ma wnetrze niepuste.

* % *

Twierdzenie Mengera-Nobelinga(7). Przestrzerh metryczng zwartag wymiaru n
mozna zanurzy¢ W przestrzen euklidesowg E2n+1.

Wiemy, ze twierdzenie to jest prawdziwe dla wieloscianéw (por. wykitad 2,
s. 56); jego prawdziwos$¢ dla ogo6tu przestrzeni metrycznych zwartych bedzie
jeszcze jednym sprawdzianem teorii wymiaru. Liczby 2n+| nie mozna
zmniejszy¢, Flores, 1933/1934.

Twierdzenie wyniknie tatwo z nastepujacych lematow.

Lemat 1. Odwzorowanie ciagle przestrzeni metrycznej zwartej W przestrzen
metryczna jest zanurzeniem, je$li jest e-odwzorowaniem dla kazdego e do-
datniego.

<) K. M enger, Uber umfassendste n-dimensionale Mengen, Proc. Akad. Wetensch., Amster-
dam 29 (1926), 1125—1128, G. NObeling, Uber eine n-dimensionale Universalmenge in E2ll+1.
Mathematische Annalen 104 (1930), 71—80, L. Pontriagin, G. Totstowa, Beweis des
Mengerschen Einbettungsatzes, Mathematische Annalen 105 (1931), 737—747.

Prawdziwe jest twierdzenie (w zasadzie wystepujace juz u Nobelinga) orzekajace, ze przestrzen
E2'+i zawiera podprzestrzen zwartg wymiaru n — nazywang przestrzenig uniwersalng dla
wymiaru n — w ktérg mozna zanurzy¢ kazda przestrzen metryczng zwartg wymiaru < n; por.
np. Topologie Il Kuratowskiego, s. 70 wydania z 1950 r. Dla n = 1 jest to tzw. krzywa
uniwersalna Mengera lezagca w E3.



Lemat 2. Dla kazdego e dodatniego zbiér wszystkich E-odwzorowan prze-
strzeni metrycznej zwartej X W przestrzern metryczng Yjest podzbiorem otwartym
W przestrzeni wszystkich odwzorowan ciggtych X -* Y.

Lemat 3. Dla kazdego e dodatniego zbhiér wszystkich E-odwzorowan prze-
strzeni metrycznej zwartej X wymiaru < n w przestrzeh E2n+l jest podzbiorem
gestym w przestrzeni wszystkich odwzorowan ciggtych X -* E2n+l.

Wiadomo, ze przestrzen odwzorowan ciggtych przestrzeni zwartej X
w przestrzen zupetng X z metryka d(f, g) = sup {d(f(x), g(x)):x e X}, jest
zupetna(8).

Niech Gj bedzie zbiorem wszystkich (I//)-odwzorowan przestrzeni met-
rycznej zwartej X w E2n+1. Na mocy lematéw 2 i 3 jest to podzbidr otwarty
i gesty w przestrzeni wszystkich odwzorowan ciggtych X -> E2n+i. Na mocy
twierdzenia Baire’a, wobec zupetnosdci przestrzeni odwzorowan X -* E2n+l,
przekrdj zbioréw Gj jest niepusty (jest nawet Gs-g gestg). Kazdy element tego
przekroju jest odwzorowaniem zanurzajagcym X w E2n+l (lemat 1).

Dowéd lematu 1 Z zalozen wynika bezposrednio, ze odwzorowanie
jest jednokrotne. Jest wiec zanurzeniem (wystarczytoby wiedzie¢ o dziedzinie,
ze jest zwarta, a 0 przeciwdziedzinie, ze jest T2).

Dowo6d lematu 2 Niech/: X -> Y bedzie odwzorowaniem ciagtym
takim, ze dla kazdego j istnieje odwzorowanie ciggle gji X -* Y takie, ze
d{f,g) < l/j i nie bedace e-odwzorowaniem. Wykazemy, ze / nie jest
£-odwzorowaniem (co bedzie dowodzié, ze dopetnienie zbioru £-odwzorowan
jest domkniete).

Dla kazdego j istniejg wiec punkty Xj i X- takie, ze d (xp xT) * . i takie, ze
gj (x) = gj(x'j). Mozemy zatozy¢, wobec zwartosci przestrzeni X, ze ciagi Xj
i x) sg zbiezne. Niech x} -» x i x'j -* x'; jest d(x, x') > .. Wykazemy, co
zakonczy dowod, ze/ (xX) =/ (X).

Dla dowodu, niech f/ bedzie dowolng liczbg dodatnig. Dla kazdegoj mamy:
d(f(x), f(x") < d(f(x), f(Xj)) + d(f(X), gI(xj) + d(@j(Xj), 9j(x])) + d {g "
/(x") + d(f(x']),f(x")). Trzecia z kolei liczba po prawej jest réwna 0; istnieje j,
takie, ze dlaj ” j, druga i czwarta liczba jest nie wigksza niz rv4; powiekszajac,
jesli trzeba, jt oraz wykorzystujac ciagtos¢ / w punktach x i X', mozna
zmniejszy¢ pierwszg i piatg liczbe do rj/4 dla j ~ j,. Mamy wiec d(f(x),
f(x')) < 1j, co wobec dowolnosci tj daje zagdang réwnos¢.

(8 Patrz np. R. Engelking, Topologia ogdlna Il, Warszawa 1989, s. 314.

Ksigzki z teorii wymiaru: K. Menger, Dimensionstheorie, Leipzig—Berlin 1928; C. Ku-
ratowski, Topologie 1—I11, Warszawa—Wroctaw, 1948—1950, §20—823 | i 84011;
W. Hurewicz, H. Wallman. Dimension theory, Princeton 1941, P. S. Aleksandréw,
B. A Pasynkow, Wwiedienije w tieoriju razmiernostiej, Moskwa 1973; R. Engel-
king, Teoria wymiaru, Warszawa 1977, W. Rinow, Lehrbuch der Topologie, Berlin 1975,
s. 349—377; A. R. Pears, Dimension theory of general spaces, Cambridge 1975; K Naga mi,

118 Dimension theory, New York 1970; J. Nagata, Modern dimension theory, Groningen 1965.



Dowd6d lematu 3. Wystarczy wykazaé, ze jesli /: X -» E2n+1 jest
odwzorowaniem cigglym i f/ > 0 jest dane, to istnieje £-odwzorowanie
g : X -* E2n+l takie, ze d(f, g) < 3.

Wobec jednostajnej ciagtosci/istnieje 5 > 0 takie, ze jesli d(x, x') * 5, to
d{f{x), f(x")) s t]/2\ przyjmijmy, ze O s* e.

Niech UQ,.., Ur bedzie pokryciem przestrzeni X zbiorami otwartymi
0 Srednicy < 5. Mamy: diam f(Uj) < S dla kazdego j.

Niech po0,.., Pr bedg punktami w E2n+l1 takimi, ze d(pj, )  n, jesli
qe i bedacymi w potozeniu og6lnym (takie punkty mozna znalez¢ na
mocy lematu dowiedzionego w wykladzie 2, s. 56).

Niech N bedzie nerwem pokrycia {UQ,..., Ur} zrealizowanym w E 2n+1 przez
przyporzadkowanie Uj -> pj. Niech g: X INj bedzie odwzorowaniem natu-
ralnym. Odwzorowanie g jest £-odwzorowaniem, bo jest 5-odwzorowaniem
1S < .

Obliczamy odlegtos$¢ g if. Niech x e X. Niech Uio,..., Uik bedg wszystkimi
zbiorami wsrdod zbiorow Uj, do ktorych nalezy x. Mamy:

€)) f(x)ef(Uun...nf(UJ,
@ g(x) e gwmPio U... gww pik

Gwiazdy wierzchotkéw triangulacji N majg Srednice < 2n. Zatem, wierz-
chotki ptj; sg oddalone od/(x) nie wiecej niz o n. Stad, wobec (3) i (4), d (f (X),



WYKLAD 5. Homotopig odwzorowan ¢ Przestrzenie
sciggalne + Niesciggalnos¢ sfer « Typ homotopii
przestrzeni « Odwzorowania w sfery: istotne i nieistotne
» Lemat Borsuka o przedtuzaniu homotopii « Twierdzenie
0 przedtuzaniu odwzorowan nieistotnych < Odwzoro-
wania istotne na kostki ¢ Twierdzenia tokuciewskiego
1 Holsztynskiego o punktach incydencji ¢ Przedtuzanie
odwzorowan w Sn z podzbiorow domknietych wielo-
scianow

Niech X i Y bedag przestrzeniami topologicznymi i niech / i g beda
odwzorowaniami ciggtymi X w Y. Odwzorowanie ciggte

H:X xX1-Y
(przez | oznaczamy — jak zwykle — odcinek 0 < t < 1) takie, ze
H(x, 0) = /(X) i H(x, 1) = g(x)

dla kazdego x, x e X, nazywamy homotopiag taczaca odwzorowania f i g.
Dla kazdego t, 0 < t A 1, rozwazmy odwzorowanie ht: X -* Y dane

wzorem
h,xX) —H (X, t) dla xe X.

Przy tych oznaczeniach mamy h0 = f i /j1 = g.

Na homotopie H mozna by wiec patrze¢ jako na rodzine ht wskaznikowang
liczhami z odcinka 0 < t < 1, taczacqg w przestrzeni odwzorowan X ->Y
odwzorowania h0o = f i hl = g. Ten punkt widzenia nie bedzie wszakze
kanieczny; wymagatby zresztag sprecyzowania tego, co rozumiemy przez
przestrzen odwzorowan(l).

@ Jesli Y jest przestrzenig metryczng, to za odlegto$¢ odwzorowan/i g zbioru X w prze-
strzefi 'Y uznajemy

120 sup g(): x e X},



Jesli przez it oznaczy sie zanurzenie przestrzeni X w X x 1 dane wzorem
it(x) = (x,t), to ht = Hoit; w szczegblnosci, / = h0 = Hoi0ig — = Hoiv

Jesli istnieje homotopia taczaca odwzorowania/ i g, to te odwzorowania
nazywamy homotopijnymi, co zapisujemy symbolem / ~ g lub f ~ g, jesli
chcemy uwidoczni¢ homotopie tgczacy te odwzorowania. Nie ma znaczenia to,
ze odcinek 1| przebiegajacy przez parametr t — najczesciej o tym parametrze
myslimy jako o czasie — ma konce w 0 i 1.

Oczywiste sg nastepujace wiasnosci:

/u/,
f~g=>9g-~FfF
f~gig~h=>f~h,

przyjmujac, ze supremum jest < 0o. Zastrzezenie to nie jest potrzebne, np. w przypadku gdy X jest
przestrzenig zwartg, a odwzorowania sg ciggle. Wtedy zbiér odwzorowan X w Y staje sie
przestrzenig metryczng.

Przy ustalonym t (po obcieciu do X x {t}) homotopia H: X x I -> Y jest odwzorowaniem
ciaglym ht: X -» Y. Z ciggtosci homotopii H (ta cigglos¢ jest w istocie jednostajna) wynika, ze dla
kazdego « > O istnieje 5 > 0 takie, ze

[t - th < S=>d(H(x, t), H(x, 1O) « e

dla kazdego x, co znaczy
[t - e\ < 5=»d(h, ht) < s.

Odwzorowanie ht zalezy wigc — jako element przestrzeni odwzorowan — w sposéb ciagly
od t; odwzorowania h, tworzg droge tgczacg ho z w przestrzeni odwzorowan.

Idea homotopii siega Gaussa i Cauchy’ego: catki po krzywych zamknietych, jesli te krzywe nie
zawierajg ,,miedzy sobg” punktéw osobliwych funkcji catkowanych, sa réwne. W sposéb bardziej
wyrazny homotopia pojawia sie w teorii funkcji analitycznych zwiazku z potrzebg ugruntowania
pojecia przedtuzenia analitycznego i poprawnego ujecia teorii powierzchni Riemanna. Homotopia
jest obecna w pracach Poincarégo, ale w oderwaniu od kontekstu analitycznego pojawia sie
dopiero u Brouwera wjego podstawowej pracy Uber Abbildung der Mannigfaltigkeiten (1911),
chociaz jeszcze bez uzycia nazwy ,,homotopia” i bez arytmetycznych szczegétéw okreslenia, ktore
u Brouwera sprowadza si¢ do zwrotu o mozliwosci przeprowadzenia jednego odwzorowania
w drugie w sposob ciggly. Te arytmetyczne szczeg6lty i nazwa sg juz u Kerekjarty
w Vorlesungen... (1923), ale dotycza deformacji homotopijnej zbioréw. U Seiferta i Threlfalla pojecie
homotopii wystepuje w obecnej postaci; H. Seifert, W. Threlfall, Lehrbuch der Topologie,
Leipzig 1934, s. 113.
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ktore razem orzekaja, ze relacja homotopijnoscijest relacjg typu rownowaznosci.
Stad, zbior odwzorowan ciggtych X -» Y rozpada sie na zbiory odwzorowan
homotopijnych ze sobg, nazywane klasami homotopii.

Nietrudne dla dowodu sa nastepujace proste zaleznosci:

;-1 =>f°g =x700,
/ ~ 1" =>hof — hof

dla wszelkich odwzorowan g i h, z ktorymi/ i/' mozna sktadac.

* * *

Szczeg6lng role wséréd odwzorowan zajmujg odwzorowania przestrzeni
w siebie. Homotopie zaczynajacg sie odwzorowaniem tozsamosciowym nazy-
wamy deformacjg przestrzeni.

Deformacja przestrzeni Z jest wiec homotopig H: Z x | -* Z taka, ze
H( 0 =zdlaze Z

Jesli deformacja przestrzeni kofczy sie odwzorowaniem statym — stalg
wartoscig jest pewien punkt przestrzeni — to jest to deformacja do punktu;
istnieje wtedy z0,z0e Z, takie, ze

H(z 1) = z0dla ze Z

Przestrzen majaca deformacje do punktu jest nazywana przestrzenig
Sciggalna.

Twierdzenie. Podprzestrzenie wypukte przestrzeni euklidesowych sa $ciggalne.

Dowod. Niech X bedzie podzbiorem wypuktym przestrzeni euklidesowej
E". Nie zmniejszymy ogo6lnosci, jesli przyjmiemy, ze 0 e X. Odwzorowanie
H(x, 1) = 1 —t)x, 0 ~ t~ 1, xe X, jest deformacjg zbioru X do jego
punktu 0.

Okreslenie jest poprawne: odwzorowanie H jest rzeczywiscie odwzorowa-
niem o wartosciach w X, bo punkty (1 —t)x, 0 < t ~ 1, sg wszystkie
punktami zbioru X wobec wypuktosci tego zbioru i tego, ze 0 i x nalezg do X.

Twierdzenie jest prawdziwe — co
wida¢ z dowodu — dla zbioréw
0
jest prawdziwe dla wszystkich prze-
strzeni homeomorficznych z podprze-
strzeniami wypuktymi przestrzeni euk-
lidesowych, bo $ciggalnos¢ jest wias-
noscig topologiczna, a wiec zacho-
wujaca sie przy przejsciu do obrazu

Rys. 81. Sciggalno$é przestrzeni wypuktej homeomorficznego.



Jesli przestrzen ma deformacje do punktu, to ma deformacje do kazdego swego
punktu.

Dla dowodu, zauwazmy najpierw, ze przestrzei $ciggalna jest tukowo
spéjna.

Istotnie, niech H bedzie deformacjg przestrzeni X do jej punktu x0. Jesli
X jest punktem przestrzeni X, to punkty H(x,t), 0 ~ t ~ 1 tworza droge
faczacg x z x0. Stad, kazde dwa punkty przestrzeni — tgczac ze sobg drogi
faczace te punkty z punktem x0 — mozna potaczyé drogai2).

Teraz juz nietrudno zakoriczy¢ dowdd.

Niech bedzie dana deformacja H przestrzeni X do jej punktu x0. Aby
otrzyma¢ deformacje do innego jej punktu xu wystarczy dang deformacje
H: X x [0, 1] -* X, H(x,0) —x i H(x, 1) = x0 dla x e X zesztukowac
z drogg s: [1, 2] x X, s(lI) = x0, s(2) = xx taczaca x0 z xv

Sfera S° — przestrzen ztozona z koncdw odcinka — kuli 1-wymiarowej
jako przestrzen niespdjna, nie jest Sciggalna. Sfery S" dla n > 1, tj. brzegi kul
(n + D-wymiarowych sg przestrzeniami spéjnymi. Mimo to:

Twierdzenie. Sfery (niezaleznie od wymiaru) nie sg przestrzeniami $ciggal-
nymi.

Dowdéd. Przypusémy, ze istnieje deformacja sfery Sn do punktu. Bez
zmniejszenia ogdélnosci mozemy przyjaé, ze realizuje sie ona za pomocg
odwzorowania H: Sn X | -* Sn x {0}, gdzie I = {0 <t~ 1} i gdzie
H (X, 0) = (x,0) oraz H(x, 1) = (c, 0) dla kazdego x e Sn (c jest ustalonym
punktem sfery SB; przyjeliSmy wiec dla pewnych dalszych udogodnien rachun-
kowych, ze sfera Snjest dolng podstawg S x {0} walca S" x I.

WezZmy pod uwage odzworowanie g walca S* x I na Qn+l1 x {0}, gdzie
Qn+i jest kulg, ktorej brzeg stanowi S", dane wzorem

ax, ) = (@ - vx,0)

dla xe S*"i0 < t< 1 Gorna podstawa walca (punkty t = 1) przechodzi
w $rodek kuli — punkt (0, 0); odwzorowanie q nie identyfikuje zadnych innych
punktow.

Odwzorowanie H identyfikuje wszystkie punkty (x, 1) walca Sn x /, prze-
prowadzajac je w punkt (c, 0). Na mocy og6lnych wiasnosci odwzorowan

(9 Przez droge w przestrzeni X, taczaca punkty a i b tej przestrzeni, rozumie sie odwzorowanie
ciggte < [0, 1] -» X takie, zea (0) = aie(l) = b. Droga moze mie¢ samoprzeciecia, moze by¢ ich
nawet tak duzo, ze wypetni catg przestrzen (odwzorowanie Peany), ale zawsze da sig jg skroci¢ do
tuku bez samoprzecie¢ — wystarczy likwidacja petli przez indukcje. Jesli jednak samoprzecie¢ jest
nieskoriczenie wiele, moze to wymaga¢ uzycia lematu Zoma; Kerekjart6 (Vorlesungen...,
s. 192) powotuje sie w tym na Kaluzsaya, a G. T. Whyburn w Analytic topology (wydanie
z 1942 r., s. 39) na Kelleya.
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Rys. 82. Odwzorowanie gq. Kula Q"+1jest — jak dotad
— kulg |x] < 1w ETH

ilorazowych (odwzorowanie q jest domkniete, wiec ilorazowe) istnieje od-
wzorowanie r: Q"+1 x {0} -* $" x {0} takie, ze roq = H. Odwzorowanie
r jest tozsamoscig na S" x {0}. Sprzecznos$¢ z twierdzeniem o niemozliwosci
retrakcji kuli na brzeg.

Twierdzenie o niesciggalnosci sfer dostaliSmy z twierdzenia o niemozliwosci
retrakcji kuli na brzeg. Na odwro6t:

Niesciggalnos¢ sfery S" implikuje niemozliwo$¢ retrakcji Qn+l na Sn

Zat6zmy bowiem, ze mamy retrakcje r: Qn+l -» S". Mozna wtedy okresli¢
homotopie H: S" x 1 S" wzorem

H X t) = r((1- t)x)

dla xeSni0O<t< L Mamy H (X,0)=r(x) = x i H(x, 1) = r(0) dla
wszelkich xe S" DostaliSmy zatem deformacje sfery Sn do jej punktu r(0).

Klasyfikacja homotopijna odwzorowan sfery S" w siebie jest wiec nie-
trywialna. Sg co najmniej dwie klasy. Do jednej naleza odwzorowania
homotopijne ze statymi. Nie nalezy do niej odwzorowanie tozsamosciowe. lle
jest klas homotopii wéréd odwzorowan Sn -* S", tego dowiedzione twierdzenie
nie rozstrzyga*3.

Homeomorfizm kuli Qnwielowymiarowej na siebie przeprowadza brzeg na
brzeg. Samo twierdzenie jest nam znane z poprzedniego wyktadu, ale w poda-

<} Klasy homotopii odwzorowan S" -* S", n > 0 sg w odpowiedniosci wzajemnie jedno-
znacznej z liczbami catkowitymi i sa zdeterminowane stopniem odwzorowania — twierdze-
nie Hopfa; dla n = 1 stopien odwzorowania jest omawiany w wykladzie 9; dla dowolnego
wymiaru por. np. P. Hilton, An introduction to homotopy theory, Cambridge University
124 Press 1953.



nym tam dowodzie nie wskazywalo sie¢ na zadng wiasno$¢ topologiczng
punktow brzegowych, ktéra odrozniataby je od punktow niebrzegowych.

W przypadku odcinka — kuli jednowymiarowej — tg wiasnoscig byto
nierozcinanie odcinka przez punkt koricowy i rozcinanie przez punkt nie-
konricowy.

W wymiarach wyzszych ta wlasnos¢ przestaje odréznia¢ punkty brzegowe
od niebrzegowych. Prawdga jest natomiast, ze:

Twierdzenie. Przestrzen Qn — {p} jest $ciggalna, je$li peS n~x, tj. jesli
p nalezy do brzegu kuli Q", i nie jest $ciggalna, jesli p e Q" — S"-1, tj. jesli p
nalezy do wnetrza geometrycznego kuli Q™

Dowo6d. 1. Niech peS"-1. Deformacje przestrzeni Qn — {p} okre$la
wzor D(x, ) — (1 —t)x, gdzie xeQn —{p} i 0 < t ~ 1

2. Niech pe Q' — S"-1. Jesliby istniata deformacja — nazwijmy jg H
— przestrzeni Qn — {p} do jakiegokolwiek jej punktu, to wzor

Gx, 9 = (HKX 1 - pHHX ) - p)

ograniczony do x nalezacych do S 1 okreslatby odwzorowanie — deformacje
sfery Sn~I do punktu, co jest niemozliwe.

Twierdzenie. Odwzorowania ciggte okres$lone na przestrzeniach $ciggalnych sa
homotopijne z odwzorowaniami statymi.

Dowdd. Niech X bedzie przestrzenig Sciggalng i niech f: X -* Y bedzie
odwzorowaniem ciggtym. Niech H bedzie deformacjg przestrzeni X do punktu
x0. OdwzorowaniefoH jest homotopig tgczgca/z odwzorowaniem przestrzeni
X w punkt /(x Q) przestrzeni Y.

Whiosek. Kazde dwa odwzorowania ciggte przestrzeni $ciggalnej w przestrzen
tukowo spdjng sg ze sobg homotopijne.

Dowd6d. Niech X bedzie przestrzenig $ciggalna, a Y przestrzenig tukowo
spojna. Niech / i g beda odwzorowaniami cigglymi X -» Y. Na mocy
poprzedniego twierdzenia / jest homotopijne z odwzorowaniem przestrzeni
X w pewien punkt a przestrzeni Y, odwzorowanie g za$ odwzorowaniem
w punkt b. Niech a bedzie drogag t3gczacg w Y punkty a i b. Sztukujac
homotopie taczacag / t odwzorowaniem w a, 0 < t < 1, z drogg a prze-
biegajaca przez t z przedziatu 1~ t < 2 i z homotopig t3czacqg odwzoro
wanie w b z odwzorowaniem g, 2 < t < 3, otrzymujemy homotopie t3czacy
lz g

Twierdzenie. Odwzorowania ciagte w przestrzenie $ciggalne sa homotopijne
z odwzorowaniami statymi.
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Dowod. Niech Y bedzie przestrzenig $ciggalng i niech H bedzie defor-
macja przestrzeni 7 do punktu y0. Niech f: X -* Y bedzie odwzorowaniem
cigglym. Odwzorowanie dane wzorem H (f(x), t) dlax e | i dla t przebiegaja-
cego odcinek potrzebny dla deformacji przestrzeni Y do punktu yo0 jest
homotopig taczacag odwzorowanie / z odwzorowaniem w punkt y0.

Whiosek. Kazde dwa odwzorowania ciggle w przestrzeii $ciggalng sa homo-
topijne.

Dowdd. Dowdd taki sam, jak w poprzednim wniosku, jesli sie przypomni,
ze przestrzenie $ciggalne sg tukowo spdjne.
Jesli istniejg odwzorowania ciggte /: X -» Y ig: Y -» X takie, ze

*) ge°f- 1~ ifog - w

(przez 1z rozumiemy tozsamo$¢ na Z), to méwimy, ze przestrzenie X i Y
maja ten sam typ homotopii. O parze odwzorowan / i g spekniajgcych (3)
moéwimy za$, ze stanowig homotopijng réwnowazno$¢. Jesli X i Y sg prze-
strzeniami homeomorficznymi, to majg oczywiscie ten sam typ homotopii:
we wzorach (*) pojawiajg sie wtedy réwnosci w miejscu

Rozbicie na typy homotopii jest klasyfikacjg grubsza niz ta, ktorg do-
stajemy, poréwnujac przestrzenie za pomoca homeomorfizmdw.

Twierdzenie. Przestrzenie $ciggalne sa tym samym co przestrzenie majace typ
homotopii przestrzeni jednopunktowych.

Dowo6d. 1. Niech X bedzie przestrzenig Sciggalng i niech {p} bedzie
przestrzenig jednopunktowg. Niech f:{p} -* X bedzie odwzorowaniem
w punkt x przestrzeni X i niech g bedzie (jedynym istniejacym) odwzorowa-
niem przestrzeni X na {p}. Oczywiscie, gof jest tozsamoscig na {p}. Od-
wzorowanie fog jest odwzorowaniem przestrzeni X w swoj punkt x. Ze
Sciggalnosci przestrzeni X wynika, ze fog ~ Ix.

2. Zatbézmy, ze X ma ten sam typ homotopii co przestrzen jednopunktowg
{p}. Istnieje wtedy odwzorowanie/: {p} -* X takie, zefog ~ Ix, gdzie g jest
(jedynym) odwzorowaniem X na {p}. Odwzorowanie fog: X -» X jest od-
wzorowaniem przestrzeni X w jej punkt/ (p). Z fog a Ix wynika istnienie
deformacji przestrzeni X do tego punktu.

Okrag i powierzchnia boczna wal-
ca, ktérego podstawg jest ten okrag,
majg, oczywiscie, ten sam typ homo-
topii: inkluzja i rzutowanie walca na
podstawe, ktdre jest homotopijne z toz-
samoscia (rys. 83), stanowig pare od-

Rys. 83. Homotopijng réwnowazno$é wzorowan realizujgcych homotopijng

126 powierzchni walca i okregu réwnowaznosé.



Rys. 84. Wstega Md&biusa jest powierzchnig powstata z prostokata ptaskiego przez sklejenie
dwu przeciwlegtych bokéw tego prostokata za pomocg homeomorfizmu zmieniajagcego orientacje,
np. przez utozsamienie ze sobg w prostokacie 0 < x A 1,0 < y < 1 par punktéw (0, y) i (1, 1—y).
Po sklejeniu para bokéw y = 0 i y = 1 tworzy okrag — brzeg wstegi Mdobiusa

Ale, mniej oczywiste jest to, ze okrag i wstega Mdbiusa” majg ten sam typ
homotopii.

Odcinek y = 1/2 przechodzi po sklejeniu w okrag — linie Srodkowa wstegi
Mobiusa, ktora nie rozcina (1) wstegi Mobiusa.

Odwzorowanie prostokata na jego linie srodkowa y = 1/2, dane przypo-
rzadkowaniem (x, y) -» (X, 1/2), wyznacza odwzorowanie wstegi Mébiusa na jej
linie $rodkowa, ktoére, bedagc homotopijne z tozsamoscig, stanowi wraz
z inkluzjq tej linii Srodkowej we wstege Mobiusa pare odwzorowan realizuja-
cych zapowiedziang homotopijng réwnowaznosc.

Opisane wyzej odwzorowanie na linie srodkowg jest retrakcjg. PoOzZniej
zobaczymy (wyktad 9, s. 185), ze retrakcja wstegi Mobiusa na jej brzeg jest
niemozliwa.

Przez przechodnio$¢ wstega Mobiusa i powierzchnia boczna walca maja
ten sam typ homotopii.

Nie sa wszakze homeomorficzne; powierzchnia boczna walca jest splasz-
czalna, a

Wstega Mobiusa jest niesptaszczalna.

Niech S bedzie linig $Srodkowa wstegi Mobiusa M.

Jesliby istniat homeomorfizm h:M -* h(M) na podzbidr ptaszczyzny, to
h(M —S) — jako zbior spéjny — bytby zawarty wjednym z obszaréw, na ktére
zbioér h(S) rozcina plaszczyzne; zbidr h(S) — homeomorficzny z okregiem
— rozcina plaszczyzne i jest brzegiem kazdego z obszaréw dopetnienia, na
mocy nie w pelni jeszcze dowiedzionego twierdzenia Jordana (dowdd jest
w wyktadzie 7). Punkty zbioru h(S) sa punktami brzegowymi zbioru h(M), co
przy powotaniu sie na ciggto$¢ odwzorowania h wynika z poprzedniej uwagi,
ale wobec twierdzenia o zachowaniu otwartosci punkty zbioru h(S) powinny
by¢ punktami wnetrza zbioru h(M), poniewaz punkty linii S sg punktami
wewnetrznymi wstegi M.

w Najbardziej znang witasnoscig wstegi Mobiusa jest ta, ze jest to powierzchnia majaca
tylko jedng strone — rzecz zrozumiata w sensie fizycznym, mozliwa do okre$lenia matema-
tycznie, rownowazna z tym, co sie nazywa nieorientowalnoscia; por. np. W. S. M a ssey, Algebraic
topology, an introduction, Yale University Press, 1971; w ttum. ros. z 1977 r. na s. 17—20.



Klasyfikacja homotopijng rozréznia pewne figury, ktére — zdawatoby sie
— powinna utozsamiaé.

Tzw. okrag warszawski (rys. 77, s. 107) to okrag z jedng osobliwoscig taka,
jaka ma sinusoida zageszczonay = sin (I/x). Okrag i okrag warszawski réznig
sie typem homotopii (wskazOéwka dla dowodu: obrazem okregu przy od-
wzorowaniu w okrgg warszawski jest zawsze odcinek).

Te wade klasyfikacji homotopijnej — ktora jest w opisanym przypadku
zbyt doktadna — usuwa teoria ksztattu Borsuka, gdzie wiasnosci homotopijne
przestrzeni bada sie poprzez wiasnosci homotopijne ich aproksymacji wielo-
Sciennych'™.

* * *

Gtownym celem tego wyktadu sg homotopie odwzorowan w sfery. Jak
dotad, sfery sg jedynymi znanymi nam (pomijajac przestrzenie niespéjne)
przestrzeniami nietrywialnymi homotopijnie.

Odwzorowania state i odwzorowania z nimi homotopijne bedziemy nazy-
waé nieistotnymi, a pozostate istotnymi.

Przyktadem — dotychczas jedynym nam znanym — odwzorowania istot-
nego w Sn jest tozsamo$¢ na Sn

Twierdzenie. Je$li f: X -» Snjest odwzorowaniem istotnym, to f(X) = Sn

Dowo6d. Przypusémy, ze S" —f(X) ™ 0. Niech peS"™ —f(X). Jest wtedy
f(X) <<Sn—{p}. Ale S" —{p} jest przestrzeniag homeomorficzng z przestrzenia
euklidesowg E™ poprzez odwzorowanie stereograficzne (patrz rys. 6, s. 15.
Istnieje zatem deformacja H przestrzeni S"—{p} do punktu. Odwzorowanie
okreslone dla x e X i O O < | wzorem H(f(x), t) jest homotopiag zaczynajacg
sie odwzorowaniem / i konczacag sie odwzorowaniem w punkt.

Twierdzenia nie da sie odwrdcié. Przyktadéw jest pod dostatkiem. Moze do
mniej oczywistych nalezg odwzorowania Peany, na przyktad odwzorowanie S1
na S2. Ich nieistotno$¢ wynika z nastepujacej ogoélniejszej prawidtowosci.

Twierdzenie. Kazde odwzorowanie wielo$cianu wymiaru <n w sfere S" jest
nieistotne.

Dowdd. Niech |W| bedzie wieloScianem wymiaru < n (symbol W ozna-
cza triangulacje wieloScianu; to, ze wieloScian ma wymiar < n, znaczy, ze
wymiary symplekséw jego triangulacji JTsg mniejsze niz n). Niech/: |W|->Ss"
bedzie odwzorowaniem ciggtym. Z twierdzenia o aproksymacji symplicjalnej
wynika, ze istnieje odwzorowanie g: |W|-*S" symplicjalne ze wzgledu na
pewien podziat triangulacji W i triangulacji sfery Sn ktdrg przyjeliSmy za dana,

B K. Borsuk, Theory of shape. Monografie Matematyczne 59, PWN, Warszawa 1975.



homotopijne z f. Wymiar obrazu g(\W\) wieloscianu |W| nie przekracza
wymiaru triangulacji W, poniewaz odwzorowanie symplicjalne nie podnosi
wymiaru. Stad, obraz g(\W\) nie wypetnia catej sfery S"" i na mocy dowiedzione-
go twierdzenia g jest odwzorowaniem nieistotnym. Odwzorowanie f z nim
homotopijne, jest wiec tez odwzorowaniem nieistotnym.

Jesli odwzorowanie w Sn nie jest odwzorowaniem na cate Sni jest ok-
reSlone na podzbiorze domknietym przestrzeni metrycznej, to, na mocy
twierdzenia Tietzego, jest przedtuzalne na catg przestrzen (twierdzenie
Tietzego ma zastosowanie, bo zbi6ér wartosci danego odwzorowania mie-
§ci sie w zbiorze homeomorficznym z kulg euklidesowg), ale twierdze-
nie — jak zobaczymy — przenosi sie na wszelkie odwzorowania nie-
istotne.

Srodkiem, ktory postuzy do dowodu, jest

Lemat Borsuka o przedtuzaniu homotopii(6). Niech A bedzie podzbiorem
domknietym przestrzeni metrycznej X. Niechf : X -* S" bedzie odwzorowaniem
ciagtym i niech dana bedzie homotopig H : A X | -»Sn zapoczatkowana od-
wzorowaniem f\A, tj. taka, ze

H (x, 0) =f(x) dla xeA.

Istnieje homotopig G : X X | -» Snzapoczatkowana odwzorowaniemf bedg-
ca przedtuzeniem homotopii H, tj. taka, ze

G\AxIl =H oraz G(x, 0) =/(x) dla xeX.

Dowo6d. Homotopig H : A x | ->S" i odwzorowanie/ : X ->Snokreslajg
— wobec H{x, 0) =f(x) dla xeA — po zesztukowaniu jedno odwzorowanie
ciggle F :X x {0}u A x I -»Sn okreSlone wzorami

H(x, t) dla xeA i 0<t< 1

F(x, .
x t)A f(x) dla xeX i t=0.

© K. Borsuk, Sur le prolongement des transformations continues, Fundamenta Mathematicae

28 (1937), 99—110.

Twierdzenie o przedtuzaniu homotopii pozostaje prawdziwe przy zatozeniu jedynie nor-
malnosci przestrzeni X, czego dowiodt M. Star bird, Products with a compact factor, General
Topology and its Applications 6 (1976), 297—303, ale dowdd sie utrudnia. Jesli zatozy¢
wiecej, a mianowicie, ze przestrzeA X x | jest normalna, to dowodd jest prostg adaptacja
z przypadku metrycznego. Normalno$¢ produktu X x I nie wynika z normalnosci przestrzeni X;
M. E. Rud in, A normal space X for which X x 1 is not normal, Fundamenta Mathematicae 73
(1971), 179—186.

9 Woyklady z topologii
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Podzbior B = X x {0}kjA x | produktu X x I jest jego podzbiorem
domknietym. Dowdd bedzie polegat na przedtuzeniu odwzorowania F na cate
X x I

Rys. 85. Przedtuzanie homotopii

Na mocy jednego z wnioskow twierdzenia Tietzego (patrz Aneks, s. 64)
odwzorowanie F ma przedtuzenie na podzbior otwarty U produktu X x I.
Niech F': U -* Sn bedzie tym przedtuzeniem.

Istnieje podzbidr V przestrzeni X zawierajacy zbior A taki, ze Vx 1 ¢ U.

Aby to udowodni¢, wezmy pod uwage dla dowolnego a ze zbioru
A i dowolnego t z odcinka I otoczenie punktu (a, t) w X x 1 postaci N x W,
zawarte w U, gdzie N jest otoczeniem punktu a w X, a W przedziatem odcinka
I bedacym otoczeniem punktu t w 1. Zbiory otwarte N x W pokrywaja
odcinek {a} x 1. Ze zwartosci odcinka wynika, ze skonczona ilo$¢ zbioréw
N x W pokrywa {a} x I.

Wezmy otoczenie Ma punktu a w przestrzeni X, bedace przekrojem
wspomnianej skonczonej ilosci otoczen N. Produkt Max | jest zawarty
w sumie wspomnianych zbioréw N x W. Jest MaXx I cz U.

Suma V zbioréw Ma, aeA, jest zbio-
rem otwartym w X takim, ze Ac V

m i Vx1cU.

Na mocy lematu Urysohna (patrz
g Aneks, s. 63) istnieje funkcja ciagta
m e : X -» [0, 1] taka, ze (p(x) = 1ldla xeA
-M i p(x)=10 dla xeX —V.

Punkty  (x,t(p(x)), gdzie xeX
i 0<t< 1 lezg wszystkie w zbiorze
Vx 1u X x {0}, a wiec w zbiorze U

i k bedagcym dziedzing odwzorowania F'
Rys. 86. Wykorzystanie zwartos$ci Stqd, mOZ|IWO§é Okreélenla OdWZOFO—
odcinka wania

G(x,t) = F'(x, ttp(x)) dla X e X
i 0<t< 1, ktére jest zapowiedziang homotopiag G :X x I -*Sn Mamy
bowiem:



G(x, 0)= F'(x, 0) = F(x, 0) =/(x)
dla xeX, oraz
G(x, t) = F'(xt(pX), = F'(x, t) = H(x, t)
dla xeA i0<t 1

Twierdzenie. Je$li A jest podzbiorem domknietym przestrzeni metrycznej
X if:A-*Snjest odwzorowaniem nieistotnym, to f mozna w sposéb ciggly
przedtuzy¢ na cate X.

Dowdd. Niech H: A x I -* S bedzie istniejgcg na mocy zatozenia homo-
topig tgczaca odwzorowanie / z odwzorowaniem statym H(x, 1) = ¢, gdzie
xeA, a c jest ustalonym punktem sfery Sn To odwzorowanie state ma
przedtuzenie do odwzorowania statego, okreSlonego na catym X. Na mocy
lematu o przedtuzaniu homotopii istnieje przedtuzenie homotopii H do
homotopii

G: X x1->Sn

ktora dla J=1 jest odwzorowaniem statym (w punkt c). Niech g: X -»S"
bedzie dane wzorem

g(x) = G(x, 0) dla xeX.

Dla xeA dostajemy g(x) —G(x, 0) = H(x, 0) =/(x), co znaczy, ze od-
wzorowanie g jest przedtuzeniem odwzorowania/ na X.

W szczeg6lnosci, odwzorowanie nieistotne Sn-* S ma zawsze przedtuzenie do
odwzorowania Qn+1-* S". Wynika stad

Whiosek. Odwzorowanie nieistotne sfery Sn w siebie ma punkt staty.

Dla dowodu, niechf:S"->S" bedzie odwzorowaniem nieistotnym. Przed-
tuzmy je — w mysl poprzedzajacej uwagi — do odwzorowania ciagtego
g : Qn+1 —»Sn. Odwzorowanie g ma, na mocy twierdzenia Brouwera, punkt
staty. Ten punkt staty lezy na Sn bo g(Qn+i) c: S". Jest to wiec punkt staty
odwzorowania f.

Whiosek. Antypodyzm sfery, tj. odwzorowanie g dane wzorem (p{x) = —X,
jest istotne.

Twierdzenie. Jeéli g:Qn-* Qnjest odwzorowaniem cigglym takim, ze
g\Sn~i jest odwzorowaniem istotnym S" 1-* S"-1, to g(Qn —Qn
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Dowo6d. Jesliby g(Qn ~ Qn to istniataby retrakcja r:g(Qn->Sn 1. Od-
wzorowanie rog: Qn-*Sn~1 byloby przedtuzeniem na Q" odwzorowania
g \' S ale g|Sn_1 jest, na mocy zatozenia, istotne, i przedtuzenia na Q" miec
nie moze (Sciggalnos¢ Qn).

Twierdzenie zawiera w sobie dwa wcze$niej znane twierdzenia (twierdzenie
1z wyktadu 3, s. 75), w ktorym zaktadato sie, ze g |S'*-1 jest tozsamoscig, oraz
stwierdzenie zawarte we wniosku na s. 105 z tego samego wykadu, w ktérym
g ISn~1 bylo antypodyzmem. Przypomnijmy, ze zarbwno tozsamos¢, jak
i antypodyzm sg odwzorowaniami istotnymi

* * *

Twierdzenia o punktach incydencji.

Jesli f i g sa odwzorowaniami okre$lonymi na tej samej przestrzeni X
o wartosSciach w tej samej dla obu odwzorowan przestrzeni, to punkt x prze-
strzeni X taki, zef(pc) = g (X), jest nazywany punktem incydencji odwzorowan
f ig. Punkty state to punkty incydencji odwzorowania z tozsamoscia.

Jest tatwo dowiesc, ze

Odwzorowania ciggte z kontinuum na odcinek domkniety prostej, z ktérych co
najmniej jedno jest odwzorowaniem ,na”, majg punkt incydenciji.

Analogiczne stwierdzenie dla Qn, n> 2, nie jest prawdziwe.

Przyktad (por. Holsztynski, 1967)<). Niech a bedzie odwzorowaniem
okregu S na tenze okrgg z dostawionym don odcinkiem AO S$rednicy AA'
bedacym rezultatem sklejenia symetrycznych wzgledem A punktéw tuku CAC
okregu S takim, ze

a(A) = A, a(C) —a(C) —A i afA) = 0.

Tak okreslone odwzorowanie a moze by¢ traktowane jako czes¢ od-
wzorowania / kota K ograniczonego przez S na siebie, w ktdrym — poza
wspomnianymi — zadne juz punkty nie sklejajg sie. Sposdb, w jaki/ prze-
ksztatlca koto K na siebie, pokazuje rys. 87.

C

VA

C

Rys. 87. Konstrukcja odwzorowania /

(U W. Holsztynski, Universal mappings and fixed point theorems. Bulletin de I’Ac
132 Polonaise des Sciences 15 (1967), 433—438.



Deformujac odpowiednio homeomorficznie obraz, mozna przyjac, ze/ prze-
prowadza AA! na OA' liniowo oraz, ze punkty lezace ponad Srednicg
AA! przechodzg na punkty ponad tg $rednicg (to samo dotyczy lezenia po-
nizej AA") z wyjatkiem punktéow tuku CAC, ktére przechodzg na punkty
odcinka AO.

Niech/' bedzie, analogicznie dof okreslonym odwzorowaniem kota K na
siebie, w ktdrym role punktu A odgrywa punkt A! $rednicy AA’, role punktu
O za$ punkt O’ na AA’, a role fuku CAU tuk C M C ’ potozony symetrycznie
wokot A’

Nat6zmy na odwzorowanie /' symetrie ,,—" wzgledem S$rednicy AA'.
Otrzymujemy odwzorowanie g :K™ K o wilasnosciach analogicznych
do poprzedniego, z tym ze punkty lezace ponad Srednicg AA’ sg prze-
prowadzane na punkty lezace ponizej AA’ i vice versa — z wyjgtkiem
punktéw tuku CAC', ktére sa przeprowadzane na punkty odcinka A'0
Srednicy A°A (por. rys. 88).

Rys. 88. Konstrukcja odwzorowania g

Punkty x takie, zef(x) —g(x), moga leze¢ na tukach CAC i C'A’C, ale jesli
te tuki dobra¢ tak, by byly rozlaczne, to tego rodzaju punktéw nie bedzie;
moglyby tez leze¢ na S$rednicy AA', ale f(AA') = OA’ i g(AA) = O’A i jesli
punkty O i O' dobra¢ tak, by OA! i O'A byly rozigczne, to i tego rodzaju
punkty incydencji dla/ i g réwniez sie nie pojawig.

Przy spetnieniu wymienionych dodatkowych warunkéw jest wiec zawsze
f(x) * 9(x).

Twierdzenie (kokuciewski, 1957)() (por. Dugundji-Granas, s. 50). Jesli
g'Qn-*Q" jest odwzorowaniem takim, ze g|51.1:S1~1->S"1 i g\Sn~I
jest odwzorowaniem istotnym jako odwzorowanie Sn~1w S™-1, to g ma punkty
incydencji z kazdym odwzorowaniem f:Q n-* Qn

(8 Lemat i dalsze twierdzenia pochodzg z pracy O. W. tokuciewskiego, Odna tieorema
0 niepodwiznoj toczkie, Uspiechi Matiematiczeskich Nauk 12, wyp. 3 (75) (1957), 171—172.
Twierdzenia te mozna znalez¢ réwniez w kilku innych pézniejszych pracach: Helga Schirmer,
A Brouwer type coincidence theorem, Canadian Mathematical Bulletin 9 (1966), 443—447;
M. M. Dodson, A Brouwer type coincidence theorem and the jundamental theorem of algebra.
Canadian Mathematical Bulletin 27 (1984), 478—480.
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Dowod. Jesli bytoby stale /(x) # g(x), to odwzorowanie h: Qn -» Sn~|
przyporzadkowujace punktowi x kuli Qn punkt sfery S"-1 lezacy na przed-
tuzeniu wstecz wektora od/(x) do g(x), bytoby po obcieciu do S~1 nieistotne
na mocy ostatniego twierdzenia (bo h(Qn nie pokrywa Qn). Ale h(x) = g(x)
dla x e S"_1. Sprzeczno$¢, poniewaz zaktadaliSmy, ze g\Sn~i jest odwzorowa-
niem istotnym Sn 1-* S" |I.

Twierdzenie ma wzmocnienie wzo-
rowane na twierdzeniu Bohla (por. wyktad 3,
s. 104).

Jedli f i g sag odwzorowaniami ciggtymi
Q" > E", przy czym g(Q") = Q" i gjs"-1
jest odwzorowaniem istotnym Sn~| -> Sn~1
1 f(x) ~ 9(xx) ™~ Ag(x) dla x e Sn~i
i X> 0, to /(X) —g(X) dla pewnego X,

x G QB(®>
Rys. 89. Twierdzenie toku- Przypadek Bohla: g = tozsamosé.
ciewskiego Odwzorowanie ciggle /mX -» Qn jest
nazywane odwzorowaniem istotnym na kule
Qn jesli odwzorowanie ) -1(S"_1) -> S" 1 nie ma przediuzenia
na X, tj. jeSli nie istnieje odwzorowanie ciaggte f': X -»S"1“1 takie, ze
fr(x) = f(x) dla x Odwzorowanie istotne f: X -» Qn jest od-

wzorowaniem ,na” (w przeciwnym razie, biorgc retrakcje r zbioru f(X) na
S"-1, odwzorowanie rof: X -> S"-1 byloby przedtuzeniem odwzorowania
yV _1(5—A na X).

Jesli f: X — Q" jest odwzorowaniem istotnym na Qn, to odwzorowanie
/1] 1(S"1J)jest istotne jako odwzorowanie na Sn_1; wynika to z twierdzenia
bedacego wnioskiem z twierdzenia o przedtuzaniu homotopii.

Poprzednio rozwazane odwzorowania f: Q" -* Qn, ktérych obciecia f\ Sn~1
sg odwzorowaniami istotnymi na S"-1, sg istotne W rozwazanym tu sensie.

Jest tak, bo SH-l c: f~ 1(Sn~1) i jeSliby odwzorowanie f\f~ | (Sn~1) miato
przedtuzenie na Q", to bytoby ono przedtuzeniem na Q" odwzorowaniaf\ Sn~1.
Istnienie tego rodzaju przedtuzenia przeczyloby istotnosci odwzorowania
/jS™1 (jako odwzorowania S™1 w S"-1).

Odwzorowanie tozsamos$ciowe na Qnjest istotne; to stwierdzenie jest row-
nowazne stwierdzeniu o nieistnieniu przedtuzenia tozsamosci 51 -* S"~I do
odwzorowania Qn-» Sn_1, tj. stwierdzeniu o istotnosci odwzorowania toz-
samos$ciowego na Sn~I.

Twierdzenie (Lokuciewski, Odna tieorema...). Jesli g: X -* Q"jest odwzoro-

waniem istotnym, to ma punkty incydencji z kazdym odwzorowaniem f: X -* Qn

@ S. Reich, A Poincar¢ type coincidence theorem, American Mathematical Monthly 81
(1974), 52—53.



Dowo6d. Niech/i g beda odwzorowaniami ciggtymi przestrzeni X na Q™
Niech g bedzie odwzorowaniem istotnym. Jesli bytoby stale f(x) # g(x), to
odwzorowanie h: X -» 5" 1 przyporzagdkowujgce punktowi x przestrzeni
X punkt sfery S™1 lezacy na przedtuzeniu wektora od f(x) do g(x) bytoby po
obcieciu do ¢f 1(S',_1) rowne odwzorowaniu g. Bytoby wiec przedtuzeniem
odwzorowania 0]|g~1(Sn~1) na cate X, wbrew temu, ze g jest istotne.

Twierdzenie (Holsztynski, 1967; por. Dugundji-Granas, s. 50). Jesli
g: X -> Qnjest odwzorowaniem majacym z kazdym odwzorowaniem X -* Q"
punkty incydencji, to g jest odwzorowaniem istotnym.

Dowdd. Przypusémy, ze g \g~1 (S"-1) ma przedtuzenie do odwzorowania
f: X -* S"-1. Dla odwzorowania —f: X -* Sn~x ¢ Qn gdzie ,,—’ oznacza
antypodyzm, mamy stale —f(x) " g(x), co przeczy zatozonej wiasnosci
odwzorowania g.

Przyktad. Odwzorowanie g: 12 -» 12, gdzie | = {t: 0 ~ t ~ 1}, sklejajace
punkty (x,y) i (1 —x, > jest odwzorowaniem istotnym na 12 (co sie tatwo
sprawdza). Wobec twierdzenia tokuciewskiego ma ono punkty incydencji
z kazdym odwzorowaniem 12 -» 12.

Natomiast obciecie g\dl2 odwzorowania g do brzegu kwadratu, trak-
towane jako odwzorowanie d12 w d12, nie jest istotne, odwzorowujgc d12 na
tuk f(a)f(c)f(b) (por. rys. 89) w dl2

9 Ca)
1 1
: 1
- 1 —d 1 - 9fc) = 9fd)
1 1
i [
6 a)

Rys. 90. Odwzorowanie g

Zatem, wiasnos$¢ odwzorowania g: Qn Q" (dotyczy to tylko n > 2),
zapewniajgca istnienie punktéw incydencji z kazdym odwzorowaniem
Q" -* Qn nie zapewnia istotnosci odwzorowania g\Sn~I jako odwzorowa-
nia Sn_1 -* Sn~1, zaktadajagc g(Sn~1) ¢ S"~I, mimo ze (na mocy ostatnie-
go twierdzenia) zapewnia istotno$¢ odwzorowania g jako odwzorowania
o Qn-

Zastosowania.

Twierdzenie tokuciewskiego (1957, Odna tieorema...). Je$li przestrzen met-
ryczna zwarta ma dla kazdego e > 0 odwzorowanie istotne na kule euklidesows,

bedace E-odwzorowaniem (wymiar kuli zalezy od e), to ma wiasnos¢ punktu
statego.
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Dowo6d. Niech X bedzie przestrzenig metryczng zwartg. Niech e > 0
i niech g: X -* Qnbedzie e-odwzorowaniem istotnym. Niechf: X -* X bedzie
odwzorowaniem cigglym. Na mocy ostatnio dowiedzionego twierdzenia,
g(x) — g{f{x)) dla pewnego x.

Punkty x i/(x) lezac w przeciwobrazie tego samego punktu odwzorowa-
nia g, sg w odlegtosci <e. Wobec dowolnosci e, wnosimy o istnieniu punktu
statego dla f, na mocy twierdzenia z wykiadu 3 (s. 106).

Odwzorowanie przypisujagce punktowi x = {x0, xIv.} kostki Hilberta
punkt {x0..., xn 0,..} kostki In jest odwzorowaniem istothym na /" i jest
jednoczesnie (I/n)-odwzorowaniem (metryka w kostce Hilberta jest dana
wzorem d(x, y) = sup {(I/n) d(xn yn :n = 0, 1..}). Stad, dowiedzione twier-
dzenie stosuje sie do kostki Hilberta. Wnioskujemy wiec: kostka Hilberta ma
wihasnos$¢ punktu statego.

Te wiasnos$é kostki Hilberta znalismy juz wczesniej z wyktadu 3 (s. 106).
KorzystaliSmy z tego, ze uzyte w tym dowodzie odwzorowanie na Q" jest
retrakcja.

Przypadek, kiedy n = 1, tj. £-odwzorowann na odcinek, nie jest bez
znaczenia.

Przestrzenie metryczne zwarte, ktére dla kazdego £> 0 majg £-odwzoro-
wania na odcinek, nazywa sie wezowymi; przestrzenie te muszg by¢ (oczy-
wiscie) spdjne, sg to wiec kontinua wezowel10).

Z twierdzenia tokuciewskiego wynika, biorgc pod uwage to, ze od-
wzorowania z kontinuéw na odcinek sg zawsze istotne, ze kontinua wezowe
maja whasnos¢ punktu statego{ll).

Przyktadami kontinuéw wezowych sg odcinek i sinusoida zageszczona
(sprawdzenie tego drugiego pomijamy). Mniej oczywisty przykiad to opisane
nizej kontinuum znane w literaturze jako najprostsze kontinuum nierozktadalne
Knastera.

Z kwadratu KO, po podzieleniu go najpierw na 9 rownych kwadratow (por.
pierwszg z figur na rys. 91) usuwamy dwa dolne kwadraty ze srodkowego pasa.
Powstaje figura spOjna domknieta (usuwamy kwadraty otwarte) K 1 majaca
ksztatt wstegi

<i0) Kontinua wezowe mozna réwnowaznie okresli¢ jako takie, ktére dla kazdego > 0 maja
pokrycia zbiorami otwartymi o $rednicach takimi, ze U,n Uj ~» 0o |i—\ < 1
(sasiednie w numeracji i tylko takie sie przecinajg). Tego rodzaju pokrycia sa nazywane taricuchami.
Nerw fancucha jest tukiem tamanej, a metoda odwzorowan w nerw pokrycia (znana z poprze-
dniego wyktadu) daje e-odwzorowania pojawiajgce sie w okre$leniu kontinuéw wezowych.
Oczywiscie, wymiar kontinuéw wezowych jest réwny 1 Pojecie pojawia sie u Binga (1951);
R. H. Bing, Snake-like continua, Duke Mathematical Journal 18 (1951), 653—663. Wcze$niej
pojawito sie u Waraszkiewicza (1936); Z. Waraszkiewicz, O pokrewieAstwie kontynuoéw,
Wiadomosci Matematyczne 43 (1936), 1—57. Z. Waraszkiewicz dowiédt, ze kontinua wezowe sg
sptaszczalne.

11) Pierwszy dowéd tego twierdzenia pochodzi z pracy O. H. Hamiltona, A fixed
point theorem for pseudo-arc and certain other metric continua, Proceedings of the American

136 Mathematical Society 2 (1951), 173—174.



Kwadraty pozostawione na tej wstedze
dzielimy kazdy na 9 rownych kwadratow i ze
wstegi K I usuwamy kwadraty tego nowego
podziatu lezace w Srodkowym pasie wstegi,
wszystkie z wyjatkiem najnizszego w pra-
wym dolnym kwadracie, dzieki czemu wstegi
nie rozcinamy. Powstaje wstega K 2 (zwinieta
juz podwadjnie), z ktérg postepujemy tak, jak
ze wstega Kv Przekrdj KO r\ n K2n.. Rys. 91. Kontinuum Ko n K |
tak budowanych wsteg jest zapowiedzia- nK2n .
nym kontinuum. Wstega K,, ma ,,szerokosc”
rzedu 1/3". Otrzymane kontinuum lezy w Knijego ,rzut” na linie srodkowa
wstegi K,, (homeomorficzng z odcinkiem) jest (I/3")-odwzorowaniem<1).

Twierdzenie. Niech X bedzie wielo$cianem i niech A bedzie jego podzbiorem
domknietym. Niech f: A -* Sn bedzie odwzorowaniem ciggtym.

Jesli wymiar wieloscianu X jest to odwzorowanie f ma przedtuzenie na
cate X.

Jesli wymiar wielo$cianu X jest ™~ n + 1, to odwzorowanie f ma przed-
tuzenie na zbiér postaci X — S, gdzie S jest zbiorem skoriczonym.

Dowdd. Odwzorowanie / ma przedtuzenie na pewien zbidr otwarty
U zawierajgcy A (wniosek z twierdzenia Tietzego, Aneks, s. 64). Jesli wzigé
dostatecznie drobng triangulacje T wieloscianu X, to mozna znalez¢ wielo$cian
\K\ ztozony z jej sympleksow taki, ze

A c |K|] ¢ U.

Niech f: \K | -* Sn bedzie obcieciem do |K \ wspomnianego przediuzenia
odwzorowania / na U.

W oczywisty spos6b mozna odwzorowanie / przedtuzy¢ na wierzchotki
triangulacji T, tj. na szkielet O-wymiarowy triangulacji T.

Przez indukcje bedziemy przedtuza¢ teraz otrzymane odwzorowanie na
wyzej wymiarowe szkielety triangulacji T.

Zatézmy, ze odwzorowanie / przedtuzyliSmy juz na szkielet /cwymiarowy
triangulacji T, gdzie k < n (przy n — 0 twierdzenie jest trywialne). Wobec
k < n odwzorowanie to jest nieistotne (twierdzenie z tego wyktadu, s. 128)
na brzegu kazdego sympleksu fe-wymiarowego triangulacji T. Mozna je

(12) Kontinuum opisane przez Janiszewskiego (1911); Z. Janiszewski (teza), Sur les
contims irreductibles entre deux points, Paris 1911, na s. 36; w Oeuvres choisies Janiszewskiego,
PWN, Warszawa 1962, s. 31— 125. Od Knaster a pochodzi inny opis tego kontinuum zwigzany
z budowg 2-adyczng zbioru Cantora; por. Topologie Il Kuratowskiego, s 143.
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zatem (na mocy twierdzenia ze s. 131) przedtuzy¢ na ten sympleks (jesli nie
nalezat do K). W ten sposob odwzorowanie przedtuza sie (sympleks za
sympleksem) na caty szkielet /c-wymiarowy triangulacji K.

Jesli wymiar wielo$cianu X jest réwny n, to na mocy przeprowadzonego
rozumowania indukcyjnego dostajemy przedtuzenie odwzorowania / na
cale X, a wiec pierwszg teze twierdzenia.

Jesli wymiar wieloscianu X jest » n+ 1i A jest sympleksem (n + "-wy-
miarowym triangulacji T, to pewne przedtuzenie odwzorowania/ jest okres-
lone na brzegu sympleksu A. Mozna je przedtuzy¢ na sympleks A pozba-
wiony jednego z jego punktow. W ten spos6b, bioragc pod uwage to, ze
rozwazanych symplekséw jest skonczenie wiele, dostajemy druga teze twier-
dzenia.

Dodajmy, ze dla wieloscianéw wymiaru > n nie da sie otrzymac lepsze-
go rezultatu. Biorgc bowiem w tego rodzaju wieloScianie sympleks A,
(n + 1)-wymiarowy, i brzeg dA tego sympleksu, widzimy, ze odwzorowania
tozsamosciowego na dA nie mozna przedtuzy¢ do odwzorowania A -> dA, tym
bardziej do odwzorowania catego wieloscianu w dA. Brzeg sympleksu A — to
przypomnijmy — jest homeomorficzny z S™

Whniosek413). Wymiar - geometryczny - wielo$cianu jest rowny n wtedy i tylko
wtedy, gdy kazde odwzorowanie ciggle z jego podzbioru domknietego w sfere S"
ma przedtuzenie na caly wieloscian i gdy nie jest to juz prawda dla odwzorowan
w sfere Sn~I.

Whiosek. Wielo$ciany rozniagce sie wymiarami - geometrycznymi - nie sg
homeomorficzne.

Dzieje sie tak dlatego, ze r6znig sie wiasnoscig topologiczng sformutowang
w poprzednim wniosku.

Stwierdzenie zawarte w tym wniosku znaliSmy juz wczesniej: wielo$ciany
réznigce sie wymiarami geometrycznymi nie sg homeomorficzne, poniewaz roznig
sie wymiarem pokryciowym (dim); wykiad 4, s. 114.

<13 Stwierdzenie to ma wszakze szerszy zasieg: przenosi sie na zakres przestrzeni metrycznych
zwartych. Jedng z przestanek dowodu jest wniosek z lematu faktoryzacyjnego (wyktad 6, s. 148),
wedtug ktérego odwzorowania przestrzeni zwartych metrycznych wymiaru < n w sfere S" sg
nieistotne. Inng przestanka jest twierdzenie, wedtug ktorego, jesli dim X < n, to majac
dwa podzbiory domkniete roztaczne A i B przestrzeni X, istnieje podzbiér domkniety C tej
przestrzeni taki, ze dim C ~n —\, X — C = GuH, gdzie G i H otwarte i roztgczne, oraz
A czH i B e G Jest to trudne twierdzenie otwierajgce droge dla ujecia pojecia wymiaru
indukcyjnie poprzez wiasnosci rozcinania (tzw. wymiar Ind). W petnej ogolnosci twierdzenie
mozna znalez¢ np. w ksiazce W. Rinowa, Topologie, Berlin 1975, na s. 362, z odniesieniem do
prac oryginalnych (s. 366).

A oto samo

Twierdzenie. Jesli A jest podzbiorem domknietym przestrzeni metrycznej zwartej X wymiaru
to kazde odwzorowanie f : A -» S" przedtuza sie na X.



Oba stwierdzenia razem prowadzg do wniosku, zejesli X jest wieloscianem,
to dim X < n wtedy i tylko wtedy, gdy kazde odwzorowanie w Snz podzbioru
domknietego W X daje sie przedtuzy¢ na cate X.

Dowdd. Zaczynamy od przedtuzenia odwzorowania/ na zbiér otwarty U zawierajacy A.
Na mocy wspomnianego twierdzenia z teorii wymiaru, zastosowanego do zbiorow domknietych
A i B =X —U, istnieje zbiér domkniety C wymiaru <n —1 taki, z2 X — C — Gu H,
G i H otwarte i roztaczne i takie, ze A a G i X — U <sH. Oczywiscie, Cw G ¢ U.
Odwzorowanie f\ C przedtuzamy na C u H na mocy pierwszego ze wspomnianych twierdzer.
Sztukujac to odwzorowanie z odwzorowaniem/|C u G, dostajemy zapowiedziane przedtuzenie
odwzorowania/ na cate X.



WYKEAD 6. Twierdzenia o rozcinaniu » Twierdzenie
Borsuka o oddzieleniu punktu od nieskonczonosci ¢ Twier-
dzenie Borsuka o rozcinaniu sfer e Twierdzenie Jor-
dana-Brouwera ¢ Jeszcze raz twierdzenie Brouwera o za-
chowaniu otwartosci ¢ Zbiér domkniety wymiaru < n —2
nie rozcina sfery Sn

Przestrzenie euklidesowe sg lokalnie spdjne: kule otwarte tworzace baze
zbioréw otwartych w E™ sg spdjne. Stad (wnioskowaliSmy juz w ten sposéb
w wyktadzie 1 w przypadku plaszczyzny):

(1) sktadowe zbioréw otwartych przestrzeni E™" sg zbiorami otwartymi, wiec
obszarami.

Powiedzenie zatem, ze zbiér domkniety A rozcina En znaczy, ze dopetnienie
En—A zbioru A ma rozbicie na co najmniej dwa obszary (sktadowe zbioru
En- A).

Kule otwarte (tworzace baze) sa zbiorami wypuktymi; korzystajac z tego,
nietrudno dowies¢, ze:

(2) kazde dwa punkty obszaru przestrzeni Enmozna w tym obszarze potgczyé
tamang (por. dowdd odpowiedniego twierdzenia w wymiarze 2 (dla ptasz-
czyzny), wykiad 1, s. 26).

Jesli zbiér A jest zwarty (tj. domkniety i ograniczony), to jedna ze
sktadowych dopetnienia En — A zbioru A — i tylko jedna — jest nieograni-
czona: zbidr A zawiera sie wtedy w pewnej kuli i punkty dopetnienia tej kuli
tworzg zbior spéjny; lezag wiec w jednej sktadowej. Kryterium nalezenia punktu
do skladowej nieograniczonej polega — wobec (2) — na istnieniu tamanej
faczacej ten punkt z punktem poza wspomniang kulg zawierajgcg zbior A.

Dodajmy jeszcze, ze brzeg kazdej sktadowej dopetnienia zbioru domkniete-

140 go jest zawarty w tym zbiorze.



Twierdzenie Borsuka (o oddzielaniu punktu od nieskoriczonosci, 1932)<).
Niech A bedzie podzbiorem zwartym przestrzeni E". Punkt g lezy w sktadowej
ograniczonej zbioru A (jest oddzielony od nieskonczono$ci przez A) wtedy i tylko
wtedy, gdy odwzorowanie f: A -* S n~l dane wzorem

f(x) = (x-q)/\x-q\, xeA,

jest istotne.

Przyjmijmy, co nie zmniejszy ogdlnosci, ze q = 0.
Odwzorowanie, o ktorym mowa w twierdzeniu, ma wtedy postaé

3 f(x) = x/|x|, XeA.

Przyjmijmy réwniez, ze zbiér A jest zawarty w kuli x| * 1

Dowo6d twierdzenia. 1 Zaldzmy, ze g lezy w skladowej nieo-
graniczonej zbioru En—A. Rozwazmy droge a:l-*E n—A #3czacg punkt
g= 0= <0) z punktem q' = er(l) lezacym poza kulg |x| ~ 1 Jest \g\> 1
Rozwazmy odwzorowanie H : A x I-*Sn~1 dane wzorem

H(x, t) —(x —cr®)/I x — xgA, orMt< L

Jest to homotopia tgczaca odwzorowanie/ dane wzorem (3) z odwzorowa-
niem/': A ->Sn~1 danym wzorem:

I'(x) = (x- gq)N\x - g"\, XeA.
Odwzorowanie /' jest nieistotne, poniewaz jego wartosci nie pokrywajg

catej sfery Sn~1; nie moze ono przyjmowac na przyktad wartosci g'/\q'\, co jest
zrozumiate geometrycznie (por. rys. 92).

Rys. 92. Twierdzenie Borsuka: punkt g lezy w skita-
dowej nieograniczonej dopetnienia zbioru A

(0 K. Borsuk, Uber Schnitte der n-dimensionalen Euklidischen Raume, Mathematische
Annalen 106 (1932), 239—248; w Collected Papers, t. I, s. 130—139.



Potwierdza to réwniez rachunek.

Rownos¢ (x —g~/Ix —g\ = g'/\g"\ prowadzi bowiem do rdwnosci
(x —g~Ig'] —q' \x —q"\, a ta z kolei do q'{\x-q"\+\g'\) = x\q"\, a w rezultacie
do

\x - g\ + \g\ = |x],

co przy |X| < \g\ (przypomnijmy, ze \q\> 1, xe A i ze zbidr A jest zawar-
ty w kuli |x| 1) jest niemozliwe.

2. Zatézmy, ze punkt g = 0 lezy w sktadowej ograniczonej, ktorg oznaczy-
my przez U — zbioru En—A. Przypus¢my — a contrario — ze odwzorowanie
/ dane wzorem (3) jest nieistotne. Na mocy twierdzenia z poprzedniego
wyktadu, wniosku z twierdzenia o przedtuzaniu homotopii, odwzorowanie/ ma
przedtuzenie na zbiér A u U . Poniewaz OeU i brzeg zbioru A u U jest zawarty
w zbiorze A, na ktérym odwzorowanie jest okreslone wzorem (3), od-
wzorowanie okre$lone dotagd na iu [/ mozna przedtuzyé wzorem (3), tj.
wzorem x/|x|, na reszte punktdw przestrzeni E". Poniewaz zbiér A wraz ze
sktadowa U lezy w kuli |x| < 1, wiec przedtuzone odwzorowanie jest dane na
sferze |xj = 1 wzorem x/|x|, czyli jest tam tozsamos$cig. DostaliSmy zatem
odwzorowanie kuli |x] ~ 1 w sfere |x] = 1, tozsamos$ciowe na tej sferze.
Sprzeczno$¢ z twierdzeniem o niemozliwosci retrakcji kuli na brzeg.

Twierdzenie Borsuka o rozcinaniu (1932)(2. Podzbiér zwarty przestrzeni
euklidesowej En n S52, rozcina E" wtedy i tylko wtedy, gdy ma odwzorowanie
istotne w

Uwaga przed dowodem. Zalozenie, ze n”™ 2, jest potrzebne do
wynikania dajacego istnienie odwzorowania istotnego. Dla wynikania odwrot-
nego zatozenie to jest niepotrzebne, bo prosta jest rozcinana przez kazdy ze
swoich podzbioréw ograniczonych.

Dowo6d. 1 Niech A bedzie podzbiorem domknietym i ograniczonym
przestrzeni En rozcinajgcym E". Niech q bedzie punktem (n” 2) lezacym
w sktadowej ograniczonej zbioru E" —A. Odwzorowanie okreslone dla x ze
zbioru A wzorem (1) jest — por. poprzednie twierdzenie — odwzorowaniem
istotnym w Sn~1.

2. Niech A bedzie podzbiorem domknietym i ograniczonym przestrzeni E"
nie rozcinajgcym En Dla dowodu wygodniej bedzie przyja¢, ze przestrzeh En
jest sferg S" usunietym z niej punktem. Zbiér A jest wtedy podzbiorem
domknietym wiasciwym sfery S" rozcinajagcym tej sfery.

@ K. Borsuk, tamze. Twierdzenie to wynika réwiez z twierdzenia Aleksandrow
thematische Annalen, 106 (1932), s. 161—238 (samo twierdzenie na s. 226); por. ttum. ros.
(z komentarzem) w zbiorze prac Tieorija razmiemosti i smieznyje woprosy; statji obszczego
charaktiera P. S. Aleksandrowa, Moskwa 1978, s. 60—154. Aleksandréw sformutowat
142 i dowiddt swego twierdzenia w konwencji teorii homologii.



Niech /: A -*S" 1 bedzie odwzorowaniem ciggtym. Pokazemy, ze/ jest
nieistotne. W tym celu dla odwzorowania/ znajdziemy przedtuzenie ciggle,
ktore bedzie nieistotne.

Na mocy twierdzenia z poprzedniego wykfadu (s. 137) odwzorowanie
/ mozna przedtuzy¢ do odwzorowania ciggtego okreslonego wszedzie na S",
z wyjatkiem pewnego skorfczonego zhioru punktow.

Niech F bedzie tym zbiorem skoficzonym, a g : Sn—F -»S"™-1 wspo-
mnianym przedtuzeniem.

Przedtuzenie g zmodyfikujemy teraz, zastepujac je takim, ktdrego zbi6r
punktéw nieokreslonosci redukuje sie do jednego punktu.

Wystarczy wskaza¢ sposob, w jaki mozna ilos¢ punktéw nieokre$lonosci
zmniejszy¢ o jeden.

Wezmy w tym celu dwa punkty a i b zbioru F. Istnieje cigg kul
domknietych Duv......Dr takich, ze kazde dwie, Dt i DJ sg rozigczne, jesli
przypadku; niech ponadto punkt a lezy we wnetrzu Dv nie lezac w D2, a punkt
b we wnetrzu Dr nie lezagc w Dr i niech kazda z kul omija zbi6r A, a takze
punkty zbioru F poza wspomnianymi punktami a i b.

WeZmy punkt xx we wnetrzu przekroju n D2 i rozwazmy retrakcje
rx zbioru Dt —{x*} na brzeg Dy. Odwzorowanie gx= g o0 ry jest okreslone
wszedzie poza zbiorem Fu {xx}—{a} i stanowi przedtuzenie odwzorowa-
nia f Bierzemy z kolei punkt x2 we wnetrzu przekroju D2n D3 i retrak-
cje r2 zbioru D2 —{x2} na brzeg D2 -Odwzorowanie g2—gi or2 jest
okre$lone wszedzie poza zbiorem Fu {x2} —{a} i jest przedtuzeniem od-
wzorowania f.

Postepujac tak dalej, dojdziemy po r —1 krokach do przedtuzenia
gr-i odwzorowania/, okreSlonego wszedzie poza zbiorem Fu{xr_i} —{a},
a w nastepnym kroku do przedtuzenia odwzorowania F okreslonego wszedzie
poza Fu {b} —{a}, wiec poza zbiorem F —{a}.

Powtarzajagc to postepowanie, dostajemy przedtuzenie do odwzorowania
| okreSlonego na sferze Sn pozbawionej jednego punktu, a wiec do od-
wzorowania nieistotnego, bo sfera bez punktu jest przestrzenig $ciggalna.
Homotopia, ktora fgczy wspomniane przedtuzenie z odwzorowaniem w punkt,
po ograniczeniu jej do punktéw zbioru A, faczy odwzorowanie / z od-
wzorowaniem w punkt.
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Dowiedzione twierdzenie orzeka miedzy innymi i to, ze fakt rozcinania
przez zbiér zwarty przestrzeni euklidesowej danego wymiaru zalezy jedynie od
typu topologicznego zbioru(d. Tego dotad nie wiedzielismy.

Wiedzac, ze Sn~I ma odwzorowanie istotne w S* 1 lub to, ze w potozeniu
zwyklym |x| = 1 sfera Sn~1 rozcina E", dostajemy jako wniosek:

Twierdzenie Jordana-Brouwera(d). zbiér homeomorficzny ze sferg Sn~I
rozcina En

Dodajmy, Ze nie jest to petne twierdzenie Jordana-Brouwera, ktére orzeka,
ze s tylko dwie skltadowe w dopetnieniu i ze zbior homeomorficzny ze sferg
S“1 jest brzegiem kazdej z nich. Te druga teze pokazemy jeszcze w tym
wyktadzie. Pierwszej dowiedziemy w przypadku n = 2 (paszczyzna) w nastep-
nym wyktadzie; dowéd jej w wyzszych wymiarach wymagatby rozbudowania
metod(5).

Wsrdd wnioskow z twierdzenia Borsuka odnotujmy jeszcze i ten, ze obrazy
homeomorficzne kul euklidesowych nie rozcinajg przestrzeni euklidesowych (bo
kule euklidesowe sg przestrzeniami $ciggalnymi. W szczegdlnosci, tuk nie
rozcina ptaszczyzny.

Wielo$cian wymiaru  n—2 nie rozcina En, bo kazde odwzorowanie takiego
wieloscianu w S™-1 jest (jak wiemy z wyktadu 5, s. 128) nieistotne.

Nastepujace twierdzenie (Theory of retracts Borsuk a, s. 14) pozostawione
jest bez dowodu.

llo$¢ sktadowych dopetnienia do En zbioru homeomorficznego z Sn 1 jest
skonczona.

Waznym dopetnieniem twierdzenia Jordana-Brouwera jest:

Twierdzenie. Zaden podzbiér zwarty przestrzeni En n > 2, homeomorficzny
z podzbiorem wiasciwym sfery Sn~I, nie rozcina En

Dowdd. Niech A bedzie podzbiorem zwartym przestrzeni Enhomeomor-
ficznym z podzbiorem B, B * Sn~\ sfery S"-1. Niech f:B~* Sn_1 bedzie
odwzorowaniem ciggtym. Istnieje kula Q"'~1 zawarta w S"~1i zawierajgca B.
Na mocy ostatniego twierdzenia z wyktadu 5 (s. 137) odwzorowanie/ mozna
przedtuzy¢ w sposéb ciggty do odwzorowania QB 1->Sn_1. To przedtuzenie
jest nieistotne, poniewaz kule sg Sciggalne. Stad / jest odwzorowaniem
nieistotnym. To wystarcza, by na mocy twierdzenia Borsuka wnioskowac
0 nierozcinaniu przestrzeni E" przez zbior A.

(€) To, ze wiasno$¢ rozcinania plaszczyzny przez zbiér zwarty zalezy jedynie od typu
topologicznego zbioru, zauwazyt pierwszy Brouwer w pracy Beweis des Invarianz der ge-
schlossenen Kurve, Mathematische Annalen 72 (1912), s. 422—425; w Collected Works, t. I,

s. 523—526.

<) L. E. 1. Brouwer, Beweis des Jordanschen Satzes fiir n-dimensionalen Raum, Ma-

thematische Annalen 71 (1912), s. 314—319; w Collected Works, t II, s. 489—497.
144 ® Na przykiad poprzez wprowadzenie pojecia stopnia odwzorowania.



Dowiedzione twierdzenie mozna wypowiedzie¢ rowniez i tak: obrazy
homeomorficzne sfery Sn~1 sa przekrojami nieprzywiedlnymi przestrzeni En
nieprzywiedInymi w tym znaczeniu, ze ich podzbiory domknigte wiasciwe juz
nie rozcinajg E".

Whniosek. Obraz homeomorficzny sfery S"~I potozony w E", n” 2, jest
brzegiem kazdego z obszaréw, na jakie rozcina E".

Dowdd. Niech X bedzie obrazem homeomorficznym sfery S 1 potozo-
nym w En Niech G bedzie sktadowg zbioru E" —X. Brzeg sktadowej G rozcina
E™ i jest podzbiorem domknietym zbioru X. Na mocy poprzedniego twier-
dzenia ten brzeg wypetnia caty zbior X.

Majac (niepetne) twierdzenie Jordana-Brouwera i wiedzgc, ze Qnnie rozcina
En w nietrudny sposob uzyskuje sie twierdzenie o zachowaniu otwartosci,
ktérego wczesniej dowiedliSmy, postugujac sie twierdzeniem Spernera 0 zamo-
cowaniu (wykfad 3, s. 88).

Twierdzenie Brouwera o zachowaniu otwartosci(6). Podzbior przestrzeni En
homeomorficzny z podzbiorem otwartym tej przestrzeni jest jej podzbiorem
otwartym.

Dowo6d. Niech U bedzie podzbiorem otwartym przestrzeni En Niech
V bedzie podzbiorem przestrzeni E” homeomorficznym z U. Niech h bedzie
homeomorfizmem U na V.

Niech g bedzie punktem zbioru V. Dowdd zakonczymy, jesli znajdziemy
zbiér otwarty w En zawarty w V, do ktérego bedzie nalezat punkt q.

Wezmy w tym celu punkt p w zbiorze U taki, ze h(p) = g. Niech Qnbedzie
kulg (domknietg) o $Srodku w punkcie p, zawartg w U. Niech Sn_1 bedzie
brzegiem kuli Qn Z regut rachunku zbioréw dostajemy

0) En- h(S1)= (En- h@9)u h@Qn- Sn~X).

Oba skfadniki sumy po prawej stronie tego wzoru sg zbiorami spojnymi.
Zbiér En—h(Qn) jest spdjny, bo zbiér h(Qn, jako obraz homeomorficzny
kuli, nie rozcina E". Zbior h(Q" —Sn_1) jest spojny jako obraz ciagly zbioru
spojnego.

Zbiér En—h(S"~1), z lewej strony wzoru, jest niespdjny, bo h(Sn~i),
jako obraz homeomorficzny sfery Sn~I, rozcina przestrzeA En Mamy
wiec:

© To, ze twierdzenie o zachowaniu otwartoSci mozna dosta¢ z (niepetnego) twierdzenia
Jordana-Brouwera, byto wiadomo, zanim jeszcze twierdzenie Jordana-Brouwera zostato dowie-
dzione; idea miedzy innymi pochodzita od Baire’a; por. komentarz na s. 435—445 w t. I Collected
Works Brouwera. 145
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£" - h(Sn~1) = GVvH,

gdzie G i H sa zbiorami niepustymi, roztagcznymi i otwartymi w E" —h(Sn~1);
sg one otwarte réwniez w En

Skiadniki prawej strony wzoru (4), jako spéjne, zawierajg sie, kazdy
w innym (wynika to z niepustos$d zbiorow Gi H), w zbiorach G i H. Sg réwne
tym zbiorom, bo w sumie dajg GuH.

Wynika stad w szczeg6lnosci, ze zbior h(Q" —S"_1),jako réwny jednemu ze
zbioréw G i H, jest otwarty. Jest to zapowiedziane otoczenie, otwarte w E",
punktu g zawarte w V.

Jedli do krzywej zwykiej zamknietej dotgczy sie tuk majacy z nig jeden
punkt wspdlny, to nie rozetnie on zadnej sktadowej dopetnienia tej krzywej do
ptaszczyzny.

KorzystaliSmy z tego przy okazji wyprowadzania wzoru Eulera. W dowol-
nym wymiarze (niekoniecznie 2) mamy:

Twierdzenie. Jesli zbiory zwarte A i B nie rozcinajg przestrzeni En i ich
przekr6j AnB jest jednopunktowy, to ich suma AuB nie rozcina prze-
strzeni E™.

Dowdd. Niech p bedzie (jedynym) punktem wspolnym zbioréw A i B.
Niech f: Au B -* Sn~x bedzie odwzorowaniem cigglym. Pokazemy, ze jest
nieistotne, co zakonczy dowdd.

Odwzorowanie/ 1A : A-* Sn 1 jest nieistotne, bo A nie rozcina En Roz-
wazmy homotopie F : A x [0,1] —S"-1 zaczynajacg sie (t = 0) odwzorowa-
niem/ 1A i konczaca sie odwzorowaniem statym. Te homotopie przedtuzmy
(lemat o przedtuzaniu homotopii) do homotopii G:(AuB) x [0,1] -»S"~I
zaczynajacej sie odwzorowaniem f. Odwzorowanie g:AuB-+S"~1, kto-
rym ta homotopig sie konczy (t= 1), jest stale na A (wartoscig statg
jest g(p) —F(p, 1)). Odwzorowanie g\B jest nieistotne, poniewaz B nie
rozcina E". WeZmy wiec pod uwage homotopie H : B X [1,2] -»Sn~| zaczy-
najaca sie (t —1) odwzorowaniem g¢g\B i konczaca sie odwzorowaniem
statym. Te homotopie przedtuzmy do homotopii K : (AuB) x [1,2] -*Sn-1
okre$lonej na punktach (x, t) gdzie x e A, wzorem K(x, t)—H(p, 1.
Homotopig K t3czy odwzorowanie g z odwzorowaniem statym w punkcie
H(p, 2). Dosztukowanie homotopii K (0~t~2) do homotopii F, G i H
(por. rys. 94) daje homotopie tgczaca odwzorowanie / z odwzorowaniem
statym.

Zatem, dowolne odwzorowanie ciggte z Au B w S " '1jest nieistotne, a wiec
A uB nie rozcina przestrzeni Sn

Dla prawdziwosci twierdzenia nie wystarczytoby zatozy¢, ze przekréj AnB
jest spojny, bo na przyktad sfere S2, rozcinajagcg E3, mozna przedstawic jako

146 sume dwu potsfer o przekroju spojnym (réwnik sfery S2); zadna z pdisfer



nie rozcina E 3. Ta uwaga dotyczy réwniez wyzszych wymiaréw. W przypadku
plaszczyzny spdéjnos¢ przekroju wystarczy(?).

Korzystajac z dowiedzionego twierdzenia — za pomocg nietrudnej indukcji
zaczynajacej sie od tukéw — wnioskujemy, ze grafy nie zawierajace krzywej
zwyktej zamknietej (tj. nie majgce obrazu homeomorficznego okregu) nie
rozcinajg ptaszczyzny. To, ze grafy nie rozcinajg £", jeSli n> 2 (nawet jesli
zawierajg krzywe zwykle zamkniete), wyniknie z ogdlnych twierdzerh z kofica
tego wykiadu.

Zbiory zwarte bedace retraktami absolutnymi ("4R-ami) nie rozcinajg prze-
strzeni E", n> 2.

Dowdd. Niech A bedzie zwartym AR-em mieszczagcym sie w En,
n~2. Zbiér A jest retraktem przestrzeni E". Niech r : En-> A bedzie jedng
z retrakcji. Niech f:A~* S"™1 bedzie odwzorowaniem ciggtym. Mamy
f —(fr) IA. Odwzorowanie / jest wiec nieistotne, poniewaz przedtuzenie
for tego odwzorowania na En jest nieistotne jako odwzorowanie z prze-
strzeni Sciggalnej. O nierozdnaniu E" przez A wnosimy na mocy Kkryterium
Borsuka.

Dowodzi sie(8), ze dendryty, tj. kontinua lokalnie spéjne nie zawierajgce
krzywych zwyktych zamknietych, sg AR-ami. Dendryty nie rozcinajg wiec En,
n”~ 2, na mocy dowiedzionego stwierdzenia. W wykladzie 3 (s. 106) byta
poczyniona uwaga, ze dendryty majg wiasno$¢ punktu statego, co wynikato
stad, ze AR-y majg whasno$¢ punktu statego.

Nierozcinanie ptaszczyzny i wlasnos¢ punktu statego zdaja sie towarzyszy¢
sobie w zakresie kontinuéw. Nie sg to jednak wiasnosci réwnowazne.
Kontinuum rozcinajgce ptaszczyzne moze mie¢ wlasno$¢ punktu statego, czego
przyktadem jest ,,okragg warszawski” (wykiad 3, s. 107). Natomiast pytanie o to,
czy kontinua nie rozcinajgce plaszczyzny majg wiasnos¢ punktu statego,
pozostaje dotad nie rozstrzygniete.

* * *

Twierdzenie, ktore teraz udowodnimy — nazwane lematem — mozna
uwazaé za przeniesienie na szerszy zakres twierdzenia o aproksymacji sym-
plicjalne;j.

(7) Pierwsze twierdzenie Janiszewskiego; Z. Janiszewski, O rozcinaniu plaszczyzny przez
kontinua, Prace Matematyczno-Fizyczne 26 (1913), s. 11—63; w Oeuvres choisies Zygmunta
Janiszewskiego, Warszawa 1962, na s 141—193. O tym twierdzeniu Janiszewskiego
(i o drugim) bedzie mowa w wyktadzie 12.

(8 Kazde podkontinuum dendrytu (jest ono nadal dendrytem) jest retraktem tego dendrytu.
Istnieje dendryt uniwersalny — dendryt Wazewskiego — tj. dendryt zawierajacy obrazy homeomor-
ficzne wszelkich dendrytow. Ten dendryt uniwersalny stanowi retrakt kwadratu ptaskiego,
w ktérym jest budowany. Kwadrat ptaski jest retraktem absolutnym. Biorgc to wszystko pod
uwage wnosimy, ze dendryty sg retraktami absolutnymi; Topologie Il Kuratowskiego,
s. 224—227 (dendryty), s. 259—264 (retrakty absolutne)
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Lemat o faktoryzacji (por. S. Eilenberg, N. Steenrod, Foundations
of algebraic topology, 1952, X. 11). Niech X bedzie przestrzenig zwartg. Niech
f: X — W bedzie odwzorowaniem ciggtym w wieloscian. Istnieje wieloscian W",
ktérego wymiar nie przekracza dim X, odwzorowanie ciggte g : X “m W'
i odwzorowanie h : W' -> W, symplicjalne wzgledem danej triangulacji wielo-
Scianu W i pewnej triangulacji wieloscianu W*', takie ze dla kazdego x z prze-
strzeni X wartosci f(x) i h(g{x)) leza w jednym i tym samym sympleksie danej
triangulacji wieloscianu W.

W twierdzeniu o aproksymacji symplicjalnej przestrzen X byta wielo-
$cianem, g redukowato sie do tozsamosci, a wspomniana tu triangulacja
wieloScianu W' byta pewnym podziatlem danej triangulacji wieloscianu X.
Podobnie jak tam, aproksymacja h og odwzorowania / jest homotopij-
na z/. Homotopig jest odwzorowanie okre$lone wzorem: H(x, t) = tf(x) +
+ 1-Hh@x), OrUIl, xel

Dowo6d lematu. Niech T bedzie dang triangulacjg wieloscianu W.
Zbiory otwarte f~ 1{gwm a), gdzie a przebiega wierzchotki triangulacji T,
pokrywajg X. Rozwazmy pokrycie & przestrzeni X zbiorami otwartymi,
wpisane w pokrycie zbiorami/ “1(gw |r|a) i majace krotnos¢ ~ dim X + 1
Niech g: X -> |N(dP)\ bedzie odwzorowaniem w bryte |[N(EP)\ nerwu pokrycia
9* (opisanym w wykiadzie 4, s. 116). Bryla \N{2P)\ jest zapowiedzianym
wieloscianem W', a N (~) jego zapowiedziang triangulacjg. Wymiar wielo-
$cianu W' nie przekracza dim X.

Jesli U jest wierzchotkiem nerwu N{&) (U jest symbolem zaréwno
wierzchotka, jak i zbioru), to — jak wiemy (s. 116) — mamy inkluzje

c U-
Ale
U c f~x(gmTa)

dla pewnego wierzchotka a triangulacji T. Ustalmy jeden z tego rodzaju
wierzchotkéw. Oznaczajgc ten wierzcholek symbolem a(U), mamy

g~1 (gWAN(?)\U) ¢ f~"-{gw\n a{U)).

Przyporzadkowanie U -* a(U) wierzchotkdw triangulacji T wierzchotkom
triangulacji N (&) wyznacza odwzorowanie

h: \N(&)\ “m W,
symplicjalne wzgledem triangulacji N((?) i T.

Stwierdzenie to wymaga dowodu. Mianowicie nalezy sprawdzié, ze jesli
148 Uu ...,Uk sg wierzchotkami sympleksu nalezacego do N (5s), to a(f/1)...,a(Lr®



sg wierzchotkami sympleksu w T, a wiec ze jesli gw\m9)\  n...n gw\N@E)\ Uk »
~ 0, to gw\T\a(Uj) n...n .. gw\T\a(U* ™ 0; ze tak jest, pokazuje inkluzja

f~i(gwm a(Ul)) n..n (gwm a(L/t)) =
=/ _1few]|rla(™i)) ...n f~ 1(gwjTja(UK) =>
=g~ (gw[WNV|U j)n...n ff_1(EW|jv#)i"it) =
= 3 1@EMwM) n —n OWjv@) t/t) # 0.

Pokazemy, ze dla kazdego x ze zbioru X punkty f(x) i h(g(x)) naleza do
jednego i tego samego sympleksu triangulacji T.

Niech xe X i niech Uk bedg wszystkimi elementami pokrycia
do ktérych nalezy x. Ws$rod wspotrzednych barycentrycznych Au(g(x))
punktu g(x) jedynie te, gdzie U = Uj moga by¢ niezerowe. Mamy wiec

g(x) = 22@B M) [/i + ..+ Alg (X)) Uk

a w rezultacie

h(g(x)) = AVi@@(x)) a(UJ + ..+ Alg(x)) a(UJ,

gdzie wszystkie liczby (g(x)) sa nieujemne i ich suma jest rowna 1.

Wobec Uj erf~ 1 (gw\T\a(Uj)) mamy / (X) e gw\T\a(Uj). Mamy wiec
Xv.(f(x)) > 0 dla wszelkichj. W zapisie punktu/(x) zatem wystepujg wszystkie
wspdtrzedne, ktore sg w zapisie punktu h(g(x)) i by¢é moze jeszcze inne.
Znaczy to, ze punkty f(x) i h(g(x)) nalezg do tego samego sympleksu
triangulacji 7’ mianowicie do tego, ktory wsréd swoich wierzchotkéw ma
wierzchotki a(U),...,a(l/1).

Jesli w szczegolnosci wieloscian Wijest sferg S* i dim X < n, to wieloscian
W' ma wymiar < n. Odwzorowanie h, jako symplicjalne, nie podwyzsza
wymiaru. Dostajemy wiec dim h(W') < n. Obraz h(w") wieloscianu W' nie
pokrywa sfery Sn Nie pokrywa tez sfery Sn obraz h(g(X)) przestrzeni X.
Odwzorowanie zatem hog jest nieistotne i tym samym nieistotne jest od-
wzorowanie / homotopijne z hog.

Dostajemy wiec

Whiosek. Odwzorowania przestrzeni metrycznych zwartych wymiaru < n
w sfere Sn sg wszystkie nieistotne.

Twierdzenield* Zbiory zwarte wymiaru < n —2 nie rozcinaja przestrzeni En

(©) P. S. Urysohn, Memoire sur les multipliers Cantoriennes, Fundamenta Mathematicae
7 (1925), s. 30—139; w TYudach po topologii i drugim oblastjam matiematiki Urysohna
wt | nas 435 S. Mazurkiewicz, Sur les ensembles de dimension faible, Fundamenta
Mathematicae 13 (1929), s. 210—217; w Travaux de topologie Stefana Mazurkiewicza,
Warszawa 1969, na s. 178—184 (twierdzenie — s. 179). 149



Dowdd. Niech A bedzie podzbiorem zwartym przestrzeni E" takim,
ze dim A < n—2 Niech f: A -*S n-1 bedzie odwzorowaniem ciggtym.
Na mocy wniosku z lematu faktoryzacyjnego f jest odwzorowaniem nie-
istotnym. Na mocy kryterium Borsuka zbiér A nie rozcina E™

Jednym z wnioskéw tego twierdzenia jest to, ze brzeg zbioru otwartego
potozonego w En i ograniczonego ma wymiar > n — 1 Jest tak, bo brzeg
zbioru otwartego ograniczonego w En jest zwarty i rozcina En

W szczeg6lnoSci — na ptaszczyinie — brzeg zbioru otwartego ograniczo-
nego, majac wymiar N 1, zawiera kontinuum wielopunktowe(iO\ co zawiera
w sobie stwierdzenie, ze zbiér Cantora — w zadnym potozeniu — nie rozcina
ptaszczyzny.

(10) Ten szczegdlny przypadek twierdzenia jest znany jako twierdzenie Phragmena (1885);
por. C. Kuratowski, Topologie II..., s. 338.



WYKLAD 7. Powr6t do twierdzenia Jordana o roz-
cinaniu ptaszczyzny <« Jeziora Wady < Twierdzenie
Schoenfliesa * Nieprzenoszenie sie twierdzen schoen-
fliesowskich na przestrzen trojwymiarowa

Z ogolnego twierdzenia o rozcinaniu wiemy, ze krzywa zwyka zamknieta,
tj. obraz homeomorficzny okregu, rozcina plaszczyzne. Nie wiemy wszakze,
czy — tak jak w przypadku wielokata zamknietego — rozcina na dwa obszary
i czy jest wspbélnym brzegiem obszaréw, na ktdre rozcina ptaszczyzne. Dowod
twierdzenia, ze tak wiasnie jest, a wiec dowdd petnego twierdzenia Jordana,
bedzie przedmiotem tego wyktadu(2).

Twierdzenie Schoeiiiliesa w istotny sposob dopetnia twierdzenie Jordana.
Wynika zeh miedzy innymi to, ze obszary w dopetnieniu krzywej sg homeo-
morficzne z odpowiednimi obszarami dopetnienia okregu x2 + y2 = 1
Jesli chodzi o wielokaty, to twierdzenia Schoenfliesa byto dowiedzione
w wykladzie 1.

Na mocy wniosku z twierdzenia (wyklad 6, s. 144) krzywa zwykta zamknieta
jest brzegiem kazdego z obszaréw, na ktdére rozcina ptaszczyzne. Dlatego dla
dowodu twierdzenia Jordana pozostaje wykaza¢, ze krzywa zwykta zamknieta
nie moze by¢ brzegiem wiecej niz dwu obszaréw.

Zauwazmy, ze jesli krzywa zwykia zamknieta zawiera odcinek prosto-
liniowy, to ma wypowiedziang wyzej wiasnos¢, bo (co tatwo daje sie stwierdzic¢
rozumowaniem wykorzystujagcym aksjomat Pascha) punkty niekoncowe

@ Konsekwentny — inny niz tu przedstawiony — zarys wyktadu topologii ptaszczyzny daje
Witold Wilkosz, les propriétds topologiques du plane Euclidien, Memorial des Sciences
Mathematiques, Fascicule 45, Paris 1931. 151



takiego odcinka nie mogg leze¢ na brzegu wiecej niz dwu obszaréw w do-
petnieniu krzywej.
Zatem, prawdziwo$¢ twierdzenia
Jordana rozcigga sie na krzywe zwykle
zamkniete zawierajace odcinki prostoli-
niowe.
Stad  prawdziwo$¢  twierdzenia
o konfiguracji 0 (wyklad 1, s. 31), roz-
Rys. 94. Krzywa zwykla zamknigeta cigga sie na konfiguracje w ksztalcie
zawierajaca odcinek prostoliniowy litery 6 majace na co najmniej dwu
tukach odcinki prostoliniowe (bo wte-
dy kazda z trzech krzywych zwyklych zamknietych pojawiajagca sie w kon-
figuracji 0 zawiera odcinek prostoliniowy, co pozwala adaptowa¢ dowdd znany
z przypadku wielokgtowego). Bedziemy teraz korzysta¢ z tak poszerzonego
twierdzenia o konfiguracji 0.

Twierdzenie. Krzywa zwykta zamknieta jest brzegiem nie wiecej niz dwdch
obszaréw.

Dowo6d. Niech K bedzie krzywg zwyklg zamknietg. Niech W bedzie
wielokatem majacym z krzywg K dokfadnie dwa punkty wspélne i przy tym
takie, ze krzywa K lezy w jednym z obszar6w — przyjmijmy, ze w ograniczo-
nym — na ktore ten wielokat rozcina plaszczyzne.

Rys. 95. Wielokat W

W celu znalezienia tego rodzaju wielokata wystarczy zamkngé krzywag
K w pasie miedzy dwoma prostymi rownolegtymi tak, by miata ona punkty na
kazdej z tych dwdch prostych. Niech P bedzie tego rodzaju punktem na jednej
prostej, a 2 na drugiej. Odchylmy pétproste wychodzace z P i Q na zewnatrz
pasa. Brzeg tak poszerzonego pasa nie ma juz z krzywg K innych punktéow
wspolnych niz P i Q. Wielokat W dostaniemy, odcinajgc zen czesci nie
ograniczone prostymi prostopadtymi do danych prostych réwnolegtych, do-
statecznie dalekimi od K.

Oznaczmy literg G obszar ograniczony przez W i zawierajacy K. Punkty
P i Q dzielg krzywa K na dwa tuki A i B, z ktérych kazdy lgczy w obszarze
G punkty P i Q z brzegu tego obszaru.



Niech S i T bedg punktami na W
przedzielajgcymi punkty P i Q. Popro-
wadzmy w obszarze G tamang t3cza-
cg SiT.

Idgc wzdtuz tej tamanej od S do T,
przecinamy 4tuki A i B (twierdzenie
o krzywej 6 majacej na dwu tukach
odcinki prostoliniowe). Przymijmy, ze
pierwszy jest przeciety tuk A. Niech §'

bedzie pierwszym, a S ostatnim punk- Rys. 96. Dowdd twierdzenia Jor-
tem 4fuku A na famanej od S dana
do T.

Twierdzimy, ze fragment tamanej od S" do T przecina tuk B.

Jesliby tak nie byto, to tuk ztozony z odcinka tamanej od S do S', tuku A
od S' do S" i fragmentu tamanej od S" do Ti tgczytby S i T omijajac tuk B, co
przeczytoby poszerzonemu stwierdzeniu o konfiguracji 0 (tg konfiguracjg jest
teraz konfiguracja Wj B).

Niech wiec T bedzie pierwszym punktem na tamanej od S" do T leza-
cym na tuku B. Niech H bedzie tg skladowg dopetnienia krzywej K, w kto-
rej lezy — z wyjatkiem koncdw — odcinek S” T rozwazanej tamanej.
Niech T' bedzie ostatnim na tamanej ST punktem tuku B.

Pokazemy, ze poza sktadowg H i skfadowg nieograniczong dopetnienie
krzywej K nie ma innych skiadowych.

Przypusémy, ze H' jest tg trzecig sktadowa. Rozwazmy krzywa Q ztozong
z wielokata Wi tuku fgczacego S i T, ztozonego z odcinkéw: SS', T'Ti S"T"
poprzednio rozwazanej tamanej od Sdo T' itukéw S'S™ (natuku A) oraz T"T*
(na tuku B). Luk ten nie ma punktow wspdlnych ze sktadowg H'. Dlatego
sktadowa H' lezy w jednej ze sktadowych dopetnienia rozwazanej tu krzy-
wej 0 (to, ze nie ma punktow wspolnych z pozostatymi dwoma tukami tej
krzywej, jest oczywiste). Stad jeden z punktéw, P lub Q, nie lezy w domknieciu
sktadowej H, a wiec nie lezy na jej brzegu. Sprzecznosc z twierdzeniem, wedtug
ktdrego krzywa K jest brzegiem kazdej skfadowej swego dopetnienia.

UdowodniliSmy w ten sposob:

Twierdzenie Jordana (1893)<2. Krzywa zwykta zamknieta rozcina ptaszczyzne
na dwa obszary i jest ich wspélnym brzegiem.

Mozna zapytaé: Czy mozliwe sg na plaszczyznie (i w przestrzeniach
euklidesowych wyzszych wymiaréw) trzy obszary majace wspolny brzeg?

@ Camille Jordan, Cours d’Analyse de iEcole Polytechnique I (1983). Dow6d Jordana byt
niewystarczajacy. Najbardziej znanym dowodem jest dowdd Brouwera (1910), ktérego idee mozna
odnalez¢ w Grundzige... (1914) Hausdorffa. Wedlug Brouwera pierwszy poprawny dowdd
podat Veb len (1905). Podany tu dowdd jest wzorowany na dowodzie z ksigzki E. E. M oise’a,
Geometrie topology in dimensions 2 and 3, Springer 1977, s. 31 i dalsze.



OdpowiedZ dat L. E. J. Brouwer (1910), budujac na plaszczyznie dla
kazdego n naturalnego wspdlne brzegi n obszar6éw, a nawet wspolne brzegi
przeliczalnie wielu obszarow(3).

Konstrukcje Brouwera przedstawit w sposéb pogladowy K. Yoneyama
(1917) w swoich stynnych jeziorach Wady<).

Jeziora Wady. Na wyspie W otoczonej morzem M sg dwa jeziora H i J.
Morze i jeziora traktujemy jako zbiory otwarte (nie wliczamy do nich
ich brzegéw) i zaktadamy ich spojnosc¢. W pierwszym kroku konstrukcji
wyprowadza sie z morza M i jezior H i J kanaly, tak by kazdy punkt
pozostawionego lagdu znalazt sie w odlegtosci » 1 od kazdej z trzech wdd.
W drugim kroku przedtuza sie te kanaty w taki sposob, zeby kazdy punkt
pozostawionego ladu znalazt sie w odlegtosci < 1/2 od kazdej z trzech wéd.
W rezultacie tego postepowania kazda z wod z morza M i z jezior H i J wy-
petni gesto wyspe. Pozostatos¢ wyspy Wjest wspolnym brzegiem trzech wod.

Rys. 97. Jeziora Wady

Wspélny brzeg trzech lub wiecej obszaréw ptaskich musi mie¢ osobli-
wa budowe, czego mozna sie domysli¢ z opisanego przyktadu. U Brouwera
ten wspolny brzeg okazywat sie kontinuum nierozktadalnym, tj. nie dajg-
cym sie przedstawi¢ w postaci sumy dwoch kontinudw, z ktérych zadne nie
jest catoscig. Kontinua o prostej budowie majg na ogo6t tego rodzaju rozktad.
Ale juz kontinuum wezowe (s. 137, wykiad 5) jest nierozkiadalne.

QB L. E. J. Brouwer, Zur Analysis Situs, Mathematische Annalen 68 (1920), s. 422—434;
w Collected Works, vol. 2, s. 352—370 z komentarzem. Konstrukcja Brouwera byta odpowiedzig
na btedne przypuszczenia Schoenfliesa z ksigzki Die Entwicklung der Lehre von Punkt-
mannigfaltigkeiten |1, Leipzig 1908, co do budowy brzegdw obszaréw ptaskich. Patrz uwagi na ten
temat u Wilkosza, s. 28—29.

w Kunizé Yoneyama, Theory ofcontinuous set ofpoints, Tohoku Mathematical Journal 12



Kuratowski (1926) dowiodt, ze wspdlny brzeg trzech lub wiecej obsza-
row ptaskich musi by¢ kontinuum nierozktadalnym lub sumg dwu kontinuéw
nierozktadalnych. Obie mozliwosci, jak pokazat Knaster, realizujg sie(5).

W przestrzeni wspolne brzegi trzech lub wiecej obszaréw nie musza juz byé
tak osobliwe. Moga by¢ nimi kontinua lokalnie spdjne, a — jak pokazat
Lubad6ski(® — nawet ANR-y.

Ogolne twierdzenie Jordana pocigga za sobg — bez istotnych zmian do-
wodu — twierdzenie o krzywej 0 (nie naktadajac zadnych ograniczen na postaé
tukéw), a w rezultacie inne konsekwencje twierdzenia Jordana, jak twierdzenie
Moore’a o trdjnogach, dowodzone przedtem dla trojnogéw bedacych grafami.
Teraz tuki wychodzace z punktu rozgatezienia moga by¢é dowolne.

* * *

Kontinuum i majace z tym kontinuum po jednym punkcie wspolnym dwie
nie przecinajgce sie polproste rozcinajg razem ptaszczyzne.

Rys. 99. Przekroj plaszczyzny

To stwierdzenie ma udzial w dowodzie nastepujacej ciekawej samej
w sobie(7) whasnosci kontinuéw ptaskich

Niech K bedzie kontinuum ptaskim. Niech C bedzie cieciwg tego kon-
tinuum, tj. odcinkiem majacym konce na K. Zalézmy, bez szkody dla
ogolnosci, ze C ma dtugos¢ 1 Dla kazdej liczby a, 0 < a < 1, wérdéd cieciw
rownolegtych do C istnieje badz taka, ktdrej dtugosc jest a, badz taka, ktorej
dtugos¢ jest 1—a.

B K. Kuratowski, Sur les coupures irreductibles du plan, Fundamenta Mathematicae 6
(1924), s. 130—145; B. Knaster, Quel gues coupures singulieres du plan, Fundamenta Mathema-
ticae 7 (1925), s. 264—289. Druga mozliwo$¢ (rozktadalnos¢) nie byta przez wezesniejszych autoréw
zauwazana, ale por. P. Urysohn, O kantorowych mnogoobrazijach, Trudy po topologii i drugim
oblastjam matiematiki, t. I, Moskwa—Leningrad 1951, s. 229—512; uwagi na s. 355.

Y M. Lubanski, An example of an absolute neighbourhood retract, which is the common
boundary of three regions in the 3-dimensional euclidean space, Fundamenta Mathematicae 40
(1953), s. 29—38.

) Twierdzenie Levy’ego (1934). Dowdd Hopfa (1937). Szczegoty w ksigzce L. A. Luster-
nika, Wypuklyje figury i mnogogranniki, Moskwa 1956. P. Levy, Sur une generalization du
thiorime de Rolle, Comptes Rendus Paris 198 (1934), s. 424—425. H. Hopf, Uber Sehnen ebener
Kontinuen und Schleifen geschlossener Wege, Commentarii Mathematici Helvetici 9 (1937),
s. 303—319; przektad rosyjski w Uspiechach Matiem. Nauk 10 (1944), s. 45—50.



Dowo6d. Niech K + a bedzie kontinuum powstatym z K przez przesunig-
cie K 0 a wzdhuz osi x-6w. Przecinanie sie K i K +a implikuje istnienie cigciwy
réwnolegtej do osi x-6w i majacej diugosc a.

Przypusémy, ze przy pewnym a, 0 < a < 1 nie ma cieciw rownolegtych do
osi x-6w o dlugosciach a i 1—a. Wynika stad, ze

Kn(K+t=0=(K+2Dn (K+a).

Niech A bedzie punktem na K + a 0 maksymalnej rzednej, a B punktem na
K +a o minimalnej rzednej. Potproste pionowe od A w gére iod B w dét po
dodabiu do nich kontinuum rozcinajg K+a plaszczyzne. Ten przekrdj
ptaszczyzny jest roztgczny zaréwno z K, jak i z K + 11— jak tatwo stwierdzi¢
— K i K+1 majg punkty w réznych skfadowych dopetnienia tego przekroju
(punkt 0 osi x-6w nalezy do K, a punkt 1+a do K+ a). Dostalismy
sprzeczno$¢, bo K u (K+1) jest kontinuum, co wynika z tego, ze punkt 1 osi
x-0w nalezy zaréwno do K, jak i do K+l1.

W istocie dowiedlismy, ze je$li wsrdd rownolegtych do siebie cieciw
kontinuum ptaskiego nie ma cieciw dtugosci a i b, to nie ma cieciwy dtugosci
a+b. Stad juz nietrudny wniosek, ze wraz z kazdg cieciwg kontinuum
ma dla kazdego n naturalnego cieciwe majaca I/n jej dtugoséci; poza liczby
postaci I/n wyj$¢ nie mozna (por. przyktad w ksigzce L. A Lusternika.
Wypuktyje figury i mnogogranniki, Moskwa 1956, s. 190).

* * *

Twierdzenie Schoenfliesa.
Punkt p pfaszczyzny nazwijmy osiggal-
nym prostoliniowo ze zbioru A, jesli ist-
nieje odcinek o koncu p i zawarty,
by¢ moze poza jednym punktem p,
w zbiorze A.

Nie wymaga dowodu

Lemat 1 Zbiér punktéw brzegu ob-
szaru osiggalnych prostoliniowo z obszaru
jest gesty w brzegu obszaru.

Dotyczy to w szczegdlnosci krzywej
zwyklej zamknietej i kazdej z dwu skia-
dowych jej dopetnienia. W tym przypad-
ku mozna wszakze powiedzie¢ wiecej.

Niech K bedzie krzywag zwyklg zamknietg i niech G bedzie jednym
z obszarow skiadowych jej dopetnienia.

Lemat 2. Niech 5> 0 bedzie dane. Istnieje zbiér skoriczony punktéw pO0,
Pi...... Pk<Po krzywej K — zapisany W uporzadkowaniu cyklicznym zgodnym
z ustalong parametryzacja krzywej K — osiggalnych prostoliniowo z obszaru G,
takich ze tuki PjPj+i krzywej K maja $rednice ~ O



Dowdd. Niech h:C-*K bedzie homeomorfizmem z okregu |z| = 1. Istnie-
je jl > 0 takie, zejesli d(x, x*) <r\, to d(h(x), (h(x")) < 6. Wezmy na C zbior skon-
czony punktéw go.Qi.......Qe 40 (porzadek cykliczny) taki, ze d(ajt qJd+1) < t.
Niech pj = h(gj). Zapowiedziane punkty pj dostaje sie przez odpowiednio
mate przesuniecia punktdw p'y, ich istnienie zapewnia lemat 1.

Lemat 3. Niech p i p* beda punktami krzywej K osiagalnymi prostoliniowo
z G. Istniejg odcinki pq i p'q' lezace poza p i p' w obszarze G i tamana taczaca
W G punkty q i q', odlegta od tuku pp' krzywej K nie wiecej niz o trzy $rednice
tego tuku.

Dowo6d. tuk pp' krzywej K zamknijmy w obszarze ograniczonym przez
tamang zamknietg M majaca Srednice nie wiekszg niz trzy Srednice tuku pp'.
Niech pqg i p'g" beda odcinkami lezagcymi poza punktami p i p* w H i G. Niech
L bedzie tamang t3czacg w G punkty q i g'. Skré¢my (rys. 101) tamang L
tak, by nie wykraczata poza obszar H ograniczony przez M. Otrzymujemy
zapowiedziang tamana.

Lemat 4. Niech p0,..., pk p0bedg punktami lezagcymi na krzywej K w porzadku
cyklicznym osiagalnymi prostoliniowo z obszaru G. Istniejg odcinki p0qgO...... pkgk
roztaczne ze sobg, lezace poza punktami pO0,..., pkw obszarze G. Istnieje tamana
zamknieta ¢fo9i---<Mo zawarta w G, ktérej odcinki gjgj+1 sg odlegte od tukow
PjPj+i krzywej K nie wiecej niz o trzy $rednice najwiekszego z tych tukow.

Dowo6d. Kazdy z dwu punktow g} i gj+! zbudowanych dla punktéow
Pj i Pj+1,jak w lemacie 3. potagczmy w G ftamang odlegty od tuku PjPj+i o nie
wiecej niz trzy Srednice tego tuku, istniejagcg na mocy tego lematu. Suma tych
tamanych, po odrzuceniu zbednych odcinkdw i odpowiednio matych modyfi-
kacjach wokdt punktéw g} (rys. 102), jest zapowiedziang tamang.



Twierdzenie Schoenfliesa (1906)(8). Niech K bedzie krzywa zamknietg i niech
S bedzie okregiem, lezacymi na ptaszczyZznie. Homeomorfizm krzywej K na okrag
S ma przedtuzenie do homeomorfizmu ptaszczyzny na siebie.

Dowdd. Niech h bedzie danym homeomorfizmem K na S. Niech G bedzie
sktadowg ograniczong dopetnienia krzywej K do ptaszczyzny. Niech Q bedzie
kotem ograniczonym przez S.

Niech ele2>.. bedzie ciggiem liczb dodatnich dgzacym do zera.

Wezmy liczbe dodatnig 51t istniejgcg wobec ciagtosci h, o tej wiasnosci, ze
d(h(u), h(v)) < elt jedli d(u, v) < 6t. Przyjmijmy, ze &X< 1

Rys. 103. Twierdzenie Schoenfliesa: pierwszy krok konstrukcji

Rozmies¢my na K punkty pO0,..., pk p0w porzadku cyklicznym tak, by tuki
PjPj+i na K mialy $rednice /3. Wybierzmy te punkty przy tym tak, by
byly osiaggalne prostoliniowo z G, co jest mozliwe wobec lematu 1. Niech pjqj
beda odcinkami o diugosci » (X 3 lezacymi — poza ich koricami pj — w ob-
szarze G.

Utwdérzmy tamang q0... gkq0 zawartg w G, spetniajgcg warunki lematu 4.
Obszary Gj ograniczone przez PjPj+i qj+i gj majg Srednice < 6lt &~ 1, na
mocy wspomnianego lematu.

Z punktéw h(p0),... ,h(pk na okregu S wystawmy ku Srodkowi kota
Q odcinki h(pj)aj o dtugosciach < e* mniejszych niz promien kota. Z uwagi na
dobdr (5Xodlegtosci h(pj) od h(pd+1) sg ~ el, wiec obszary ograniczone przez
h(pj)h(pj+1)aj+! aj majg Srednice < 3et (rys. 103).

® A. Schoenflies, Beitrdge zur Theorie der Punktmengen, Mathematische Annalen 62
(1906), s. 286—328. Twierdzenie Schoenfliesa mozna wyprowadzié réwniez z twierdzenia Riemanna
0 odwzorowaniach konforemnych kota |z| < 1; por. . LPriwatow, Wwiedienije w tieorijufunkcji
kompleksnogo pieriemiennogo, Moskwa—Leningrad 1948, s. 391. Sam Riemann nie dowiddt swego
twierdzenia. Dow6d podat Carathdodory(1913):C. Caratheodory, Uber die Begrenzung
einfach zusammenhangender Gebiete, Math. Annalen 73 (1913), s. 323—370.

Dowdd twierdzenia Schoenfliesa mozna znalez¢ w ksigzce M. H. A. Newmana, Elements of
the topology of plane sets of points, Cambridge University Press, 1951; dowdd mozna réwniez
znalez¢é w ksiazce H. Zieschanga,E. VogtaiH. D. Coldeweya, Powierchnosti i razrywnyje

158 gruppy, Moskwa 1988 (trum. z wydan niemieckich, 1980, 1981 s. 240—259).



Homeomorfizm h przedtuzamy na tuki PjQj i na tamang g0...qkqoO tak, by
odcinki pjqj przeszty na odcinki h(p-)aj, a tamana q0...gkgo na tamana
a0...aka0. Nastepnie tak otrzymany homeomorfizm przedtuzamy na podob-
szar H obszaru G ograniczony tamang q0...gkqo> tak aby ten obszar przeszedt
na podobszar kota ograniczony tamang a0...aka0, co mozna zrobi¢, postu-
gujac sie wielokatowq wersjg twierdzenia Schoenfliesa (patrz wykfad 1, s. 36).

Naszym celem jest przedtuzenie otrzymanego juz homeomorfizmu — nadal
jest oznaczany przez h — na podobszary Gj obszaru G, tak by przeszty na
podobszary kota Q ograniczone przez h(pj)h(pj+1ad+laj.

Niech pp'g'q (dla skrétu opuszczamy wskaZznik) bedzie jednym z tych
obszaréw (rys. 104).

Rozwazmy podobszar kota Q wyznaczony przez punkty h(p), h(p'), h(q’)
i h(g).

Niech 62 > 0 bedzie wobec ciagtosci h dobrane tak, by d(h(u), h(v)) < e2,
jesli d(u, v) < €; niech bedzie przy tym S2< 1/2.

Rozmies¢my na tuku pp' punkty p = po>Pi.———.pr —p' NnUMerowane zgod-
nie z porzadkiem na tym tuku, aby S$rednice tukéw PjPj+i byly ~S2/3
Wybierzmy te punkty przy tym tak, by byly prostoliniowo osiggalne z obszaru
G, co jest mozliwe na mocy lematu 1. Niech pjgj beda odcinkami lezacymi
— poza ich koincami pj — w obszarze ograniczonym przez pp'q'q i majacymi
dtugosci < £2/3, z tym ze za odcinki p0q0 i pr<tr (skrajne) bierzemy odpo-
wiednie pododcinki odcinkéw pg i p'q" wystawione z punktéw p i g
w poprzednim kroku konstrukcji.

o ez = e g Po=hfey

G
« 1M S| Y
Q

Rys. 104. Twierdzenie Schoenfliesa: drugi krok konstrukcji

Lemat 3 zapewnia istnienie tamanej q0..-qr tgczacej w obszarze ograniczo-
nym przez pp'q'q punkty qo0 i grtak, ze obszary zamkniete przez pjqjagj+Ipj+I
majg Srednice < 62, 62°1/2.

Z punktdw h(p) = h(p0), h(px)...... h(pr) = h(p") na tuku h(p)h(p’) okregu
S wystawmy ku Srodkowi kota Q odcinki h(pj)aj o dtugosciach < €2, ktérych
korice aj lezg w obszarze zamknietym przez h(p)h(p')h(g’)h(g); ten ostatni
warunek nie dotyczyj = 0ij = r (f. odcinkéw skrajnych): odcinki h(p0)h(q0)
i h(pnh(qr) sa obrazami odpowiednich odcinkéw p0q0 i prqgr i lezg na odcin-
kach wystawionych ku $rodkowi kota Q z punktéw pO i pr na poprzednim
kroku konstrukcji.
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Homeomorfizm h przedtuzamy na odcinki pjaj i tamang q0..qr tak, by
odcinki p~j przeszty na odcinki h(pj)aj, a tamana q0..qr na tamang ao0...ar.
OkreSlony w ten spos6b homeomorfizm przeprowadza tamang zamknietg
qq0...qrq" na tamang zamknietg h(q)a0...arh(g). Ten homeomorfizm prze-
dtuzamy na obszary ograniczone przez te tamane. Istnienie przedtuzenia
jest konsekwencja wielokgtowej wersji twierdzenia Schoenfliesa; obszar,
i jego obraz, na ktory zostat przedtuzony homeomorfizm h, jest na rys. 104
zacieniowany.

Dalsze postepowanie polega na przedtuzeniu otrzymanego dotagd homeo-
morfizmu na podobszary obszaru G ograniczone przez Pjgjgj+iPj+i tak, by
przeszty na podobszary kota Q ograniczone przez h(pj) h(qj) h(gJd+I) h(pj+1),
okre$lone w drugim kroku konstrukcji. Powtarzamy w tym celu postepowanie
z drugiego kroku konstrukcji w zastosowaniu do tych obszaréw z liczbg e3
z danego na poczatku ciggu. Kontynuujac to postepowanie w dalszych
krokach, przedtuzamy h na caly obszar G. Wzajemna jednoznaczno$¢ od-
wzorowania i ciggtos¢ jest zapewniona tym, ze $rednice obszaréw, na ktore sie
przedtuza w kolejnych krokach odwzorowanie h, jak rowniez S$rednice ich
obrazéw, sag ograniczone przez liczby ciggu dazacego do zera.

Byt to dowdd twierdzenia Schoenfliesa.

Twierdzenie Schoenfliesa stwierdza w szczegdlnosci, ze obszar ograniczony
przez krzywa zwyktg zamknietg jest homeomorficzny z wnetrzem kola; dotyczy to
réwniez obszaru zewnetrznego, jesli ptaszczyzne dopeini sie do sfery punktem
w nieskonczonosci.

Prostym wnioskiem z twierdzenia Schoenfliesa jest twierdzenie o za-
chowaniu otwarto$ci w wymiarze 2, ktére w petnej ogdlnosci otrzymalismy
jako wniosek z twierdzenia Spernera o zamocowaniu.

Wyprowadzenie twierdzenia o zachowaniu otwartos$ci
w wymiarze 2 z twierdzenia Schoenfliesa(9. Niech U bedzie
podzbiorem otwartym ptaszczyzny E2 Niech p e U. Niech h : U -» E2 bedzie
homeomorfizmem U na h(U). Niech Q bedzie kotem o $rodku p zawartym
wraz ze swym okregiem S w zbiorze U. Jedli pokazemy, ze zbiér h(Q — S)
jest otwarty, to wobec dowolnosci p w U, dowodd otwartosci h(U), a wiec
i dowdd twierdzenia, bedzie zakonczony.

Odnotujmy, ze zbiér h(Q — S) jako obraz zbioru spdjnego jest spojny.

Ograniczmy rozwazania do homeomorfizmu h\Q. Korzystajac z twier-
dzenia Schoenfliesa (uwaga po dowodzie zasadniczej wersji), przedtuzmy h\Q
do homeomorfizmu g : E2~ E2. Mamy

g(E2- S)=9g(Q - Sug(E2- Q = h(Q - S)u g(E2- 9)

9> Dowod poprzez twierdzenie Schoenfliesa byt pierwszym dowodem, takze w szczeg6lnym
przypadku wymiaru 2, twierdzenia o zachowaniu otwartosci. W kilka lat po Schoenfliesie dowdd
juz dla dowolnego wymiaru podat Brouwer.



W tym wzorze sktadniki sumy, w szczegdlnosci zbior h(Q — S), sg otwarte,
bo g jest homeomorfizmem i przenosi zbiory otwarte ptaszczyzny, Q — S
i E2 — Q, na otwarte.

Homeomorfizm miedzy tukami lezacymi na plaszczyznie przediuza sie
do homeomorfizmu ptaszczyzny na siebie. Jest to jeszcze jedno twierdzenie
z kregu (tak je nazwijmy) twierdzen schoenfliesowskich. Dowdd moze byé
przeprowadzony analogicznie do podanego wyzej dowodu dla krzywej zwyklej
zamknietej (jeden z tukoéw, bez ograniczenia ogdlnosci, moze by¢ dany
w postaci odcinka prostoliniowego), ale trzeba poradzié¢ sobie w nim z pewng
osobliwoscig tukow, jaka sg ich korice. Mozna réwniez postuzy¢ sie twier-
dzeniem Schoenfliesa, ktorego dowiedlismy, przediuzajagc dany homeomor-
fizm miedzy tukami do homeomorfizmu miedzy krzywymi zamknigtymi.
Sprowadza sie to do prostego zadania geometrycznego: przedtuzy¢ tuk
na plaszczyznie, nie wychodzac z ptaszczyzny do krzywej zwyklej zamknie-
tej. Zadanie zawiera w sobie pewng trudnos$é, bo koniec tuku moze miec¢
potozenie osobliwe, podobne do potozenia konca spirali r = I/e; dowdd:
Kerekjartd, Vorlesungen...,, s. 69.

Rowniez homeomorfizmy miedzy zbiorami Cantora przedtuzajg sie do
homeomorfizmu ptaszczyzny(10).

Bardzo proste przykiady pokazuja, ze twierdzenia schoenfliesowskie nie
przenoszg sie nawet na grafy: homeomorfizm miedzy grafami potozonymi na
ptaszczyznie tak, jak pokazuje rys. 105, nie przedtuza sie do homeomorfizmu
ptaszczyzny.

Rys. 105. Twierdzenie Schoenfliesa
nie przenosi sie na grafy

Grafy te sg homeomorficzne, ale sg na plaszczyznie potozone inaczej.

Dwie sinusoidy zageszczone lezace na ptaszczyznie mogg by¢ na niej inaczej
potozone, co ilustruje rys. 14. Punkty odcinka zageszczenia sinusoidy (b) nie sa
osiggalne tukiem z dopetnienia, inaczej niz punkty odcinka zageszczenia
sinusoidy (a).

<I0> Twierdzenie Moore’a; R. L. Moore, Conditions under which one of two given closed linear
sets may be thrown into the other one by a continuous transformation ofa plane onto itself, American
Journal of Mathematics 48 (1926), 67—72. Twierdzenie o zbiorach Cantora wyprowadza Moore
z twierdzenia (por. przypis 12), wedtug ktérego homeomorfizm miedzy zbiorami domknigtymi
lezacymi na tukach daje sie przedtuzy¢ do homeomorfizmu ptaszczyzny, oraz z twierdzenia, wedtug
ktérego przez zhiér Cantora lezacy na ptaszczyznie daje sie poprowadzi¢ tuk; na temat tego
drugiego twierdzenia por. uog6lnienie Whybuma (1932). Jak dalece mozna w twierdzeniu Moore’a
odej$¢ od zatozenia plaskosci, patrz K. Omiljanowski i H. Patkowska, On the continua
which are Cantor homogeneous or arcwise homogeneous, Colloquium Mathematicum 58 (1990),
201—212. Inny dowdd twierdzenia Moore’a, por. Topologie Il Kuratowskiego, Warsza-
wa—Wroctaw 1950, s. 383.

11 Wyktady z topologii
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Rys. 106. Inaczej potozone sinusoidy zageszczone

JeSli A i B sg podzbiorami przestrzeni X i istnieje homeomorfizm
przestrzeni X na siebie, przeprowadzajagcy A na B, to méwimy, ze zbiory
A i B s3 jednakowo potozone W X.

Z dowiedzionych i przytoczonych twierdzen schoenfliesowskich wynika
w szczegoélnosci to, ze kazde dwie krzywe zwykle zamkniete, kazde dwa
tuki, kazde dwa zbiory Cantora sg jednakowo potozone na plaszczyz-
nie.

Te twierdzenia schoenfliesowskie prze-
stajg by¢ prawdziwe w E3. Jest fizyczng
oczywistoscig, ze twierdzenie Schoenfliesa nie
jest prawdziwe dla krzywych zwyklych za-
mknietych: homeomorfizm krzywej tworza-
cej wezet (tzw. koniczynowy z rys. 107) na
okrag potozony w E3 w sposéb zwykty (np.
dany réwnaniamiz = 0ixz + y2 — 1) nie
daje sie przedtuzy¢ do homeomorfizmu E3

Rys. 107. Najprostszy wezet na siebie, chociaz od wyobrazer do dowodu

nie jest blisko(U).

Raczej nieoczekiwane jest to, ze zbiory Cantora mogg by¢ w E3 inaczej
potozone niz jakikolwiek zbidr Cantora potozony na prostej w E3 (np. na osi
x-0w). Wiadomo, ze przez kazdy zbiér Cantora potozony w E3 mozna
przeprowadzi¢ tuk(12), wiec z istnienia w E3 zbioru Cantora tak potozonego
wyniknie tez istnienie tuku potozonego inaczej (niz np. odcinek na osi
wspotrzednych).

<n) Grupa podstawowa dopetnienia wezta koniczynowego jest nieabelowa (Max Dehn,
1910). Grupa podstawowa dopetnienia okregu w zwyktym potozeniu jest izomorficzna z grupg
liczb catkowitych.

<12 Jest to dawne twierdzenie pochodzace od F. Riesza (1906), przeniesione na prze-
strzen E3 przez A. Denjoya (1910), a nastepnie na kontinua lokalnie spéjne bez punk-
téw rozspajajacych lokalnie przez Kline’a i Moore’a (1918); dokfadniejsze cytowania
mozna znalez¢é w: Topologie Il Kuratowskiego (wyd. z 1950 r.) na s. 385, a dowod
dla ptaszczyzny i komentarze w ksigzce W. W. Gotubiewa, Lekcji po analiticzeskoj tieorii

dijferencjalnych urawnienij, Moskwa—Leningrad 1950, a takze Kerekjarty w Vorlesungen...,
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Przyktad Antoine’a (1920)(13). W torus Tpotozony w E 3 wpisujemy
torusy roztaczne, zaczepione o siebie, tak jak na rys. 108, ktérych
Srednice nie przekraczajg liczby a « $rednica T, gdzie a jest ustalong liczbg < 1
W kazdym torusie 7) powtarzamy to postepowanie z iloscig toruséw wpisa-
nych by¢é moze zalezng odj. Postepowanie kontynuujemy. W przekroju ciagu
sum toruséw z kazdego szczebla konstrukcji dostajemy zbiér Cantora. Zbior
ten ma potozenie inne niz zbiory Cantora potozone na prostej w E3. W dopel-
nieniu tego drugiego, krzywe zwykte zamkniete sg deformowalne do punktu;
w dopetnieniu pierwszego sg krzywe zamkniete na przykiad te, ktore sg
zaczepione o T,jak na rys. 108, ktére w tym dopetnieniu nie sg deformowalne
do punktu. Mowi sie tez, ze tuk przeprowadzony przez zbiér Antoine’a
— nazywany lukiem Antoine'a — ma nietrywialng grupe podstawowg*14)
swojego dopetnienia. Dowodu nie bedziemy przeprowadzaé.

Rowniez sfera dwuwymiarowa w £ 3 moze by¢ inaczej potozona niz sfera
w swoim zwyktym potozeniu |x| = 1 Przykiad tego rodzaju sfery byt podany
przez Alexandera (1924)<15).

Istniejg tuki w E 3 potozone inaczej i majace trywialne grupy podstawowe
swoich dopetnien (A. Kirkor, wild. 0-dimensional sets and the fundamential
group, Fundamenta Mathematicae 45 (1958), s. 228—236).

(13 L. Antoine, Sur ihomiomorphie defigures el leurs voisinages, Journal de Mathematique
4 (1921), s. 221—325. Zjawisko Antoine’a przenosi sie na wyzsze wymiary; W. A. Blankenship,
Generalization of a conduction of Antoine, Annals of Mathematics 53 (1951), s. 276—297.

(14) Grupie podstawowej jest poswiecony nastepny wyktad.

<5 J. W. Alexander, An example ofa simply connected surface bounding region which is not
simply connected, Proceedings of the National Academy of Sciences 10 (1924), s. 8—10.
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WYKEAD 8. Drogi i petle « Ich dodawanie
 RoOwnowaznos¢ ¢ Grupa podstawowa ¢ lzomorfizmy
grup wyznaczone przez drogi ¢ Zaleznos¢ od punktu
wyroznionego e Przestrzenie jednospdjne ¢ Homomor-
fizmy wyznaczone przez odwzorowania ciagte ¢ Punkt
widzenia teorii kategorii

Przez droge w przestrzeni X, tgczacg punkty x0 i x1( rozumiemy od-
wzorowanie ciggle odcinka liczb rzeczywistych w przestrzen X, przy ktérym
poczatek odcinka przechodzi w x0, a koniec w xt. Waznym sprawdzianem
budowy przestrzeni jest to, ze drogi taczace dwa punkty przestrzeni dajg sie
z zachowaniem koricéw zdeformowac¢ homotopijnie jedna do drugiej. Niemoz-
liwos¢ tego rodzaju deformacji Swiadczy o pewnym odstepstwie od prawid-
towej budowy, jakg majg na przyktad peine przestrzenie euklidesowe i ich
podprzestrzenie wypukie, w ktorych tego rodzaju deformacje — jak zobaczymy
— dajg sie przeprowadzi¢. Przeszkoda do ich przeprowadzenia pojawia sie
wtedy, kiedy z plaszczyzny usunie sie punkt albo kiedy z przestrzeni troj-
wymiarowej usunie sie prostg (rys. 109).

)

Rys. 109. Paszczyzna z usunietym punktem (a); przestrzen z usunieta prostg (b)



Drogi wracajagce do punktu wyjscia, przypadek x0= xit sg nazywane
petlami.

W pewnych zakresach przestrzeni zachowanie sie drdg i petli ze wzgledu na
wspomniane mozliwosci deformacji homotopijnych determinuje przestrzen
z doktadnoscia do homeomorfizmu. Tak jest w zakresie powierzchni, tj.
rozmaitosci dwuwymiarowych zamknietych. Tego sie dowodzi(l). W wymiarze
3trudnosci sg wieksze: hipoteza Poincarego — dotad nie potwierdzona
ani nie obalona — glosi, ze rozmaito$é tréjwymiarowa zamknieta, w ktérej kazda
z dwoch drog moze by¢ zdeformowana jedna do drugiej za pomoca homotopii
zachowujacej kornce — wiasno$¢ nazywana jednosp6jnoscia — jest homeomor-
ficzna ze sferg S3(2). To, ze sfery Sn n” 2 sg jednospojne, bedzie dowiedzione
w tym wykiadzie.

Zwroémy uwage na to, ze drogi i petle s obiektami skierowanymi.
W okresleniu drogi jest wazny nie tylko zbiér, po ktérym droga biegnie, lecz
takze parametryzacja.

Ustalmy, ze drogi beda mialy za dziedzine odcinek jednostkowy
7={s:07s"1}. Droga w przestrzeni X od punktu x0 do punktu xt jest
wiec odwzorowaniem ciggtym a:1-*X takim, ze (0 = xo0 i ct(1) = x1

Drogi a i t od x0 od xx nazwiemy réwnowaznymi — piszemy wtedy
a~t — jesli istnieje homotopia H :1 x I -*X taka, ze

H(s, 0)= <r(s) i H(S, )= (s

dla kazdego s, i przy tym taka, ze H (0, t) —xo0 i H (1, t) = x1dla kazdego t.
Mowimy, ze jest to homotopia zachowujgca konce.
Jesli x0 = x1(to droge nazywa sie petla
w punkcie x0 (w punkcie xX).
Relacja ~ jest rownowazno$cig. tat-
we sprawdzenie pomijamy.
Drogi mozna ze sobg taczyé — do-
dawaé. JeSli  a:l1-»X jest droga
>
Kys. 110. Jesli przez ht oznaczy¢ gg ))((02 d?o th(fa adrtog.]il w;/(zng:z)gjalq (:jdro;g
droge dang wzorem ht (s) = H(s. t), g :
0<s< 1 tohO=aihi —x Kazda a+ t, taczacg x0 i x2, okreSlong wzo-
z drég ht taczy punkty x0 i xt rami

(D) Twierdzenie z teorii powierzchni. Dow6d mozna ztozy¢ np. z twierdzeri dowiedzionych
w ksigzce W. Masseya, Algebraic Topology; An Introduction, 1967, rozdz. IV. 5.

m Przez rozmaito$¢ zamknieta rozumie si¢ przestrzen zwartg T2, ktorej kazdy punkt ma
otoczenie homeomorficzne z wnetrzem kuli euklidesowej; z twierdzenia Brouwera o zachowaniu
otwartosci wynika, ze wymiary kul, o ktérych mowa, sg wszystkie takie same; przyjete warunki
implikujg osrodkowos$¢, a w rezultacie metryzowalno$¢. Rozmaitosci wymiaru 2 sg nazywane
powierzchniami.
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(Ff-ft) ff(2s), jes’li_ Os
[t(2s — 1), jesli

Okreslenie jest tak pomys$lane, by droga a + t byla nadal okre$lona na
odcinku jednostkowym.

Twierdzenie. Jesli ama' i t =*t', to
cfFt~<+1t.

Dowdd. Jesli F jest homotopig reali-
zujacg rownowaznos¢ ff~n',aG homo-
topig realizujgca rownowaznosét t', to
homotopie H realizujgcg rdwnowaznosé
a+tcoa + x okreSlamy wzorem

Rys. 111. Droga a + r

H(s t)= IF72s> Jesli 0~ s < 1/2,
[G2s —1, 0, jesli 1/2<s< 1

dla wszelkich t.
tatwo sprawdzi¢ poprawno$é okreslenia
(zgodno$¢ wzoréw dla s = 1/2) i to, ze
homotopig H zachowuje konce x0 i x2, co
wynika stad, ze homotopie F i G zachowujg

konce drog.
F G Dowiedzione twierdzenie pozwala na
\ przeniesienie dodawania drdg na klasy drog
rownowaznych.
Niech a = [cr] bedzie klasg drdg row-
o 8 ] 7 nowaznych drodze a od x0do xlsa B = [«]

klasg drog rownowaznych drodze od xx do
Rys. 112. Homotopig H jest pota-  x2. Okreslamy a + B jako klase drog row-
czeniem homotopii F i G nowaznych drodze a + « od x0 do x2; mamy

@ a+R=[ff+T]

Prawa strona nie zalezy od wyboru reprezentantéw w klasach a i &, co
wynika z dowiedzionego twierdzenia.

Twierdzenie. Dodawanie klas réwnowazno$ci drog jest taczne: a+ (R + y) =
@+B) + y

Dowéd. Niech a= Jer], BR=1«aq i y=[?”]. Mamy wykazaé, ze
a (r+ th~ (a+t)+ . Homotopig realizujgcg te réwnowaznos$¢ jest od-
wzorowanie H dane wzorami

'ff(4s/(l + 1)), jesli 0 < 1+ t)/4,
H(s, ) = t(4s—1—t), jesli L+ t)/4 < (2 + t)/4,
U(4s- D/ + B),jesli 2+ 0/4 < s < 1L



Jesli a : 1 =X jest drogg od x0 do Xj, to odwzorowanie — a : I X
okreslone wzorem

jest drogg od xx do x0; nazywamy je droga przeciwng do a.

Twierdzenie. Jesli a ~ a', to —a~ —d.

Dowo6d. Jesli H jest homotopig realizujgcg réwnowaznos¢ a ~ cr, to
homotopig realizujacg rownowazno$¢ —a ~ —c' jest odwzorowanie G dane
wzorem G(s, t) = H (I —s, 1).

To twierdzenie pozwala przenies¢ operacje ,—” na klasy drég réwno-
waznych: jesli a = [cr] jest klasg drég rGwnowaznych drodze a, to przyjmujemy

@) - a=[-0-].

Jeslia :/ -» X jest drogg zaczynajgcg sie w x0, to potgczenie o + (—a) jest
petla w xO0.

Ustalmy punkt. Oznaczmy przez 0 klase réwnowaznos$ci drog, do ktdrej
nalezy droga stata w tym punkcie.

Twierdzenie, a + (—a) =0.

Dowdd. Niech o : 1->X, a(0) = x0, bedzie reprezentantem klasy a.
Okreslimy homotopie zaczynajacg sie od drogi zerowej w x0 i konczacej sie na
petli o+ (— cn, tj. na petli okre$lonej wzorami

cr(2s), jesli O™ s~ 1/2,
cr(2s—1), jesli 1/2<s< 1

Petli zerowej pozwalamy stopniowo narastac tak, ze w chwilit, 0 t~ 1,
jest ona petlg



<r(2s), jesSli OsEs =pt/2,
H\s>t) —. cr(t), jesli  t/2 "~ s (2—1)/2,
Ff(2- 2), jesli 2—t)/2<s< 1

Przy ustalonym t wzér na H (s, t) przedstawia petle, ktéra na odcinku
0~ s”™ t/2 ma przebieg ten, co droga od jej punktu poczatkowego do jej

punktu Na odcinku t/2" s” (1 —t)/2 przyjmuje warto$¢ stalg
o(t) = —ff(l —t), na odcinku (2 —t)/2 *s ~ 1 ma przebieg powrotny po
drodze —a.

Dla t —1 wzér na H daje petle <+ (—a), a dla t = 0 petle zerowg w x0.
Ciagtos¢ odwzorowania H wynika stad, ze jest ono potaczeniem od-
wzorowan ciggtych na trojkatach I, 11 i Il (por. rys. 6), zgodnych w punktach

Twierdzenie. a+ 0=0+ a = a.

Dowo6d. Niech a : I-*X bedzie
drogg od x0 do xIt reprezentujaca Kkla-
se rébwnowaznosci a. Niech xt oznacza
droge zerowg w Xj. Wykazemy, ze
a~ a+ Xj. Homotopig realizujgcg row-
nowaznos¢ jest odwzorowanie H dane
wzorami:

0-@s/(1 + 1), jedli 07~ s< (L + )2,
xI5jesli L+t~ sA L

DowiedliSmy w szczegdlnosci, biorac x0= xu ze a + 0 = a. Dowdd réwno-
168 Sci 0 + a = a przebiega podobnie.



Ustalmy punkt x0 w przestrzeni X. Zbior (X, x0) klas réwno-
waznosci relacji ~ na zbiorze petli w x0 jest grupg ze wzgledu na
(okreslong wzorem (1)) operacjg +, dla ktorej (okreslona wzorem (2))
operacja — jest operacjg przejscia do elementu przeciwnego, a klasa 0 petli
réwnowaznych petli zerowej jest elementem neutralnym. WykazaliSmy bo-
wiem, ze

©) at B+y)=(a+R)+y,
) a+(-a=(-a+a=0,
oraz ze

©) a+0=0+a=a

Zbior n1(X, x0) z dziataniem + jest nazywany grupa podstawowg prze-
strzeni X W punkcie X0<3.

Jesli dwa punkty w X dajg sie potgczy¢ drogg, to grupy podstawowe
przestrzeni X w tych punktach sg izomorficzne. Bedzie to wniosek z twier-
dzen, ktére teraz udowodnimy. Wyniknie stad, ze jeSli przestrzen X jest
tukowo spoéjna (4), to z dokiadnoscig do izomorfizmu grupy podstawowe
we wszystkich punktach przestrzeni sg te same i wtedy mozna moéwi¢ o grupie
podstawowej przestrzeni X. Grupa ta bedzie oznaczona symbolem 7t1(JQ

Przechodzac do szczegotow, niech
(@ : 1 -* X bedzie drogg od x0 do xt.
Jesli a jest petla w x0,to (—p) + a + o
jest petlg w xt.

Twierdzenie. Je$li  a~a', to
(—@+ a+ (p2'(—=¢) + (r'+(p.

Dowdd. Jesli F jest homotopig
taczaca a i &, to homotopig t3czacy

Rys. 116. Petla (-<p) + € + ¢ (—e) + a+ ti(—@+a + (pjest od-

wzorowanie dane wzorem

1—3s), jesli 0~ s< 1/3,
(3s- 1), jesli 13< 213,
3- 2),jesli 2/[3<s< L

(3 Pojecie grupy podstawowej, dalekie od obecnej formy, pochodzi od Poincarego;
Henri Poincare, Analysis situs, J. Ecole Polytechnique 1 (1895), s. 1—121. O poczatkowym
okresie teorii por. B. Chandler i W. Magnus, The history of combinatorial group theory,
Springer, 1982.

Grupa podstawowa jest pierwszg sposrod wprowadzonych po6zniej przez Witolda Hurewicza
grup homotopii \(H), do ktorych okre$lenia stuza odpowiednio rozumiane klasy homoto-
pii odwzorowan sfer S" w przestrzen X\ teoria wylozona miedzy innymi w ksigzce An
Introduction to Homotopy Theory (Cambridge University Press, 1953) P. J. Hiltona.
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Z twierdzenia tego wynika istnienie odwzorowania <pt wyznaczonego przez
(p — zbioru 7ii(X, x0) w zbiér n~X, xxX) — okre$lonego wzorem

<) = [(-<P) + o+ (d

dla a nalezagcych do 7U(X, x0), gdzie a jest petlg reprezentujgcag element a.
Twierdzenie. Odwzorowanie €+ jest izomorfizmem.
Dowo6d 1e jesthomomorfizmem. Niech a it bedg petlami w x0. Nalezy
wykazac, ze e+ ([<]) + <p# ([t]) = <p+ fI>] + [t]).
Wynika to z réwnosci

(-tp) + (M+(P)) + ({-(P) + x+ (PP S&= ((-cp) + @) + (&+ (-e>)) + (t + €)=
((-e>)++ (t+ Psa=(-cp) + («+ 1)+ @

wynikajgcych bezposrednio z wzoréw (3) — (5).
2. e>tjest izomorfizmem. Homomorfizmem odwrotnym do <pt jest (—<p)+.
Dla dowolnej petli a w x0 mamy bowiem

P+ ((<?) + fi+ D)+ (-<P) -

na mocy rachunku podobnego do poprzedniego, a dla dowolnej petli t w Xi
mamy

(<) +@+rto+{-(p)+9=r1

Twierdzenie. Jesli qsa\l, to =\fi .
Dowod. Niech F bedzie homotopig taczaca drogi i \j. Odwzorowanie
H dane wzorem

(1 —3s, 1), jesli 0<sn 13
rGs- 1) jedli 13< 203,

TEs- 20 23<sn 1
dla 0~ t” 1, jest homotopig taczaca drogi —e + a + ¢ | —iz+ a+ il

* * *

Przestrzenie (fukowo spojne), ktérych grupa podstawowa jest trywialna, sg
nazywane przestrzeniami jednospojnymi<).
Twierdzenie. Przestrzenie $ciggalne sg jednospdjne(5).

<) Zatozenie lukowej spojnosci jest rownowazne zatozeniu, ze kazde dwa punkty przestrzeni
dajg sie potaczy¢ droga (por. przypis (2) do wyktadu 5).
<> Brzeg obszaru plaskiego ograniczonego, w ktérym wszystkie petle sa zerowe, ma jedna
sktadowa; stad nazwa jednospéjnos$é. Sa obszary dwuspoéjne, np. pierscien ptaski, ktorych brzegi
majg wiecej niz jedng sktadowa, co wskazuje, jak rozumie¢ n-spéjno$¢. Terminologia pochodzi
jeszcze od Riemanna. W przestrzeni ten zwigzek miedzy grupa podstawowa a budowa brzegu
170 obszaru zatraca sie.



Dowdd. Niech X bedzie przestrzenig $ciggalng. Niech a bedzie punk-
tem przestrzeni X. Niech H bedzie deformacjg przestrzeni X do punktu a.
W trakcie tej deformacji punkt a przebiega petle wracajaca do a, dang wzorem
z(t) = H(a, t), 0™ tsg L

Dla dowodu, ze grupa nLX, a) jest trywialna, rozwazmy dowolng
petle <« w punkcie a Pokazemy, ze (ttza, jeSli da sie wykaza¢, ze
a 72t 4-(-1t).

Homotopie G tgczacg petle a i x + (—t) okresla wzor

(s), jeSli 0 < s”™ t/2,
(ags/(l - t)..- ®2)I(1 - O, jesli t/2 < s~ 1—(1/2),
t(2 —2s), jesli 1 —(t/2)<s< 1L

Rys. 117. ff —t (—)

Twierdzenie odwrotne nie jest prawdziwe. Wiemy, ze sfery S" nie sg
Sciggalne. Tymczasem,

Twierdzenie. Sfery Stt, n > 2, sg jednospdjne.

Dowo6d. Niech a : I -*Sn bedzie petla w punkcie a. Niech T bedzie
triangulacjg sfery Sn taka, ze a jest jednym z jej wierzchotkéw. Patrzac
na dowdd twierdzenia o aproksymagi symplicjalnej, widaé, ze mozna tak
dobra¢ aproksymage g petli a, by g(0) = g(1)= a. Punkty 0 i 1 nalezg
do ff- 10OWKJfl) i przy dostatecznie drobnym podziale P odcinka 1 jest
gw/P0a c~i(gwma) i gw\P\l cza~1(gwmaY6). Homotopie H miedzy a i g

<9 W dowodzie mozna by sie postuzyé, chociaz jest to $rodek dla tych celéw zbyt mocny,
zrelatywizowang wersjg twierdzenia o aproksymacji symplicjalnej, dang przez Zeeman g,
cytowang w wykladzie 2 (s. 61).

Niektore ksigzki z wyktadem teorii grupy podstawowej: R. H. Crowell i R. H. Fox,
Introduction to Knot Theory, 1963 (ttum. ros. z 1967 r.); C. Ko$ni owski, A first course in
algebraic topology, Cambridge University Press 1980 (tlum. ros. z 1983 r.); M. J. Greenberg,
Wyktady z topologii algebraicznej (thum. z ang.), Warszawa 1980.
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da sie okreslic wtedy wzorem H (X, t)=tg(x) + 1 —t)<(x), 0< t< I
jest przy tym H (0, t) = H(1, t)= a dla kazdego t, wobec g(0) = gr(l) = a
i ff(0) = ct() = a. Mamy wiec a = g w sensie réwnowaznosci petli. Obraz
petli g, kawatkami liniowej, nie pokrywa sfery S", jesli n~ 2. Petla g zatem
jest zerowa, poniewaz mozna jg zdeformowaé do punktu a wraz z calg sferg
Sn po usunieciu zen spoza obrazu petli g.

W nastepnym wykltadzie zobaczymy, ze grupa podstawowa okregu S1 nie
jest trywialna, tj. ze okrag nie jest jednospdjny.

Jednospéjnos¢ byla zapowiedziana na wstepie przez warunek polega-
jacy na tym, ze kazde dwie drogi tgczace dwa dowolne punkty sg ze
sobg réwnowazne, a potem byta okreslona warunkiem zerowania sie
grupy podstawowej, ktéry wynika z poprzedniego. Okre$lenia sg rowno-

wazne.
Dla dowodu wystarczy wiedzie¢, ze:
Drogi a i « tgczace punkty x0 i sgq réwnowazne, jesli petla ff+ (— ) jest

rownowazna zerowej.

Uwaga przed dowodem: Wynikanie odwrotne jest prawdziwe, ale
jego prosty dowod jest opuszczony, poniewaz nie bedziemy zen w dalszym
ciagu korzystac.

Dowo6d. Niech H bedzie homotopig realizujgcg rownowaznos$¢ petli
a + (—t) z petlg zerowg w x0. Petla a + (—t) zapisuje sie wzorem

a homotopig H spetnia warunki

H{s, 0) = x0 i H(s, )= (& + (-t))(s)

H(L t) = x0
dla0 <t< 1L
Niech t] : I -* X bedzie droga, ktorg przechodzi w trakcie homotopii
punkt xx odpowiadajacy wartosci s = 1/2 na petli a + (—%).
Mamy
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Rys. 118. Droga tj

Wystarczy, ze okre$limy homotopie G faczacg ozu] taka, ze G(0,t) = x0
i G(I,t) = x} dla kazdego t, majagc analogicznie okre$long homotopie
taczacag rj z x, przez zesztukowanie dostaniemy homotopie faczaca droge
a z droga t.

Zapowiedziang homotopie G okre$lamy wzorami

fH(u/t, t), jesli 2u~t it # 0,
i [»(Qu), jesli 2u > r,

drugi z wzoréw daje G(0, 0) —xO0; dziedzing homotopii G jest zbi6or 0 < t < 1,
O<u” 172

Mamy G(uO) = t]J(2u) = H (1/2,2u) i G(u,l) = ct(2u) dla0 < u< 1/2. Mamy
poza tym G(0, t) —x0 i G(I/2, )= H (1/2, 1) =

Pozostaje dowies$¢ ciggtosci G.

Zauwazmy najpierw, ze dla 2u =t wzory okreSlajgce G zgadzajg sie:
pierwszy daje H (1/2, t), a drugi f/(t), a wiec to samo, na mocy (6).

Wzory zapewniajg ciggto$¢ wszedzie poza (0, 0).

Wykazemy, ze H (u/t, t)-*x0, jesli u-»0 i t-»0, co zapewni ciggtosc¢
w (0, 0).

Wystarczy rozwazy¢ zakres 2u " t; jest wtedy zawsze 0 < u/t * 1/2 (wiec
(ut, f) nalezy do zakresu okreslonosci H).

Niech bedzie dane e> 0. Wobec H(s, 0) = x0 dla wszelkich s istnieje
5> 0 takie, ze jesli 0 < t < S, to odlegto$¢ punktu x0 od H(x, t) nie prze-
kracza e. Zatem odlegtos¢ H(u/t,t) od x0 zatem nie przekracza e, jesli
0<tnsS.

* * *

Niech /: X -* Y bedzie odwzorowaniem ciggtym. Jesli a: 1 -* X jest petlg
w a, to ztozenie /o a jest petlg wj\a).
Zauwazmy, ze je$li a ™ a', to foa
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Istotnie, jesli H jest homotopig realizujacg réwnowazno$¢ a ~ a’, to
odwzorowanie

G(s, t) =f(H{s, 1)), 0<t< 1, 0<s<1

realizuje rownowaznos¢ foa ~/oer'.
Odwzorowanie / wyznacza wiec odwzorowanie

[* (X, a)-*n™Y,m)

grup podstawowych, dane wzorem /* ([<r]) = [fo a], dla [ct] ¢ 7! (X, a).
Odwzorowanie  jest homomorfizmem.
Niech bowiem a i +« bedg petlami w a tatwo widzie¢, ze
fo(a + t)=foa + /ot. Stad juz zapowiedziane stwierdzenie dostaje sie pro-
stym rachunkiem:.

[e(M + M) =f0>+t])= [/lof<r+ t)] = [foa+fo T] =
= croff] + i/oT] =/*([»])+/*([t]).

Dla odwzorowania ztozonego X i 7 1 Z odwzorowanie (gof)~ jest
homomorfizmem grupy ~ (X, a) w grupe 7l(Z, g(f{a)). Latwo sie spraw-
dza, ze

0) @N*= %

gdzie jest homomorfizmem grupy 7 (Y, f(a)) w grupe tci(Z, 3 (/(a))).
Formalnoscia jest stwierdzenie, ze dla odwzorowania tozsamo$ciowego
1y przestrzeiii X jest

@) (b)y* = 1i A 4

gdzie symbol po prawej stronie znaczy tozsamos¢ na  (H, a).

Z ostatnich dwu stwierdzen wynika, ze jesli/ jest homeomorfizmem X -* Y
ig: Y-*X jest homeomorfizmem don odwrotnym, co znaczy, ze g 0/= Ix
i/0 g=Ir, to oba ztozenia gt o/* /, og+ sg tozsamosSciami. Wynika stad,
ze/* i g~ sg wzajemnie odwrotnymi izomorfizmami grup 2 (X, a) i nl (Y, b),
gdzie b —f{d).

WykazaliSmy wiec, ze je$li przestrzenie sg homeomorficzne, to ich grupy
podstawowe w punktach sobie odpowiadajgcych sg izomorficzne.

Dowiedzione twierdzenie o homomorfizmach /* uwidaczniaja prawid-
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topii (w wyzszych wymiarach) i innych) przez Eilenberga i MacLane’a
(1945), wyrazajaca sie tym, ze na teorie grupy podstawowej mozna pa-
trze¢ jak na przeklad stwierdzen o przestrzeniach topologicznych i ich
odwzorowaniach ciggtych na stwierdzenia o grupach i ich homomorfiz-
mach. Tiumaczenie zachowuje tozsamosci i ztozenia. MoOwi sie tez, ze
teoria grupy podstawowej okresla funktor przeksztatcajacy kategorie prze-
strzeni topologicznych i ich odwzorowan ciggtych w kategorie grup i ich
homomorfizméw. Metoda ta zostata rozwinigta w teorie kategorii i funk-
toréw, po raz pierwszy wylozong w ksigzce przez Eilenberga i Ste-
enroda (1952)(7). Teoria kategorii jest szczegblnie uzyteczna w takich
dziatach matematyki jak: topologia og6lna, algebra og6lna i analiza funk-
cjonalna, w ktérych pojecie odwzorowania steruje budowa dalszych po-

jeé.

) homomorfizmach wyznaczonych przez odwzorowania ciggte X -* Y

mozna powiedzie¢ wiecej. Mianowicie, jesli / i g maja te same wartosci
w punkcie wyr6znionym a i jesli istnieje homotopia H : X x [0, 1] -> Y {5-
czacafig taka, ze H(a, t) jest dla kazdego t réwne wspolnej wartosci c
odwzorowan / i g w punkcie a, to

f* = o<

rozumiejac, ze /* i g+ sg homomorfizmami n1(X, a)-*nl (Y, ¢).

Jest tak, bo jesli a jest petlg w a, to petle/off i jou w c sg réwnowazne
wobec istnienia homotopii G(s, t) = H (<(s), 1), 0 » s< 1,0 < t <1, utrzymuja-
cej przy zmieniajgcym sie t punkt c =/(a) = g(s).

Niechf : X -*Y i g : Y->X beda odwzorowaniami cigglymi takimi, ze
dla wyréznionego w X punktu a jest J\a) = b i g(b) = a. Jesli

9°f-~x i f°g=*U,

przy czym homotopie realizujgce te relacje nie zmieniajg potozen punk-
tow a i b, to/* i g+ sa wzajemnie odwrotnymi izomorfizmami grup n1(X, a)
i *i (Y, b).

Wynika to z ostatnio dowiedzionego stwierdzenia wobec wcze$niej dowie-
dzionych zwiazkoéw (7) i (8).

Wstega Mobiusa ma retrakcje r : M.-+S1 na swojg linie $rodkowa
(por. wyktad 5, s. 127). Niech i : S1¢ M bedzie inkluzjg. Mamy

<) S.Eilenberg, N. Steenrod, Foundations of Algebraic Topology, Princeton 1952; thum.
ros.,, Moskwa 1958, rozdz. IV. Tam odnos$nik do Eilenberga i MacLane’a. Po polsku teoria
kategorii jest wytozona w ksigzce Z. SemadeniegoiA. Wiwegera, Wstep do teorii kategorii
i fimktoréw, Warszawa 1972, a takze w ksigzce autora Wyktady z topologii, Cz. I, Wstep z teorii
kategorii, Katowice 1971.
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©) roi=1lsi.

Punkt *= q(P, 1/2) wstegi Mobiusa — gdzie g jest odwzorowaniem
sklejajacym kwadrat K = [0,1] x [0,1] do wstegi MoObiusa — lezacy na
jej linii $rodkowej, jest zachowywany przez odwzorowania i i r, r(*) =*
ii(*)==*

Ztozenie ior, : M -» M jest homotopijne z tozsamoS$cig na M, tj.

(10) lor~ 1M

a homotopig moze by¢ tak dobrana, by zachowywata punkt wyrézniony *.
Istnienie wspomnianej homotopii jest konsekwencjg istnienia odwzoro-
wania H' kwadratu K w siebie, ktore jest dane wzorem (H'(x, y), t) =

— (X, "+ (1 —)(y —)), gdzie (X, y) przebiega punkty rozwazanego kwa-
dratu i O~ t~ 1, ktore jest homotopig t3czacg tozsamos¢ na kwadracie
K z retrakcjg kwadratu K na odcinek y =  Zapowiedziang homotopie

okreslamy wzorem

H@z t)=a(H{x, y), § 0" t<1]
gdzie (x, y) jest punktem takim, ze q(x, y) = z. Mogg by¢ dwa tego rodzaju
punkty dla danego z. Jesli jednym z nich jest (0, y), to drugim jest (1, 1—y),
ale H'{0, y)—H'(L, 1—y), co zapewnia poprawno$¢ okreslenia homo-
topii H.
Rownos¢
H* t)=*
dla kazdego t, 0 < t”™ 1, jest oczywiste.
Wobec (10), na mocy ostatniego z dowiedzionych twierdzen, wnioskujemy,
ze ztozenie
XI(M, =)IN" |(S\ *)i* (M, *
jest tozsamoscia, a wobec (9) tozsamoscig jest réwniez ztozenie

MSL %A MM, ®&  (s1 %

‘Whiosek. Wstega Mobiusa i okrag majg izomorficzne ze sobg grupy pod-
176 stawowe (wzajemnie odwrotnymi izomorfizmami sg i rj.



Podobne rozumowanie prowadzi do wniosku, ze pobocznica walca ma te
sama grupe podstawowg, co okrag.

Widzimy wiec, ze grupa podstawowa nie uwidacznia réznicy miedzy wstega
Mébiusa a pobocznicg walca, mimo ze sg to przestrzenie wyraznie sie roznigce.
Nie sg homeomorficzne, co wynika stad, ze pobocznica walca jest sptaszczalna
(jest homeomorficzna z pierScieniem piaskim), a wstega Mobiusa nie (por.
wyktad 5, s. 127).

Retrakcja wstegi Mobiusa na jej linie Srodkowa jest specjalnego rodzaju:
okazata sie (po natozeniu nan inkluzji, patrz wzér (10)) homotopijng z toz-
samoscia, a wiec okazata sie deformacja do linii Srodkowej. Linia srodkowa jest
w ten sposéb retraktem deformacyjnym wstegi Mébiusa (dowiedlisSmy wiecej,
a mianowicie, ze punkt wyrézniony na linii $rodkowej nie zmienia potozenia
w trakcie deformacji).

Oczywiscie, nie kazda retrakcja jest retrakcjg deformacyjng; sfere mozna
zretrahowac¢ do punktu, ale nie mozna jej do punktu zdeformowac.

12 Wykiady z topologii



WYKLEAD 9. Petle i drogi na okregu « Nakrycie
okregu prostg ¢ Podnoszenie drég ¢ Podnoszenie homo-
topii < Stopien petli « Grupa podstawowa okregu jest
izomorficzna z grupa liczb catkowitych ¢ Zastoso-
wanie metody: dowod zasadniczego twierdzenia alge-
bry « Twierdzenie Brouwera w wymiarze 2 « Nieistnienie
retrakcji wstegi Mobiusa na jej brzeg

Niech S1 = {z: \2\ = 1} bedzie okregiem reprezentowanym przez zbiér liczb
zespolonych z o module 1 Bedziemy rozwaza¢ drogi i petle na S1zaczepione
w punkcie z = 1

Przyktadami tego rodzaju petli s odwzorowania en : | -* S1 dane wzo-
rami

e.(X) = 82%* n=0, = 1, + 2

polegajace na n-krotnym nawinieciu odcinka {x, : 0~ x < 1} na okrag.
Korzystamy z zapisu liczby zespolonej z o module 1 w postaci
z = e2Z*ix —cos 2nx + zsin 2nx, w ktérym x jest katem liczonym od dodatniego
kierunku osi rzeczywistej z miarg kata petnego przyjeta za 1
Wz6r

okre$la odwzorowanie ciagte p : E -»S1 prostej rzeczywistej E na okrag,
polegajagce — trzymajac sie uzytego juz zwrotu — na nawinieciu prostej na
okrag nieskonczenie wiele razy. Odwzorowanie p jest nazywane nakryciem
(wzorcowym) okregu przez prosta.
Wiasnosci arytmetyczne odwzorowania p.
Przeciwobrazem punktu z = 1 jest zbiér Z liczb catkowitych. Ogédlniej,
178 przeciwobrazem punktu z = e2nx jest zbior liczb x + n, n e Z.



Niech U bedzie tukiem bez koncéw potozonym na \2\ = 1 Przeciwobraz
p-1(7) jest suma przedziatow V,, ne Z, prostej, roztacznych i bedacych
przesunieciami jeden drugiego o liczbe catkowitg i z ktorych kazdy jest
przeprowadzony przez p homeomorficznie na U.

Rys. 119. Nakrycie okregu prosta

Przedziaty V,, sg przesunieciami o n przedzialu VO, ktéry ustalimy na-
stepujaco. Jesli tuk U jest wyznaczony przez kat miedzy di B, 0" a<B72n
(co znaczy, ze punkt z = 1do 17 nie nalezy), to przedziatem \Ojest przedziat od
al/2n do 8 /2n prostej. Jesli tuk U jest wyznaczony przez kat miedzy a i R,
gdzie a< 0i B >0, to przedziatem \O jest przedziat okre$lony arytmetycznie
jak poprzednio; nie miesci sie wszakze juz w przedziale 0 < x < 1

Twierdzenie o podnoszeniu drég. Niech a : | ->Sl bedzie droga. Istnieje
doktadnie jedna droga a : | ->E taka, ze
O poa —a,
@ a' (0) = e0,

gdzie e0jest danym z gory punktem w E takim, ze p(e0) —<r'(0); rownos¢ (1)
ilustruje diagram

Uwagi przed dowodem. Droga a nazywana jest podniesieniem drogi
a, jesli spetnia warunek (1). Warunek poczatkowy (2) determinuje droge a',
a w szczegolnosci jej punkt koncowy ff(l).
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Dowod jedynosci a' nie bedzie wymagat (poza speinieniem warunku
poczatkowego) niczego wiecej niz wykorzystania spojnosci odcinka, dziedziny
odwzorowania a. Ta uwaga zwolni nas od powtarzania dowodu jedynosci,
podniesienia w nastepnych twierdzeniach, jesli dziedzina odwzorowania bedzie
spojna.

Dowo6d. Jest co najwyzej jedno podniesienie.

Niech a' i a" beda podniesieniami drogi a takimi, ze

cr'(0) = «X'(0).
Zbior
©) {s ra(s) = a"(s)}

jest domkniety, co wynika z ciggtosci a i a”. Jest niepusty, bo nalezy don 0.

Pokazemy, ze zhidr (3) jest otwarty, co zakonczy dowdd, bo ze spdjnosci
odcinka i niepustosci zbioru (3) wyniknie, ze zbior (3) jest catym odcinkiem
— tj. rbwno$¢ drég a i a" wszedzie.

Dla dowodu otwartosci zbioru (3) wezmy dowolny punkt s* tego zbioru.
Mamy o-'(st) = Stad, p(cr'(™) = p(ff"(sj) = ff(sj. Wezmy na okregu S1
tuk U bedacy otoczeniem otwartym punktu or(sj i ten sposrod przedziatow
sktadowych V przeciwobrazu p~1(U), do ktérego nalezy wspdlna wartos$¢
£r'(s*) = 0-"(sJ. Niech W bedzie przedziatem na odcinku, takim ze

sheW i o(W)czU,

istniejgcym na mocy cigglosci a. Wobec poa'=o0 i poa"=a mamy
a'(W) zp~I(U) i a(W) czp~i(U). Wobec spdjnosci zbioréw <r'(W) i o”(W)
oba te zbiory sg zawarte w skiadowych zbioru p~LU), a poniewaz

= c7'(st), wiec sg zawarte w tej samej sktadowej; niech V bedzie tg
skfadowa. Jesli teraz se W, to wartosci a' i a" w punkcie s muszg by¢ rowne, bo
jesli bytyby rézne, to wobec réznowarto$ciowosci odwzorowania p \V wartosci
po o i poa"™ w punkcie s bylyby rozne. Sprzecznosc.

Istnienie podniesienia. Niech

0<Si<s2<- <5, i< 1l=s5,

bedzie podziatem odcinka | takim, ze zaden z obrazéw <r([sk._1, st]) nie

wypetnia catego okregu S1 Podniesienie bedziemy okresla¢ stopniowo, po-

czynajac od pierwszego odcinka podziatu, przedtuzajac juz okreslone przed-
tuzenie na odcinek nastepny.

Przyjmujemy o-'(0) = e0. Uznajemy, ze a' jest juz okreslone na odcinku

[0, st] tak, by warunek (1) byt spetniony w punktach tego odcinka. Poniewaz

180 obraz ff([st, s*+1]) nie pokrywa catosci S1, wiec istnieje tuk W na SI taki,



ze <t([sji, s*+1]) < W. Zbior p~Z{W) rozpada sie na przedziaty, ktore przecho-
dza poprzez odwzorowanie p homeomorficznie na W. Niech V bedzie tym
sposréd wymienionych przedziatow, do ktérego nalezy <(&t). Jesli s lezy na
odcinku [st, stc+1], to a(s)eW i istnieje doktadnie jeden punkt w p~I (a(s))
lezacy na V. Ten punkt przyjmujemy jako warto$¢ a' w punkcie s.

W ten sposéb odwzorowanie a' przedtuzyliSmy na odcinek [0, s*+i]
z zachowaniem warunku (1). Przedtuzenie to pozostaje ciaggle, bo p_11W jest
homeomorfizmem W na V (odwrotnym do p\V:V/AW).

Powtarzajac opisang operacje przedtuzenia, po skonczonej ilosci krokow
dostajemy a' okreslone na catym odcinku I.

Twierdzenie. Je$li a i z sa rdwnowaznymi ze sobg drogami w S1, to ich
podniesienia a' i z', spetniajgce wspolny warunek poczatkowy, sg réwnowazne;
w szczegdlnosci, a' i z' majg wspolny koniec.

Dok}adniej, majgc drogi a : [0, 1]-»S1it: [O, 0 wspdlnym poczagtku
er0 = t(0) i o wspolnym koricu cr(l) = t(1) oraz homotopie H:[0, 1] X
x [0, 1]—»S1 realizujgcg rownowaznos¢ a-~z, tj. taka, ze H(s, 0) = a(s)
i H(s, 1) = t(s) dla 0 < s< 1, oraz taka, ze H{0, t)= u0 i H(L t)= ut dla

f < 1, istnieje doktadnie jedna homotopig H':[0, 1] x [0, 1]-*E taka, ze

@ poH' = H i (5) H\0,0) = €0,
gdzie e0 jest z gdry danym punktem takim, ze
(6) p(e0) = uO.
Uwagi przed dowodem. Homotopig H' faczy drogi
ff(s) = H'(s, 0) [ t(s) = H'(s, 1),

0 < s < 1, spetniajgce warunki poczatkowe er'(0) = e0i t'(0) = e0 (jest bowiem
p(H'({0} x 1) —H{0} x 1) = {u0}( skad H'{{0} x I) c: p~I(u0), a w rezultacie
H'({0} x 1) = {e0}, wobec (5) i spdjnosci odcinka | = [0,1]; daje to w szczegol-
nosci H'{0, 1) = ¢(0) = e0). Jest ponadto

() ff(l) = ¢(1) = H\1, t) dla kazdego t

(jest bowiem p(H'({1} x /)) = H{L} x 7) = {1}, skad H'{1} x I) @
co daje H'(1, t) = constans, wobec spojnosci odcinka 1). Homotopig H' tgczy
a' i t', zachowujac konce e0 i = cr'(l) = t'(1) obu drog.

Dowdd. Jedynos¢ homotopii H' spetniajacej (4) i (5) nie wymaga — wobec
uwagi przed dowodem twierdzenia o podnoszeniu drég — osobnego dowodu.
Pozostaje dowie$é, ze zapowiedziana homotopig H' da sie zbudowac.

Podzielmy w tym celu kwadrat [0, 1] x [0, 1], na ktdrym jest okreslona
homotopig H, na kwadraty [s;, si+1] x [tj, tJ+1], gdzie
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0= s0< *1 < ..< §,= 1,

O=t0< tt < ..<t,

1
-

na tyle drobne, by byly przeksztatcane przez H na zbiory zawarte w tukach
okregu S1 - zbiory rozne od Sl

Hf0.0)

Rys. 120. Konstrukcja homotopii H'

Odwzorowanie H' okre$lamy najpierw na kwadracie [0, sX x [0, tjJ.
Wezmy w tym celu tuk U na S1taki, ze H([O, st] x (0, fX]) c |/ i te sktadowg
V zbioru p~Y4U), do ktérej nalezy punkt e0. Przypomnijmy, ze p\V jest
homeomorfizmem V na U. Przyjmujemy H'(s, t) = (p|K)_1(H(s, t)), jesli
O<s<stiO<t<tj.

Dla wspomnianych s i t mamy p{H'(s, t)) = H(s, t), a w szczegb6lnosci mamy
H'(0,0) = e0.

Bedziemy teraz przedtuza¢ odwzorowanie H' na dalsze kwadraty podziatu,
trzymajac sie wszakze pewnej kolejnosci: najpierw przedtuzymy H' kolejno na
kwadraty drugiej warstwy itd.

Przyjmijmy, ze po pewnej ilosci krokow zadanie bedzie pokgato na
przedtuzeniu zbudowanego juz fragmentu odwzorowania H' na kwadrat
[s;, si+1] x [tj, tj+1]. Przekroj P tego kwadratu z dziedzing dotychczas
okre$lonego fragmentu odwzorowania H' jest spojny (jest bokiem wspo-
mnianego kwadratu lub suma dwu sasiednich bokoéw; por. z typowa sytuacjg
na rys. 120).

Do przedtuzenia H' na kwadrat [s;, si+1] x [ty, ty+1] weZzmy pod uwage
zbior //([.s-, s3+1] x [tj, tj+1] i przedziat U na S1, w ktérym ten zbior jest
zawarty. Niech V bedzie tg sktadowa przeciwobrazu p~1(U), w ktérej lezy
zbidr (spdjny!) H'(P) (zbiér P lezy w zbiorze, na ktorym H' bylo juz dawniej
okres$lone).

182 (8) H'(s, ) = (pIF)"1 (H(s, 1) dla (s t)e[sX sH1] x [, tj+1].



Przypomnijmy, ze p|Fjest homeomorfizmem Vna U, a wiec (p|K)-1 jest
homeomorfizmem U na V. Na zbiorze P wz6r (8) daje wartosci takie same, jak
dotychczas okre$lone H'. Przedtuzenie zostato wiec dokonane.

Po skonczonej ilosci opisanych wyzej operacji odwzorowanie H' zostaje
okreslone na catym kwadracie [0, 1] x [0, 1]. Warunki (4) — (6) zapewnia
konstrukcja.

* * *

Dowiedzione twierdzenie jest jedng z wersji ogblnego twierdzenia o pod-
noszeniu homotopii, ktére bedzie dowiedzione w nastepnym wykladzie.
Przypadkiem specjalnym dowiedzionego twierdzenia jest przypadek petli
zaczepionej w punkcie z = 1. Oznaczajac ten punkt symbolem *, a petle przez
a, mamy cr(0) = a(l) = *

Wartos$ci podniesienia a na koicach 0 i 1 odcinka sg, wobec p_1(*) —Z,
liczbami catkowitymi. Korzystajgc z twierdzenia o jedyno$ci podniesienia,
nietrudno wnioskujemy, ze ich réznica a’(l) —a'(0) jest wyznaczona przez a.
Liczbe catkowitg cr'(l) —cr'(0) nazywamy stopniem petli a

Wobec dowiedzionego twierdzenia o podnoszeniu homotopii, stopien petli
pozostanie ten sam, jesli ja zastgpimy petlg z nig rbwnowazng. Dostajemy wiec
odwzorowanie

NAS1, *)->Z

grupy podstawowej okregu w grupe liczb catkowitych.

Z twierdzenia o jedynosci podniesienia fatwo wnioskujemy, ze przy
dodawaniu petli dodajg sie ich stopnie, co znaczy, ze odwzorowanie (S 1, *)
jest homomorfizmem w grupe Z.

Jest to odwzorowanie ,,na”, bo stopnie petli enx) = eZ*inx wyczerpujg Z.

Pokazemy, ze jest to izomorfizm.

Wystarczy w tym celu pokaza¢, ze jesli stopien petli ajest rowny 0, tj. jesli
<r'(l) = 0 (przy warunku poczatkowym cr'(0) = 0), to

Wynika to z jednospdéjnosci prostej (wynikajacej z jej Sciggalnosci; por.
wyklad 8, s. 170). Homotopia F', ktdra deformuje petle o' na prostej E do
punktu 0, wyznacza homotopie F = p o F', ktora deformuje petle a do punktu *.

Whnioskujemy wiec, ze

Twierdzenie. 7t1(S1) = Z.

* * *

Postugujac sie wiasnosciami grupy podstawowej, podamy teraz inny
dowdd twierdzenia o nieistnieniu retrakcji kragzka ptaskiego na brzeg.
Dla dowodu, niech r : Q-* S bedzie retrakcja krgzka W na jego brzeg S.

Ztozenie S gdzie i jest inkluzjg S <Q, tj. odwzorowaniem danym
wzorem i(x) —x dla xeS, jest tozsamoscig Is:S-*S.
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Mamy wiec roi —Is, skad (roi)* = I7i(S). Po uwzglednieniu wiasnosci (7)
i (8), z wykladu 8, dostajemy

©)] rsoi* = ~(S)-

Jest to jednak niemozliwe, bo #L(Q) = 0, skad i* jest homomorfizmem
zerowym i skad w rezultacie lewa strona wzoru (9) daje zero przy kazdym
podstawieniu elementu z 7(S), podczas gdy prawa strona nie jest zerowa, bo
grupa 7i(S) jest izomorficzna z grupg Z, ktéra jest niezerowa.

Ten sposdb dowodu nie prowadzi do rezultatu w wymiarach wyzszych, bo
TS") = 0, jeslin~ 2. Dowdd nieistnienia retrakcji Qn+1 na S" mozna wszakze
przeprowadzi¢ podobnie, jesli postuzy¢ sie grupami homotopii wyzszych
rzedow (np. P. J. Hilton, Introduction to homotopy theory). Mozna sie
postuzy¢ réwniez grupami homologii (por. np. S. Eilenberg i N. Ste-
enrod, Foundations of algebraic topology). W obu teoriach n-te grupy sfer
n-wymiarowych sg niezerowe, a grupy kul zerowe, a odwzorowania wyznaczaja
homomorfizmy grup stosujace sie do wspomnianych tu regut (7) i (8).

Metoda znajduje og6lny opis w teorii kategorii.

* * *

Zasadnicze twierdzenie algebry orzeka, ze jesli
W{z) = aren+ .. + axz + a0

jest wielomianem zmiennej zespolonej o wspdtczynnikach zespolonych nie reduku-
jacym sie do statej, tj. nie bedgcym postaci W(z) —a0, to istnieje liczba zespolona
z* taka, ze W(z*) = 0.

D owdd. Przyjmijmy, ze w podanym tu zapisie dla W(z) wspdtczynnik
an jest rézny od zera. Przypusémy, ze jest stale W{z) ~ 0. Wyrazenie
W(2)\W(2)\ jest wiec okreslone dla kazdego z i wartosci tego wyrazenia lezg na
okregu jednostkowym. Jesli przyjmiemy, ze z=relK‘'*, 0 <x <1ir” 0, to
wyrazenie W{z)AW(z)\ mozna traktowac jako funkcje

H(x, r) — W{re2Kix)\W{re2K"x)\

zmiennych x i r, a tym samym jako homotopie zapoczatkowang dla r —0
odwzorowaniem statym H(x, 0) = tN0)/|VF(0)| i taczaca to odwzorowanie
z odwzorowaniami H(x, 1),

Odwzorowania te sg petlami, bo dlax = 0ix = 1warto$ci wyrazenia e2***
sg te same.

Petle te sg zaczepione wszakze w rozmaitych punktach okregu, mianowicie
w punktach W(r)AW{r)\. Homotopig

G(x, 1) = \W(r)\W(re2*ix)/W(r)\W(re2*ix)\



nie ma juz tej wady. Dla x —Oi x = 1 ma te samg dla kazdego r warto$¢ 1
Homotopig G taczy petle zerowg w iz kazdg z petli

Tr(x) = G(x, 1), 0<x< 1

Wobec dowiedzionego w tym wykfadzie twierdzenia, stopnie petli zr
powinny by¢ dla wszystkich r te same(l). Stopierr petli r0O, ktéra jest petlg
zerowa, jest rowny 0. Tymczasem dla dostatecznie duzych r stopien petli xrjest
réowny n (a wiec réwny stopniowi wielomianu).

Istotnie, dla dostatecznie duzych r mamy

(10) G(x, 1) = e2ninx ma(x, ),

gdzie a(x, r) jest liczba zespolona, ktérej argument jest < n. Podniesienie G'(x, r)
petli (10) rézni sie wiec mniej niz o 1 od podniesienia nx petli p,,(x) —e2nimx
(zaktadajagc ten sam warunek poczatkowy 0 dla x = 0). Poniewaz stopien
— wartos$¢ petli dla x = 1— jest liczba catkowita, wiec stopnie obu petli s3 te
same i rowne liczbie n, ktdra jest stopniem petli pn

* * *

Nieistnienie retrakcji wstegi Mobiusa na jej brzeg. Dowdd nie bedzie
przebiega¢ tak prosto jak w przypadku krazka, poniewaz wstega Mobiusa
— w odréznieniu od kragzka — ma grupe podstawowg niezerowg. O nie-
trywialnosci zapowiedzianego twierdzenia Swiadczy rowniez istnienie retrakcji
na inny okragg potozony na wstedze Mobiusa, a mianowicie na jej linie
Srodkowa.

Niech M bedzie wstegg Mdbiusa powstatg z prostokata P = [0,1] x [0,1]
przez sklejenie bokéw x = 0 i x = 1tego prostokata ze zmiang ich orientacji,
tj. przez identyfikacje punktéw (0, t) i (1, 1—t). Brzeg B wstegi Mobiusa jest
przy tym sklejeniu obrazem innej pary bokoéw prostokata P, a mianowicie
bokébw y =0 i y —1 Rozwazmy na B petle a polegajagcg na wiozeniu
w P najpierw pierwszej potowy [0,1/2] odcinka [0,1] tak, by odcinek [0, 1/2]
nakryt jednostajnie bok y = 0 prostokata P, poczynajac od punktu (0, 0),
otrzymanego jako ct(0), konczac na punkcie (1, 0) otrzymanym jako er(l/2),
a potem drugiej potowy [1/2, 1], tak by w podobny sposéb nakryta
jednostajnie bok y = 1 prostokata P, poczynajac od punktu (0, 1) i konczac
na (1, 1). Daje to po sklejeniu P do M petle w B, zaczepiong w punkcie
powstatym z punktéow (0, 0) i (1, 1) prostokata P.

Niech j : B-+ M bedzie inkluzjg B cz M.

Niech S bedzie linig Srodkowa wstegi Mdbiusa i niech r : M -> S bedzie
wspomniang juz retrakcjg. Ztozenie

I"B*"M*"S

() Mniej formalng argumentacje mozna znalezé w ksigzce L. S. Pontriagin a, Algiebra,
Moskwa 1987, s. 73.



Rys. 121. Petla a

jest petlg nawijajaca odcinek dwukrotnie (bez zmiany kierunku!) na S. Grupa
nv(B) jest izomorficzna z grupg Z liczb catkowitych i petla a reprezentuje w tej
grupie 1. Mamy wiec

t™M 1) = 2-

Przypomnijmy (wzér (10), s. 176), ze retrakcja r jest homotopijng z toz-
samosciag na M i ze wobec tego jest izomorfizmem (por. wykfad 8
s. 176, wniosek). Jest wiec jji) = +2.

Jesliby teraz istniata retrakcja s : M -»B, to poniewaz ztozenie soj bytoby
tozsamoscia, tozsamosScig bytoby réwniez ziozenie

jtB)* 7tj(M) ” nt(B).

Wynikatoby stad, ze s*(x 2)= 1, co dla homomorfizmu Z->Z jest
niemozliwe (grupa 7t4(M) jest izomorficzna z Z; wynika to z przypomnianego
faktu, ze :nrM) -> 7(S) jest izomorfizmem).

Z nieistnienia retrakcji wstegi Mobiusa na jej brzeg mozna wnioskowac o jej
niesplaszczalnosci (dowiedliSmy tego w inny sposob, korzystajac z twierdzenia
0 zachowaniu otwartosci, w wykladzie 3, s. 94).

Dowdd. Jesliby wstega Mobiusa M byta podzbiorem plaszczyzny, to jej
brzeg B — homeomorficzny z okregiem — rozcinatby plaszczyzne na dwa
obszary. Reszta wstegi — jako zbidr spdjny — lezalaby w jednym z tych
obszarow i musiataby ten obszar wypetnia¢ catkowicie, bo inaczej mozna by ja
zretrahowa¢ na B. Ta konkluzja wymaga powotania sie na twierdzenie
Schoenfliesa, wobec ktérego rozwazany obszar wraz z brzegiem B moze by¢
uwazany za wnetrze kota z tymze brzegiem, oraz powotanie sie na dowiedzione
twierdzenie o niemozliwosci wspomnianej retrakcji. Wypetniajac ten obszar,
wstega MoObiusa okazataby sie homeomorficzna z kragzkiem ptaskim, to za$ jest
niemozliwe z uwagi na nietrywialno$¢ grupy r,(M).



WYKLEAD 10. Nakrycia — ogo6lnie  Twierdzenie
0 podnoszeniu drég ¢ Twierdzenie o podnoszeniu homo-
topii « O podnoszeniu odwzorowan: pewne Kryterium e
Nieistotnos¢ odwzorowan S”->S1l dla a>2 <« Przy-

ktad nakrycia: torus i ptaszczyzna ¢ Przykiad przestrze-
ni 0 grupie podstawowej nieabelowej

Odwzorowanie p:E~* X przestrzeni topologicznych jest nazywane od-
wzorowaniem nakrywajacym lub krécej nakryciem, jesli kazdy punkt przestrzeni
X ma otoczenie otwarte U takie, ze p~I(U) jest sumg rozigcznych ze sobg
podzbioréw otwartych V przestrzeni E takich, ze odwzorowania czesciowe p\V
sg homeomorfizmami na zbiér U; warunek ten implikuje domknieto$¢ zbiorow
Vwp-\U). O zbiorze (otwartym) U majgcym te wiasnoSci méwi sie, ze jest
nakryty w sposob prosty.

Rys. 122. Rzutowanie X x D-* X Rys. 123. Linia $rubowa reprezentujgca
nakrycie okregu przez prostg



Nakrycia sa — co tatwo wida¢ z ich okre$lenia — odwzorowaniami ciaglymi
i otwartymi.

Homeomorfizmy sa nakryciami — co jest oczywiste. Innymi oczywistymi
przyktadami sg rzutowania X x D na X z produktu przestrzeni X przez
przestrzerh dyskretng; niezaleznie od punktu cata przestrzen X moze by¢ tu
wzieta za zbior U.

Rozpatrywane poprzednio odwzorowanie p : E -» S1prostej na okrag, dane
wzorem p(t) —e 2nit, teE, jest nakryciem. Nakryciami sg nawiniecia n-krotne
okregu |zl = 1 na siebie dane dla n catkowitych wzorami

Pn@z) = Z~-

llo$¢ zbioréw V nakrywajacych zbiér U — krotno$¢ nakrycia — moze
by¢ zardwno skonczona, jak i nieskoiczona, ale jesli jest nieprzeliczalna,
przestrzen E nie moze byé metryzowalna i ten przypadek nie bedzie nas
interesowat.

Zalézmy, ze rozwazane przestrzenie sg T2

* * *

Niech p : E-> X bedzie ustalonym nakryciem.
Niechf:Y -> X bedzie odwzorowaniem ciggtym. Odwzorowanie g : Y-+ E
takie, ze

@ P°9 —f

nazwiemy podniesieniem odwzorowania f.
Rownosé (1) ilustruje diagram

Powstaje pytanie o istnienie podniesienia dla danego z g6ry odwzorowa-
nia f. Powstaje rowniez pytanie o jedyno$¢ podniesienia, jesli zatozy¢, ze ma
ono spetniaé dany z géry warunek poczatkowy

@ g(yo) = e0-
Wobec (1) warto$é e0 musi by¢ taka, ze p(e0) = f(yQ)r

Twierdzenie o jedynosci podniesienia. Jesli Y jest przestrzenig spdjna,
a g i h sg podniesieniami odwzorowania f takimi, ze



g = h

Dowdd. Zbidr {y : g(y) = h(y)} jest wobec tego, ze przestrzeri wartosci
odwzorowan jest klasy T2, podzbiorem domknietym przestrzeni Y. Zbiér ten
jest niepusty wobec (3). Dowdd, wobec zatozonej spojnosci przestrzeni Y,
bedzie zakoriczony, je$li wykazemy, ze ten zbilr jest otwarty.

Rozwazmy w tym celu punkt y przestrzeni Y taki, ze g(y) —h(y). Niech
U bedzie otoczeniem otwartym punktu/(y) w X takim, ze rozpada sie
na zbiory otwarte V nakrywajagce U w sposOb prosty. Wezmy to sposréd V,
do ktérego nalezy wspdlna wartos¢ g(y) = h(y) odwzorowan g i h. Wobec
ciggtosci istnieje otoczenie W punktu y takie, ze g(W) =V i h(W)c V

Pokazemy, ze odwzorowania g i h sa rowne na W, co zakonczy dowdd.

Niech yeW. Wartosci g(y) i h(y) nalezag do wspomnianego wyzej V. Ale
p\V jest homeomorfizmem na zbiér U, wiec jesliby g(y) * h(y), to bytoby
p(d(y)) ~ P(h(y)), wbrew zatozonemu pog=poh.

Twierdzenie o podnoszeniu drog. Jesli a : [0,1] -* X jest drogg i €0 jest
punktem przestrzeni E takim, ze p (e0) = ff(0), to istnieje droga a' : [0,1] **E
taka, ze

@ poff' = ff,
©) a’(0) = eo.

Na mocy poprzedniego twierdzenia istnieje tylko jedna droga a' spetnia-
jaca (4) i (5), tj. bedaca podniesieniem dla a i spetniajgca dany z gory
(dopuszczalny) warunek poczatkowy.

Dowdéd. Dla kazdego s z odcinka [0,1] wezmy pod uwage otoczenie
U punktu p(s) w X takie, ze p-1(ll) rozpada sie na podzbiory otwarte
V przestrzeni E nakrywajace U w sposo6b prosty (tj. na takie zbiory V, ze
p\Vsg homeomorfizmami Fna U) oraz otoczenie otwarte PKpunktu s na [0,1]
takie, ze tr(W) ¢ U, istniejgce na mocy ciggtosci odwzorowania a.

Niech

0=zal<«i<..<an!<a,=1

bedzie podziatem odcinka [0,1] takim, ze odcinki [a;, a;+i] nie przekra-
czajg liczby dodatniej 5 bedacej liczba Lebesgue’a dla pokrycia odcinka [0,1]
przedziatami W.

Odcinek [a0, a*] jest odwzorowany przez a w zbior otwarty U, kté-
rego przeciwobraz p"1(U) rozpada sie na zbiory otwarte nakrywajagce U 189



w spos6b prosty. Niech V bedzie tym sposrdd nich, do ktdrego nalezy punkt
e0. Dla s z odcinka [a0, ax] przyjmujemy

<© = (pIFTH(f(Q),

czynigc w ten sposob miedzy innymi zado$¢ warunkowi a'(0) = eO.

Aby przedtuzy¢ dotad okreSlone odwzorowanie a' na [a® aZ2], bierzemy
pod uwage zbior otwarty U, ktdrego przeciwobraz p_1(17) rozpada sie na zbio-
ry otwarte V nakrywajgce U w sposéb prosty i ktore jest otoczeniem punk-
tu ciaj. Wezmy pod uwage to V, do ktérego nalezy a'(ax). Dla s z odcinka

[al( aZ] przyjmujemy
< ©=(plF)->(s)),

co miedzy innymi zapewnia zgodno$¢ tego okreslenia w punkcie av z okres-
leniem odwzorowania na [a0>a{] w tym punkcie.

Postepujac tak dalej, okreslimy a' dla punktéw s z odcinka [a2, aJ]
i dalszych, a w koncu na catym odcinku [a0, a,] = [0,1]. Warunek poa' —a
jest zapewniony przez przeprowadzong konstrukcje.

Nadal p:E-*X jest ustalonym nakryciem przestrzeni X.

Twierdzenie o podnoszeniu homotopii. Niech 7 bedzie przestrzenig lokalnie
spojng() i niech H : Y x [0,1] —»X bedzie odwzorowaniem ciggtym. Niech F:
'Y x {0} —»E bedzie odwzorowaniem cigglym takim, ze

p(F(y.0)) = H{y, 0), yeY
Istnieje odwzorowanie H' : Y x [0,1] -»E takie, ze

(6) poH'=H,
() H'\Yx {0} = F.

Dowo6d. Ustalmy y, y e Y Dla kazdego t, 0 < t~ 1, istnieje otoczenie
W punktu y i przedziat P wokot t taki, ze H (W x P) jest zawarte w oto-
czeniu U punktu H(y, t) takim, ze p~I(U) rozpada si¢ na zbiory otwar-
te V nakrywajace U w sposob prosty. Niech S > 0 bedzie liczbg Lebesgue’a
dla pokrycia odcinka {y} x [0,1] przedziatami W. Niech WY x P 1(.., Wk x Pk
bedzie pokryciem skonczonym odcinka {y} x [0,1] zbiorami W x P i niech
Wy bedzie otoczeniem spéjnym punktu y zawartym w n..n Wk

(1) Jedynie ten przypadek bedzie sie pojawiat w zastosowaniach twierdzenia, ktdre jest
prawdziwe i bez zatozenia lokalnej spéjnosci o przestrzeni Y, ale dowod tak ogdlnego twier-
dzenia jest dluzszy; np. E. Spanier, Algebraic Topofogy, s. 79 wyd. polskiego z 1972 r.,
rozdz. 2, § 2.



Odwzorowanie F dane na Ify x {0} przedtuzamy teraz do odwzorowania
ciggtego Fy :Wy x [0,1] tak, by p(Fy(y', t)) = H(y', ) dlay'eWyi0 ~ t~ 1
W tym celu rozpatrujemy podziat

0=zal0<ar< . <ami<am=1

odcinka 0~ t< 1 taki, ze diugosci odcinkéw [au at+X] nie przekraczajg
wspomnianej liczby Lebesgue’a <& Przedtuzamy F z Wy x {0} na Wy x [0,at],
biorgc najpierw pod uwage zbiér otwarty [/ w | taki, ze H (Wy x [0,aH]) c: [/,
ktérego przeciwobraz p~1{U) rozpada sie na zbiory V nakrywajgce zbior
U w sposob prosty, a potem to V spo$rdd wymienionych, w ktorym zawarty
jest zbior spojny F Wy x {0}).

Okre$lamy Fy na punktach zbioru Wy x [0, ax] wzorem

Fy(y't) = (H@y", 1).

Postepowanie mozna powtdrzy¢ na Wy x [al( aZ], bo zbior Fy (Wy x {at})
jest spojny dla dotad okre$lonego Fy. Po skonczonej ilosci krokéow od-
wzorowanie Fy zostaje okreslone ze spetnieniem wymagajacych warunkéw na
catym zbiorze Wy x [0,1],

Odwzorowania Fy okre$lone na podzbiorach otwartych Wy x [0,1] pro-
duktu Y x [0,1] zgadzajg sie na czesciach wspélnych kazdego z dwoch sposrod
tych zbiorow.

Istotnie, jesli (y'tt) lezy w Wyi x [0,1] i Wyi x [0,1], to lezy na odcinku
{/} x [0.1] zawartym w tym przekroju. W punkcie [y\ 0) tego odcinka
wartosci odwzorowan Fyi i Fyj sg réwne, bedac réwnymi wartosci od-
wzorowania F w tym punkcie. Poniewaz kazde z nich jest podniesieniem
odwzorowania if|{y'} x [0,1], wiec sg réwne w kazdym punkcie odcinka
{/} x [0,1] na mocy twierdzenia o jedno$ci podniesienia.

Dowiedziona przestanka pozwala na potgczenie w jedno wszystkich od-
wzorowan Fy, yeY, tworzac w ten sposéb zapowiedziane odwzorowanie H'.

EC *

Whnioskiem z twierdzenia o podnoszeniu homotopii jest miedzy innymi to,
ze homomorfizmy wyznaczone przez nakrycia nie przeprowadzaja w zero elemen-
tow niezerowychi2\

Dowd6d. Niech p : E -*X bedzie nakryciem i niech cp:1 -> E bedzie pet-
la we taka, ze poe ~ 0 (punktem zaczepienia petli poe jest punkt p(e0),
gdzie e0 —e (0), a rownowazno$¢ jest rozumiana jako homotopia zacho-
wujaca punkt p(e0). Homotopia ustalajgca réwnowazno$é pocp~0 ma
podniesienie do homotopii ustalajgcej réwnowaznos¢ e 0. PokazaliSmy
w ten sposob, ze

[20 Homomorfizmy nie przenoszace elementéw niezerowych z zera sg nazywane monomor-
fizmami.
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W przypadku znanego nam nakrycia okregu przez prostg stwierdzenie jest
prawdziwe w spos6b trywialny, poniewaz grupa nt(E) jest zerowa.

Nastepujace kryterium rozszerza zakres odwzorowah majgcych podnie-
sienie.

Twierdzenie. Niech p: E -+ X bedzie nakryciem. Niech Y bedzie przestrzenig
tukowo spéjng i lokalnie spéjng. Niech f: Y-+ X bedzie odwzorowaniem ciggtym.
Niech x0,y0i e0Ow przestrzeniach X, Y i E beda takie, zef(y0) = x0ip(e0) = x0.

Jesli

8 [* fax (X yQ)) <P*fai (E, e0)\
to istnieje odwzorowanie ciggle f \Y-> E takie, ze
Pof'=f
f'(yo) = eo

Uwagi przed dowodem. Poniewaz implikacja przeciwna jest oczywi-
sta (dowdd polega na przeliczeniu), twierdzenie daje charakteryzacje od-
wzorowan majacych podniesienie. Istnieje co najwyzej jedno podniesienie (na
mocy twierdzenia o jedynoS$ci podniesienia). Twierdzenie zawiera w sobie
W oczywisty sposOb twierdzenie o istnieniu podniesienia drogi i, og6lniej,
podniesienn odwzorowan z przestrzeni jednospojnych (grupa (Y, y0), jest
wtedy zerowa i zatozenie (8) zostaje w oczywisty sposOb spetnione).

Dowdd. Niech yeY i niech (korzystamy z tukowej spéjnosci) o.1-*Y
bedzie droga od y0 do y. Mamy

ff0) = yo i ff(1)=y.

Dla drogi /off, zaczynajacej sie w x0=/(ff(0)), rozwazmy podniesienie
(/off)' spetniajgce warunek poczatkowy

(foa)'{0) = 0.
Zapowiedziane odwzorowanie /': Y-> E okreSlamy, przyjmujac
9 f'(y) = (foaYOQ) dla yeY

Zgodno$¢ pof =f jest zapewniona, bo p(f'(y)) =p((/off)'()) =
= (foff)()=/(ff(1))=/(y).



Pokazemy, ze okreslenie (9) nie zalezy od wyboru drogi od y0 do y.
Wezmy w tym celu jeszcze jedna droge z : | -» ytaka, zet(0) = yOi«1) = .
Pokazemy, ze

(10) (foa) (1) = (fox)" (1).

Drogi foa i —(/ot) tacza x0 z f(y) w przeciwnych kierunkach. Ich
polaczenie

e =foa + (-(/ot))
jest wiec petls w x0. Mamy —foz =fo(—z), skad
p=foa + (-(foz)) —fo(a + (-1));
w rezultacie [e>] efAn”Y, y0). Wobec (8) mamy wiec
M i(E. eQ)

Istnieje zatem petla w E zaczepiona w e0C> ktéra po natozeniu od-
wzorowania p daje o= Jest ona podniesieniem g petli q; przypomnijmy, ze
podniesienie jest tylko jedno, jesli warunki poczatkowe sg zadane.

Ze wzgledu na wspomniang jedyno$¢ podniesienia petla ¢ ’jest zesztukowa-
niem podniesienia (fo a)' drogi foa — pierwszego skfadnika we wzorze na
(p — konczacego sie w (foa)' (1), z zaczynajacym sie w tym samym (foa) (1)
podniesieniem (—(fo 2))' = —(foz)' drogi —(foz) (réwnos¢ wynika z jedynosci
podniesienia), ktore koriczy sie w e0. Wnioskujemy stad, ze podniesienie (/ot)'
drogifoz, jesli zacznie sie w €0, bedzie sie koczyé w (foa)' (i). Bedzie wiec (10).

13 Wyktady z topologii
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Pozostaje dowie$¢ ciagtosci okreslonego poprawnie odwzorowania /'.

Dla dowodu, niech ye7 i niech W bedzie otoczeniem punktu f'(y).
Nakrycia sa odwzorowaniami otwartymi, wiec obraz p(W) jest otoczeniem
punktu p(f'(y)) =f(y). Niech U bedzie — zawartym w p(W) — otoczeniem
otwartym punktu f(y), nakrytym w sposob prosty przez p. Niech V bedzie
otoczeniem spojnym punktu y takim, ze f\V) a U (ciagtos¢ / i lokalna
spdjnosc Y).

Jestf'(y) e Wn p~I(U). Korzystajac wiec z tego, ze zbiory/'(F) i p_1(t/) sie
przecinajg, wnioskujemy, zef'(V) — wobec spéjnosci — zawiera si¢ w jednym
ze sktadnikéw H zbioru p~x(U) takim, ze p\H jest homeomorfizmem H na U.
Poniewaz, wobec Wr\f'{V) ~ 0i U a p(W), zbiér W zawiera ten skiadnik,
wiec jest f'(V) a W. To konczy dowdd ciaggtosci /.

Odnotujmy nastepujacy wniosek z dowiedzionego twierdzenia:
Odwzorowania Sn-» S\ n> 2, sg nieistotne.

Dowo6d. Niech/: Sn-» S1,n” 2, bedzie odwzorowaniem ciagtym. Ponie-
waz TUS") = 0, wiec /#(jri(S") =0.

Zatozenia poprzedniego twierdzenia sa wiec spetnione dla kazdego na-
krycia, w szczegdlnosci dla nakrycia p : E ->S1 okregu przez prosta.

Przyjmujemy, ze x0 jest punktem sfery Sn takim, ze /(x0)= 1 (liczba
zespolona 1 na okregu).

Stosujac twierdzenie, dostajemy odwzorowanie f':Sn”E takie, ze
['(x0)=0ipo/'=/

Istnieje homotopig H: E x | ->E taka, ze H(s,1) = s, H(5,0) = 0i H(O,t) = 0
(aczaca odwzorowanie state, w 0, z tozsamoscia, zachowujgca punkt 0), dla
wszelkich s i t, seE, 0~ t< 1L Wzdr G(x,t) = p(H(f\x), t)), dla xeS"
i 0™t~ 1, okreSla homotopie G: Snx | Sl fgczacg / z odwzorowaniem
statym odwzorowujagcym Sn w punkt 1

* * *

Ptaszczyzna i torus. Torus jest powierzchnig bedaca produktem okregu
przez siebie. Uzyty byt termin powierzchnia z uwagi na to, ze kazdy punkt
okre$lonego w ten sposob torusa ma otoczenie homeomorficzne z produktem
dwu tukéw okregu, a wiec homeomorficzne z prostokatem otwartym. Potoze-
nia punktow — lokalnie — sg wiec z punktu widzenia topologii takie same, jak
potozenia punktéw na plaszczyznie*3), ktéra stanowi najprostszg sposrod
powierzchni.

(3 Torus jest lokalnie izometryczny z plaszczyzng: dostatecznie maty zbiér otwarty na
powierzchni torusa daje sie rozprostowac na ptaszczyznie bez zmiany odlegtosci liczonych wzdtuz
najkrotszych tukéw taczacych punkty. Powierzchnia kuli nie ma tej wiasnosci.



Przyjmijmy, ze rozwazanym okregiem jest okrag |z] = 1 na plaszczyznie
liczb zespolonych. Majac znane nam odwzorowanie nakrywajgce p prostej
E na ten okrgg — oznaczany dalej jak zwykle przez S1— weZzmy pod uwage
odwzorowanie p x p:E x E-*S1x S1<). To odwzorowanie — plaszczyzny na
torus — jest odwzorowaniem nakrywajacym.

Dla dowodu, niech (a, b) bedzie punktem na torusie. Przeciwobraz tego
punktu przez odwzorowanie p x p skfada sie z punktow (X, y) ptaszczyzny
takich, ze ex = a i e25ly —b. Punkty te tworzg na plaszczyznie zbior majacy
postac kraty jednostkowej: punkty (x, y) i (x\'y') naleza do przeciwobrazu tego
samego punktu wtedy i tylko wtedy, gdy roznice x —x' i y —y' sg liczbami
catkowitymi.

Jesli U jest przedziatem wokdt a, V za$ jest przedziatem wokot b, to
przeciwobraz (p x p)_1(17 x V) stanowi sume roztgcznych ze sobg prosto-
katow otwartych, produktow skifadowych przeciwobrazow p~\U) i p~\V).
Kazdy z tych prostokatéw przechodzi przez odwzorowanie p x p homeomor-
ficznie na U x V

Gy

(x,0)

Rys. 126. Torus jako wynik sklejania bokdw pros- Rys. 127. Dwie petle na to-
tokata

(1) Jesli p i g s3 odwzorowaniami, to przez p X ( rozumie si¢ odwzorowanie dane wzorem

(PM) (x, y) = (p(X). a(y))- 195



Powierzchnie torusa dostaje sie jako obraz jednego kwadratu jednost-
kowego ofaszczyzny, na przyktad kwadratu [0,1] x [0,1]; przy odwzorowaniu
p x p w jeden punkt przechodzg przeciwlegte punkty bokdéw kwadratu,
tj. punkty (x, 0) i (x, 1), a takze punkty (0, y) i (1, y). W rezultacie cztery punkty
— (0,0), (0, 1), (1,0) i (1,1) — przechodza w jeden punkt torusa — punkt (1, 1),
gdzie 1 rozumie sie jako liczbe zespolong 1 na okregu zespolonym.

Dlatego wyobrazamy sobie torus jako rezultat sklejenia bokdéw kwadratu,
przy ktorym ulegajg sklejeniu lezace naprzeciw siebie punkty tych bokdw.

Odcinki y —0 i x = 0 tego kwadratu po sklejeniu stajg sie na torusie
okregami Wyobraza je rys. 127.

Niech T= S1 x Sl bedzie torusem. Wyrdznijmy punkt * na T, powstaty
z punktu (0, 0) kwadratu przy opisanym sklejeniu.

W celu znalezienia grupy podstawowej tt1(77 *) niech a:l -> T bedzie petla
w punkcie * i niech a': | -»E x E bedzie podniesieniem tej petli takim, ze
<'(0) = (0, 0).

Poniewaz punkt o-() rzutuje sie za pomocg p X p na punkt * wiec
<t(1) = (m, n), gdzie m i n sg liczbami catkowitymi.

Jesli t jest petlg w punkcie * rownowazng z a, to dla jej podniesienia t' jest
t'(1) = a\l) na mocy twierdzenia o podnoszeniu homotopii.

Grupa 7tYT|*) ma wiec odwzorowanie w zbior Z x Z ztozony z par liczb
catkowitych. Zbiér Z x Z z dodawaniem ,wspdtrzedna po wspéirzednej”
i elementem neutralnym (0, 0) jest grupa. Pokazemy, ze znalezione przez nas
odwzorowanie jest izomorfizmem.

Odwzorowanie n"T, *)->Z x Z jest homomorfizmem.

Jesli bowiem do petli a w * dosztukujemy zaczepiong w punkcie * petle «,
to (a + t)' — podniesienie petli m+ r, zaczynajace sie w (0, 0) — skiada sie
z drogi a' i dosztukowanej do niej, w jej punkcie koncowym <X(1), drogi z"
bedacej przesunieciem podniesienia t' spetniajgcego warunek t'(0) = (0, 0)
o wektor (m, n), gdzie (m, n) = cr'(l) «Jesli t'(1) = (k, I), to koicem drogi (a + t)'
bedzie punkt (m+ k, n+ /). StwierdziliSmy w ten spos6b homomorficznosé
odwzorowania. Dla kompletnosci dowodu dodajmy, ze przesuniecie ¢+ drogi «'
o wektor (m, n) jest jedynym podniesieniem drogi r spetniajagcym warunek
poczatkowy t'(0) = (m, n), co wynika z jedynosci podniesienia. To, ze przesunie-
cie v'(s) + (m, n) jest rzeczywiscie podniesieniem i ze spetnia warunek poczat-
kowy, sprawdza sie rachunkiem.

Odwzorowanie n"T,*)->Z x Z jest izomorfizmem.

Dla dowodu, ze jest jednokrotne, wezmy petle a w punkcie * takg, ze
c'(l) = (0, 0) (tj. element grupy przechodzacy w zero grupy Z x Z). Wykazemy
— co wystarczy — ze a  * (czyli ze wspomniany element grupy jest zerowy).
Rownosé <t'(1) = (0, 0) znaczy, ze a' jest petla w E x E zaczepiong w (0, 0).
Plaszczyzna E x E jest — jak wiemy — jednospdjna. Mamy zatem a' ~ (0, 0).
Odwzorowanie pxp :EXE -+ T nalozone na homotopie realizujgcg wspo-
mniang wyzej rownowaznos¢ daje homotopie realizujgcg réwnowaznosc
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tatwo widac, ze kazda para (m, n) jest wartoscig rozwazanego odwzoro-
wania.
DowiedliSmy wiec, ze (7)) = Z x Z.

Uwaga. Jest ogolne twierdzenie — ktérego nie dowodzimy — gloszace, ze
nAX xY) = nAX) x Tthy)'5

Niech M bedzie podzbiorem torusa Z ztozonym z punktow wspomnianych
dwu petli bedacych tworzacymi grupy 7tUT). Zbiér M jest figurg w ksztatcie
O0semki i jest obrazem przez odwzorowanie p x p kraty jednowymiarowej
K ztozonej z prostych

gdzie m i n przebiegajg liczby catkowite.

\(P*P)\K

Rys. 128. Nakrycie figury w ksztatcie osemki

Odwzorowanie (p x p)|K jest odwzorowaniem nakrywajgcym K na M.

Bedziemy rozwaza¢ petle w M zaczepione w punkcie * = (p x p)(0, 0).
Oznaczmy przez a petle zaczepiong w punkcie *, bedacg ztozeniem (pxp) o0 a,
gdzie a jest odwzorowaniem odcinka [0,1] na odcinek [(0, 0), (0, 1)] kraty
K osi y-6w dane wzorem a(t) = (0,i), 0™ t< 1 Niech b bedzie petlg
w M reprezentowang przez drugg gatgz 6semki, dang jako odwzorowanie
(p x p)o B, gdzie R jest analogiczng do a parametryzacjg odcinka [(0,1), (1, 1)]
kraty K.

Rozwazmy w K petle OABCO, zaczepiong w O, z naturalng parametryzacjga
(por. rys. 128), gdzie 0= (0, 0, A=(0, 1),B=(, )i C=( 0).

Petla OABCO jest niezerowa.

Oczywiscie, petla OABCO jest niezerowa jako petla na figurze OABCO
homeomorficznej z okregiem (reprezentuje ona 1 w grupie "~(S1). Nas
interesuje jednak niezerowo$¢ tej petli jako petli w K.

(5 Wskazéwka. Petli o:1-*X x Y przyporzadkowuje sie pare petli 1->X xY X



Dla dowodu zauwazmy najpierw, ze krata K ma retrakcje na figure
OABCO. Niech r bedzie jedng z tych retrakcji

Przypusémy a contrario, ze H jest homotopig ustalajgcg w K réwno-
wazno$¢ petli OABCO i petli zerowej (0, 0). Dostajemy odwzorowanie
G: | x /| =0OABCO dane wzorem

G(s, t) = r(H(s, 1), sei, tet.

Mamy
G(O, 0= G(l, )= (0, 0),
bo
H(, )y =H(L t)= (0, 0), a r(0, 0) = (0, 0),
oraz

G(s, 0) = r(H(s, 0) = r(e>(s)),
gdzie e» jest parametryzacjg petli OABCO, oraz
G(s, 9= r(H(s, 1) =r(, 0)= (0, 0).

Odwzorowanie G jest wiec homotopig faczacag w figurze OABCO petle
OABCO z petlg zerowg (0, 0), co jest niemozliwe.

Niezerowos¢ petli OABCO w K ma wazne nastepstwo. Jesli (p jest jej
parametryzacja, to (p X p)ocp jest tym samym, co petla h + a + (—h) + (—a)
w M zaczepiona w punkcie *= (p x p) (0, 0). Poniewaz ({p x p)|K)# jest
monomorfizmem (twierdzenie ze s. 191), z niezerowosci (p wynika niezerowos¢
obrazu petli OABCO, tzn. nier6wnos¢

a+b+ (—a)+(—b) "0
a wiec nierdwnos¢
a+b+(—b+a)"o
czyli nieréwnosé
atbrb+a

PokazaliSmy w ten sposob, ze grupa n“M,*) jest nieprzemienna(6\

<> Nieprzemienne sg grupy dopetnien do E3 okregéw, jesli te okregi majg potozenia
nieréwnowazne ze zwyktym, z= 0, x2+ y2—0; Dehn (1910).



WYKLAD 11. Powierzchnia rzutowa « Sfera jako jej
nakrycie ¢ Grupa podstawowa powierzchni rzutowej e
Odwzorowania zachowujgce antypodyzm e Twierdzenie
Borsuka-Ulama ¢ Twierdzenie Lusternika-Sznirelmana e
Twierdzenie o kanapce

Jesli na sferze S2 zostang zidentyfikowane pary {x, —x} punktéw an-
typodycznych, to powstanie przestrzer nazywana powierzchnig rzutowa. Jest to
przestrzen zwarta z baza przeliczalng, a wiec metryzowalna, co wynika
z ogélnych twierdzen topologii mnogosciowej. Dlatego jest nazywana powierz-
chnig, ze podobnie jak punkty na sferze, kazdy jej punkt ma otoczenie
homeomorficzne z kragzkiem bez brzegu, bedace obrazem przez odwzorowanie
ilorazowe odpowiednich dwoch krazkéw na sferze (patrz rys. 129). Poniewaz
punkty powierzchni rzutowej majg swoich reprezentantéw na kazdej z potsfer,
ktére s homeomorficzne z krgzkami, wiec na powierzchnie rzutowa mozna
patrze¢ jak na przestrzeh powstatg z kragzka przez identyfikacje par punktow
antypodycznych lezacych na jego brzegu (rys. 130).

Rys. 129. Powierzchnia rzutowa jako wynik Rys. 130. Sklejanie punktéw antypo-
sklejenia na sferze punktow antypodycznych dycznych brzegu krazka
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Jedng z osobliwos$ci powierzchni rzutowej jest zawieranie sie w niej wstegi
Mobiusa.

Aby to zobaczyé, rozwazmy na krazku, z ktérego powstaje powierzchnia
rzutowa, pas wokot srednicy oparty na dwu hikach przechodzacych na siebie
przez antypodyzm. Przy sklejaniu sie kragzka w powierzchnie rzutowa ten pas
sklejajac sie, daje wstege Mobiusa.

Rys. 131. Powierzchnia rzutowa jako suma sklejonych brzegami wstegi Mdbiusa i krazka

Brzeg pasa — skladajacy sie z dwu réwnolegtych cieciw — po sklejeniu
staje sie okregiem, ktory jest brzegiem wstegi Mobiusa.

Reszta krazka sktada sie z dwdch jego odcinkow, ktore przy sklejaniu sie
kragzka w powierzchnie rzutowa, sklejajac sie ze soba, daja krazek (por. rys.
131, po prawej stronie), ktorego brzeg jest jednoczesnie brzegiem wstegi
Mobiusa.

Powierzchnie rzutowg zatem mozna widzie¢ jako sume krazka i wstegi
Mdobiusa sklejonych ze sobg wspdlnym brzegiem. Inaczej: jesli po wycieciu
kragzka ze sfery, dokleimy do brzegu powstatego rozciecia wstege Mobiusa
wzdtuz jej brzegu, to dostaniemy powierzchnie rzutowa.

Osobliwoscig powierzchni rzutowej jest miedzy innymi to, ze zawiera ona
krzywg zwyklg zamknieta, ktora jej nie rozcina: jest nig okrag bedacy linig
Srodkowag wstegi Mdbiusa zanurzonej, w opisany wyzej sposéb, w powierzchni
rzutowe;j.

Jesli sklei sie dwie wstegi Mdbiusa brzegami, to powstaje powierzchnia
nazywana powierzchnig Kleina.

Powierzchnie Kleina najlepiej mozna sobie wyobrazi¢ jako powstajaca
z dwu prostokatow (I i Il na rys. 132) dajgcych razem powierzchnie walca
(patrz rys. 132). Brzegi CAE i BEF powierzchni walca sklejamy nastepnie ze
sobg tak, by C skleito sie z B, a E skleito sie z F.

Dwa prostokaty (I i Il na rys. 132) skfadajace sie na powierzchnie walca,
stajg sie po tym sklejeniu wstegami Mobiusa sklejonymi ze sobg swoimi
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Rys. 132. Prostokat CABD po sklejeniu CA z BD daje
jedng wstege Mobiusa. Dwa tréjkaty sktadajg sie na drugi
prostokat, ktdry po sklejeniu AE z DF daje drugg wstege
Mobiusa. Wspélnym brzegiem wsteg jest suma odcinkéw AB
i CB tworzaca po sklejeniu okrag

Wizualnie przedstawia to rys. 133.

Rys. 133. Powierzchnia walca (a) i sklejona z niego powierzchnia Kleina (b)

Sklejamy dwa okregi stanowigce brzegi walca, tak jak sie je skleja wtedy,
kiedy chce sie dosta¢ powierzchnie torusa, ale z tg roznica, ze sklejamy je po
ustawieniu ich naprzeciw siebie z przeciwng orientacja (patrz czes¢ (b)
rysunku), co sprowadzatoby sie do czynnos$ci fizycznej, jesliby dopuscic¢
rozciecie powierzchni w jednym miejscu.

Na mocy samego okreslenia sfera jest nakryciem powierzchni rzutowej
odwzorowanie nakrywajgce stanowi wystepujace w tym okresleniu odwzoro-
wanie ilorazowe. Jest to nakrycie dwukrotne.

Oznaczmy przez P2 powstatg powierzchnie rzutowg, a przez q: S2-* P2
odwzorowanie ilorazowe. Wyr6znijmy punkt a na powierzchni P2 oraz punkt
b na S2 taki, ze q (bh) —a

Niech a i + bedg petlami w P2 zaczepionymi w a i niech a' i x' bedg ich
podniesieniami takimi, ze <r(0)= t'(0) = b. Z twierdzenia o podnoszeniu
homotopii wynika, ze jesli a ~ +«, t0 er(1) = t'(1) (WzOr (7) na s. 181); wspolna
wartos¢ drég a' i « w 1 jest przy tym b lub —h.

Ta uwaga pozwala na okre$lenie odwzorowania h grupy (P2, a) w zbiér
dwuelementowy {0, 1} wedtug nastepujacej umowy: jesli ocen™P2, a) i a jest
reprezentowane przez petle a, to przyjmujemy
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0, jedli o-(l) = b,
1, jeéli ct(l) = —b.

Odwzorowanie h przyjmuje obie wartosci Oil.

Warto$¢ 0 przyjmuje na elemencie a = 0 (jesli bowiem zaprezentujemy
0 w %P2, a) przez petle zerowg w a, to jej podniesienie o jest petlg
zerowg W b i <'(1) = h). Warto$¢ 1 przyjmuje na elemencie a reprezentowanym
przez petle goa', gdzie a' jest droga w S2 o poczatku w b i koncu cr'(l)
pokrywajacym sie z punktem —b.

Odwzorowanie h jest réznowartosciowe.

Niech bowiem a i B bedg elementami grupy til(P2, a) takimi, ze h(tx) = h(fl).
Niech a = [cr] i B = [i]. Jest <r(0) = ¢'(0) dla podniesien a' i i' petli air.
Poniewaz h(a) —h(B), wiec jest takze o' (1) = t'(1). Sfera S2 jest jednospdjna,
wiec istnieje homotopig H' tgczaca drogi a' i X', zachowujgca korice drog
(twierdzenie z wykfadu 8 na s. 172). Zatozenie qoH ' jest homotopig realizujacg
rownowazno$¢ o ~ x. Dostajemy wiec a = RB.

Traktujmy zbior {0, 1} jako grupe Z 2, nadajac symbolom 0 i 1 charakter
liczb catkowitych dodawanych jak reszty mod 2

Twierdzenie!l). Odwzorowanie h: (P2, a)- Z2 okreslone wzorami (i) jest
izomorfizmem.

Dowdd. Niech a i x bedg petlami w P2
zaczepionymi w a Niech a= [cr] i B = [«].
Niech c' i « beda ich podniesieniami zaczynaja-
cymi sie w b.

Jesli cr'(l) = b, to podniesienie (cr+ r)' petli
a + zjest zesztukowaniem a' + t' drég a' i r'. Stad
(+ o) = @), co dowodzi wzoru h(x + B) =
= h(©d + h(fl) w przypadku h(@) = 0.

Jedli h(a) = 1, a wiec jesli ct'(l) = —bh, to pod-
niesieniem petli a + x jest zesztukowanie a' + x'
drég a i t', gdzie x' jest odbiciem antypodycznym
drogi t'; droga ?' jest podniesieniem petli x spet-
niajgcym warunek poczatkowy t'(0)= —b. Jest
wiec (o + t)'(1) réwne —b, jesli t'(l) —b, i jest

rébwne b, jesli t'(1) = —b, co tlumaczy sie na
hoc+ B) =1 jesli h(®) =0, i h(a+ B) =0, jesli
h(®) —1, i co dowodzi wzoru h<x+R)=

—h(a) + h(B) w rozwazanym przypadku.

(D) Obliczenia grupy podstawowej powierzchni rzutowej mozna dokonaé, postugujac sie
twierdzeniem Seiferta-van Kampena, wykorzystujac sposob, w jaki ta powierzchnia powstaje
z prostszych przez faczenie w tzw. sume spo6jng; patrz np. Kosniowski, A first course in
algebraic topology, Cambridge University Press, 1980, rozdz. 23.



Twierdzenie. Nie istnieje odwzorowanie ciggle sfery S2 w okragg S1
zachowujace antypodyzm.

Dowdd. Zatézmy, a contrario, ze/: S2-» S1jest odwzorowaniem ciggtym
zachowujgcym antypodyzm, tj. takim, ze/(—x) = —x) dla xe S2 Wyznacza
ono odwzorowanie ciggte g:P27>Sl okreslone dla yeP 2 wzorem

a(y) = r(f(ga-1 ),

gdzie g: S2-» P2 i r: S1-+S1 sg odwzorowaniami ilorazowymi utozsamiajg-
cymi pary punktow antypodycznych. Okres$lenie jest poprawne, bo g~1(y) =
= {x — x}, gdzie x jest punktem sfery S2 f({x, — x}) = {f(x), —f(x)} (bo
| zachowuje antypodyzm), a odwzorowanie ilorazowe r przeprowadza pare
{/(x), —4(xX)} wjeden punkt. Ciggtos¢ g jest konsekwencjg ogolnych wiasnosci
odwzorowan ilorazowych. Mamy

®@ Frof= gogq,

co ilustruje diagram

P2— NS

Pokazemy, ze (2) prowadzi do sprzecznosci

Rozwazmy w tym celu droge a:l -* S2 fgczacg punkt wyrdzniony b na S2
z jego antypoda —b. Droga qoer: | -*S2-*P2 jest petla w P2 w punkcie
q(b) = q(-b).

Mamy g*([Jo a1) = 0, bo homomorfizm gt, jako homomorfizm grupy
Z2 w grupe Z, jest zerowy.

Znaczy to, ze go (go a)~ 0, gdzie O jest petla zerowg w S| zaczepiong
w punkcie g(q(b) = r(f(b)).

Wobec (2) droga ro(foa) réwniez powinna by¢ petlg zerowa. Pokazemy,
ze tak nie jest, co zakoficzy dowdd.

Zacznijmy od tego, ze / oa jest drogag na S1 fgczaca w S1 punkty
antypodyczne f(b) i f( —b). Stad, dla podniesienia (fo a)':l1 ->E, mamy

€)) (fo H)'() - (fo cr)'(0) = (1/2) mod 2,

majac na mysli podniesienie do nakrycia p: E -» S1, okregu przez prostg, dane
wzorem p (t) = e2nit.

Przyjmijmy z kolei, ze odwzorowanie r:S1-*S1, utozsamiajace punkty
antypodyczne, dane jest wzorem r(z) —z2 co zgadza sie z wcze$niejsza 203



umowa traktujaca okregi S1jako podzbiory ptaszczyzny zespolonej okreslonej
wzorem |z| = 1

ffefO)

fo< .

Rys. 135. Podniesienie drogi foa
Mamy (ro(foa))($) = ((foa)(s))2 —(e24 <) (*))2 = e2(2*'( °») ()
(ro(foa))’(s) -2-(fo <) (s).

W rezultacie dostajemy (ro(/bff))'(I) —(ro(/o<r))*(0) = 2[(/00-)"(I) —(/bo-)'(O)],
co, wobec (3), znaczy, ze stopien petli ro(foa) jest nieparzysty, skad wynika, ze
petla ro(foa) jest niezerowa.

Wnioski z poprzedniego twierdzenia.

1 Lemat. Jedlif : S2-* E2 jest odwzorowaniem cigglym takim, ze stale jest
f(—x) — —(x), to istnieje a takie, ze f(a) —O.

Dowod. Jesliby byto stalef(x) ¥=0, to wzor g(x) =f(x)/\f(x)\ okreSlatby
odwzorowanie ciggte g:S2-*Si takie, ze g(—x) = —g(x). Sprzecznosc.

2. Twierdzenie Borsuka-Ulama o antypodach (Borsuk, 1933)(2). Jesli
f:S2-*E2 jest odwzorowaniem ciggltym, to istnieje a takie, ze f(a)=f(—a).

Dowodd. Przypusémy, ze jest stale f(x) =f(—x). WeZmy pod uwage
odwzorowanie ¢:S2-*E2 dane wzorem e(x) =f(x) - (—x). Odwzorowanie
@jest ciagle i jest stale g>(—x) = e(x), przy czym e(x) nigdzie sie nie zeruje.
Sprzeczno$¢ z lematem.

Twierdzeniu Borsuka-Ulama nadaje sie nieraz posta¢ anegdotyczna.
Odwzorowanie f:S2"E 2 jest parg funkcji o wartoSciach rzeczywistych
(dwie wspotrzedne wartosci odwzorowaniaf). Jesli interpretowac je na przy-

< K. Borsuk, Drei Satze tber die n-dimensionale euklidische Sphare, Fundamenta Ma-
204 thematicae 20 (1933), 177— 190.



kfad jako temperature i cisSnienie w punkcie powierzchni kuli ziemskiej, to teza
twierdzenia daje istnienie pary antypod, w ktérych warunki meteorologiczne ze
wzgledu na te dwie cechy sg te same.

Skoro, w szczeg6lnosci, przy kazdym odwzorowaniu ciagtym sfery
S2 w plaszczyzne pewne dwa punkty muszg ulec identyfikacji, z twierdzenia
Borsuka-Ulama dostaje sie jako wniosek, ze sfera S2 nie zanurza sie w ptasz-
czyzne. Ten wniosek (w dowolnym wymiarze niezanurzalnos¢ S" w En) wynika
rowniez z twierdzenia o zachowaniu otwartosci (wykfad 3, s. 94).

3. Twierdzenie Lusternika-Sznirelmana(3). Jesli trzy zbiory otwarte pokrywa-
ja sfere S2, to co najmniej jeden z nich zawiera pare punktéw antypo-
dycznych.

Dowdd. Dla danych zbioréw otwartych U, Vi W pokrywajacych sfere
S2 wezmy pod uwage zbiory domkniete D, E i F, rowniez pokrywajace sfere,
i takie, ze

DczU, EczViFcW.

Istnienie tak zmniejszonego pokrycia wynika z twierdzenia dowiedzionego
w Aneksie (s. 69).

Niech a, B iy bedg funkcjami ciggtymi okre$lonymi na S2 o wartoSciach
w odcinku 0 <y~ 1 takimi, ze

ldlaxeD
0dlaxeS2- U,

ldlaxeF
0OdlaxeS2- W

ktérych istnienie zapewnia lemat Urysohna (Aneks, s. 63).

Rozwazmy funkcje ciggle okreSlone dla x ze sfery S2 wzorami
f(x) = a(x) —R(x) i g(x) = B(x)—y(x), ktére razem sktadajg sie na odwzoro-
wanie h= (f, g):S2->E2. Na mocy twierdzenia Borsuka-Ulama istnieje
a takie, ze

@) h(a) = h(-a).

0] L. Lusternik, L. Sznirelman, Topoiogiczeskije mietody w wariacjonnych zadaczach,
Issl. Inst. Mat. i Mech. M.G.U., Moskwa 1930 (cyt za Borsukiem, 1933); Topoiogiczeskije
mietody w wariacjonnych zadaczach i ich priloiemja k differencjalnoj gieomietrii powierchnostiej;
Uspiechi Matiematiczeskich Nauk (Nowaja Seria) 2 (1)(17)(1947), s. 166—217.



Punkt a nalezy do co najmniej jednego sposrod zbiorow D, E i F.
Przyjmijmy, ze aeD. Mamy a (a) = L Nie moze by¢ a(—a) > 0, bo by-
toby wtedy —aeU, skad wynikatoby, ze zbiér U zawiera pare punktow
antypodycznych. Jest zatem a(—) = 0. Z wzoru (4) wynika teraz, ze
f{a) =f(—a). Prowadzi to do

1-B(a)=-B(-a),

skad (@) —1i B(—a) —0. Z wzoru (4) dostajemy réwniez g(a) = g(—a), co
prowadzi do y(@)= 1i y(—a) = 0.

Widzimy wiec, ze wszystkie trzy funkcje a, 8 i y znikajg w punkcie —a.
Stad wniosek, ze punkt —a nie nalezy do zadnego ze zbioréw U, Fi W wbrew
zatozeniu, ze zbiory te pokrywajg sfere.

* * *

Innym wnioskiem z dowiedzionych twierdzeA — nie nalezacym juz do
topologii, bo pojawiajg sie w nim pojecia teorii miary — jest nastepujace:

Twierdzenie o kanapce(d). Dane sg trzy bryly polozone w E3. Istnieje
ptaszczyzna, ktéra tnie wszystkie trzy bryly na potowy co do objetosci.

Uwagi przed dowodem. Przez bryle rozumiemy podzbi6r przestrzeni
£ 3 ograniczony i mierzalny w sensie Lebesgue’a. Dowdd ograniczymy do
przypadku takich podzbioréw, ze ich czesci zawarte miedzy kazdymi dwiema
réwnolegtymi do siebie ptaszczyznami majg miary dodatnie, jesli majg tam
jakies punkty. Bez tego zatozenia dowdd jest trudniejszy. Za znane bedziemy
uwazaé twierdzenie z teorii miary, orzekajace ze miara zbioru odcietego
péiprzestrzeniag z danego zbioru mierzalnego D zalezy w sposob ciggly od
parametrow okreslajgcych te potprzestrzen(S).

W szczegdlnosci funkcja HD(x, t), gdzie x jest wektorem (zatézmy, ze
jednostkowym), a t liczbg rzeczywista, okreslona jako stosunek, w ktorym
ptaszczyzna prostopadta do wektora x i przechodzaca przez punkt tx tnie zbior
D, jest funkcja ciagta.

Dzieki przyjetemu ograniczeniu, przy ustalonym x, funkcja HD(x, t)
przyjmuje maksimum, réwne 1, doktadnie w jednym punkcie hD(x); plasz-

w Twierdzenie o kanapce byto ogloszone w 1933 r. jako wspélna nota Kilku autoréw
w Mathesis Polskiej. Dowdd jest w pracy H. Steinhausa, Sur la division des ensembles de
lespace par les plans et des ensembles planes par les circles, Fundamenta Mathematicae 33 (1945),
245—263. gdzie mozna znalez¢ réwniez twierdzenie o istnieniu okregu na plaszczyznie tngcego
na pot trzy dane obszary; patrz tez wzmianka w Kalejdoskopie matematycznym, Warszawa 1989,
s. 140, rys. 160.

® Miare rozumie sie w sensie Lebesgue’a. Czesci odciete poOtprzestrzeniami ze zbiorow
mierzalnych w sensie Lebesgue’a sa nadal mierzalne w sensie Lebesgue’a. Ciggtos¢ zaleznosci miary
odcietej czesci od parametrow okreSlajacych potprzestrzen jest twierdzeniem teorii miary;
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czyzna prostopadta do x, przechodza-
ca przez punkt hD(x), potowi wtedy
bryte D.

Liczba hD(x) zalezy w sposo6b ciagty
od x.

Dla dowodu, odnotujmy, ze wobec
ciggtosci funkcji HD zbiér Hpl(d),
tj. zbior tych par (x, t), dla ktérych
Hd (x, t) = 1 (inaczej zbior par (x, t),
dla ktérych plaszczyzna prostopadia

Rys. 136. Ptaszczyzna prostopadta do do x i przechodzaca przez (x, t) tnie

X, przechodzaca przez koniec wektora na pét bryte D co do objetosci), jest

hD(x)x, polowi bryig D podzbiorem domknietym produktu

S2 x E, gdzie E oznacza prosta; przy-

pomnijmy, ze x przebiega sfere S2, a t odcinek prostej. Wspomniany zbidr

jest wykresem funkcji hD. Domknieto$¢é wykresu implikuje ciggtosé funkcji.
Odnotujmy jeszcze, ze

©) M -x) = -h D),

co jest oczywiste.

Dowdd twierdzenia o kanapce. Niech A, B i C bedg brytami
potozonymi w E3. Rozwazmy funkcje 8B i qBC okreslone dla x ze sfery
S2 wzorami

(Pab(x) = hA(X) - hB(x),
Vbe(x) = hB(X) - hc(x),

Obie funkcje razem okre$laja odwzorowanie ciagglte (p= (B, eBO-
:S2-*E2. Z wiasnosci (5) funkcji hDdla D rownego A, B i C wynika, ze jest
stale cp(—x) = —(p{x). Na mocy lematu istnieje punkt a na S2 taki, ze
e (@ = 0. Dla tego punktu jest hA(a) = hB(a) = hc(a). Znaczy to, ze ptaszczy-
zna prostopadta do wektora a i przechodzaca przez punkt ta, gdzie t jest
wsp6lng wartoscig funkcji hA, hBi hc w punkcie a, tnie bryty A, B i C
na pét co do objetosci.



WYKELAD 12. Odwzorowania w S1 « Metoda Eilen-
berga ¢ Twierdzenia Janiszewskiego o rozcinaniu ptasz-
czyzny e Jednosprzegtos¢ sfer Sn n”™2

Odwzorowania ciagte z X w S 1 decydujg — na mocy twierdzenia Borsuka
(wyktad 6, s. 142) — o rozcinaniu przez X — jesli jest zwarte — plaszczyzny;
kryterium rozcinania polega na istnieniu odwzorowan istotnych (tj. niehomo-
topijnych ze statymi) w S1

Ustalmy, ze okrag S1jest zbiorem liczb zespolonych z o module 1, |z = L

Jesli odwzorowanie ciggle f: X-*Si ma podniesienie do odwzorowania
g :X —E, czyli daje sie przedstawi¢ w postaci f = pog, gdzie p:E~* S1jest
nakryciem okregu S1 przez prosta E danym wzorem p(t) = e2cit, teE, tof jest
nieistotne.

Twierdzenie to ilustruje diagram

£

P, X9s
SN ¥—X

Jest tak, poniewaz homotopig H t3czaca odwzorowanie g ze stalg (wszyst-
kie odwzorowania w prosta sg homotopijnie state) wyznacza homotopie poH
faczacy / ze stala.

W zér/ —pog nie znaczy nic innego niz stwierdzenie, ze/(x) = e2Kig(x) dla
kazdego x ze zbioru X. Oczywiscie, jesli g jest podniesieniem dlaf to pozostaje
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Prawdziwe jest twierdzenie odwrotne: Jesli f: X -*Si jest nieistotne, to
istnieje podniesienie g:X -* E odwzorowania f a wiec f = pog.

Dla dowodu, odnotujmy najpierw, ze odwzorowanie stale ma zawsze
podniesienie.

Zauwazmy dalej, ze jesli odwzorowanie / ma podniesienie, a odwzoro-
wanie / nie jest nigdzie antypodyczne z /', tj. jesli /(x) i/'(x) nie sg dla
zadnego x punktami antypodycznymi, to odwzorowanie /' ma réwniez
podniesienie.

Jesli bowiem g jest podniesieniem dlaf a wiec g: X -» E jest odwzorowa-
niem takim, ze stale/(x) = e2*i9(X), to podniesieniem dla/'jest odwzorowanie g'
dane wzorem

g'(x) = g(x) + a(x), xeX,

gdzie a(x) jest jedyna liczbg a taka, ze |a] < 1/2 i dla ktérej f'(x) =f(x) me2*w
(nieantypodycznos$¢ f'{x) i f(x)).

Nieantypodycznos¢ odwzorowanfi /'jest zapewniona, jesli \f(x) —/'(x)| <
< 2 dla kazdego x; przypomnijmy, ze 2 to S$rednica okregu S1

Po tych uwagach mozna przystgpi¢ do zakonczenia dowodu zapowiedzia-
nego twierdzenia odwrotnego.

Niech H: X x [0, 1] S1 bedzie homotopig danego odwzorowania nieis-
totnego z odwzorowaniem statym H(x, 1), xe X. Wobec ciggtosci (jednostajnej;
przyjmujemy, ze X jest zwarte) odwzorowania H istnieje O> 0 takie, ze jeli
\t —t'l < 5, to \nt —ht|l < 2, gdzie przez hu oznaczamy odwzorowanie H(x, u),
xeX. Mamy h0=/; jest odwzorowaniem statym.

Niech 0< tj < ..< tk< 1 bedzie podziatem odcinka [0, 1] takim, ze
odcinki t(ti+l maja dlugos¢ < <& Jesli odwzorowanie hti ma podniesienie, to
— na mocy uwagi przed dowodem — odwzorowanie hti_| ma je rowniez.
Poniewaz odwzorowanie hl (stale) ma podniesienie, wiec przez przechodnio$¢,
ho, tj. odwzorowanie f ma podniesienie.

Odnotujmy zatem jako wniosek nastepujace:

Twierdzenie. Odwzorowanie cigglef: X —S1 przestrzeni zwartej w okrag jest
nieistotne wtedy i tylko wtedy, gdy daje sie przedstawi¢ w postaci

1) I(x) = e2*f), xeX,

gdzie g jest odwzorowaniem ciggtym w prosta rzeczywistg.

Biorgc pod uwage twierdzenie Borsuka o rozcinaniu (wykiad 6, s. 142),
w przypadku n —2, dostajemy jako wniosek nastepujace:

Twierdzenie. Zbidr zwarty X nie rozcina ptaszczyzny wtedy i tylko wtedy,
gdy kazde odwzorowanie ciggte f. X S 1 ma postac (1).
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To ujecie twierdzeh o rozcinaniu ptaszczyzny pochodzi od Eilenberga
(1936)(1).

Pierwsze twierdzenie Janiszewskiego (1913)(2). Jesli zaden ze zbioréw zwar-
tych A i B nie rozcina ptaszczyzny i ich przekréj AnB jest spdjny, to ich suma
A uB nie rozcina ptaszczyzny.

Dowdéd. (Eilenberg, 1936). Niech /: A u B -* S1 bedzie odwzorowaniem
cigglym. Wystarczy dowie$¢, ze ma podniesienie. Poniewaz A i B nie rozcinaja
ptaszczyzny, wiec odwzorowania f\A if\B majg podniesienia, co znaczy, ze
istnieja odwzorowania ciggte

a:A-sE i b:B-*E
takie, ze
) f[x) = e2Kiafx) dla xeA
3 f[x) = e2tlbix) dla xeB,

przy czym wzory (2) i (3) zgadzajg sie na AnB.

Dla x ze zbioru AnB ro6znica a(x) —b(x) musi by¢ catkowita. Poniewaz
A nB jest spdjne, a ta réznica jest ciagta, wiec a(x) —b(x) jest state. Zmieniajac
w (3) liczbe b(x) o te statg, otrzymamy (na mocy jednej z poczatkowych uwag)
podniesienie dla f\B zapisane tym samym wzorem, co podniesienie dla f\A.
Dostajemy wiec

fix) = elkLaX dla wszelkich x ze zbioru AuB.

Whnioskujemy stad (po raz trzeci na mocy poprzedzajgcego twierdzenia), ze
A uB nie rozcina plaszczyzny.

Przypomnijmy, ze dla przestrzeni euklidesowych dowolnego wymiaru,
dowodzac (wyktad 6, s. 146) analogicznego twierdzenia, zaktadaliSmy jedno-
punktowos$¢ przekroju AnB, wiedzac, ze w przestrzeniach wymiaru * 3
spéjnosé przekroju nie wystarczy.

@ S. Eilenberg, Transformations continues en circonference et la topologie du plan,
Fundamenta Mathematicae 26 (1936), 61—112 i tegoz autora, Sur les espaces multicohe-
rents I, Fundamenta Mathematicae 27 (1936), 151—190.

@ Z. Janiszewski, O rozcinaniu ptaszczyzny przez kontinua, Prace mat.-fiz. 26 (1913),
11—63; w Oeuvres choisies Zygmunta Janiszewskiego, Warszawa 1962, na s. 141—193; samo
twierdzenie na s. 178. W przegladzie Wilkosza, Les propri¢tes... twierdzeniom Janiszewskiego
i ich konsekwencjom — twierdzeniom Straszewicza — jest poswiecony ,,Chapitre 37, s. 32.
W ksigzce Topologie Il Kuratowskiego mozna je znalezé na s. 355, a we Wstepie... tegoz
autora w wyd. Il na s. 238.



Drugie twierdzenie Janiszewskiego (1913)(3). Jesli A i B sg kontinuami na
ptaszczyznie i ich przekréj AnB nie jest spojny, to ich suma AuB rozcina
ptaszczyzne.

Dowo6d (Eilenberg, 1936). Zbior AnB, jako niespojny, rozpada sie na
zbiory domkniete C i D niepuste. Na mocy lematu Urysohna (Aneks,
s. 63) istnieje odwzorowanie ciggle

e:AuB-»[0, 1/2]
takie, ze e>(X) = 0, jesli xe0, i e(x) = 1/2, jesli xeD.
Wzory

e2* i) jesii xea,
@ FO = - omepd)' josli xeB,

okreslajg odwzorowanie ciagter: Au B S1(mi1 An B wzory (4) sie zgadzajg).

Jesliby zbi6ér A u B nie rozcinat ptaszczyzny, to odwzorowanie/ musiatoby
mie¢ — na mocy pierwszego z dowiedzionych w tym wykiadzie twierdzen
— postaé

) /(x) = e2Ki*(x) dla wszelkich x ze zbioru Au B,

gdzie il jest odwzorowaniem cigglym zbioru AuB w prosts.
Musiatyby by¢ zatem, wobec spojnosci zbioréw A i B, prawdziwe — przy
pewnych liczbach catkowitych k il — réwnosci

/x) —e(x) —k, jesli xeA

\p(x) + e(x) = I, jesli xeB,
ktére — po odjeciu stronami — daja

e(x) = constans na AnB,

co jest nieprawdg, bo e\C —0 i e\D = 1/2.

Prostym wnioskiem z drugiego twierdzenia Janiszewskiego jest gtéwna teza
twierdzenia Jordana: krzywa zwykta zamknieta rozcina ptaszczyzne. Jest tak,
poniewaz jest to suma dwu tukéw o przekroju dwupunktowym.

(€) Tamze, s. 195; w Topologie 11, s. 354, a we Wstepie..., s. 238. Problemoéw ilosciowych dotyczy
praca S. Straszewicza Uber die Zerschneidung der Ebene durch abgeschlossene Mengen,
Fundamenta Mathematicae 7 (1925), 159—187; por. takze trzy prace R.H. Binga (z lat
1945—1946) w Collected Papers... 11, s. 305 i dalsze. 211



Rys. 137. Pierwsze twierdzenie Janiszew- Rys. 138. Drugie twierdzenie Janiszew-
skiego skiego

Przestrzenie X takie, ze dla kazdego ich przedstawienia w postaci
X =AuB,

gdzie A i B sg kontinuami, przekréj A nB jest spojny, nazywa sie jednosprzeg-
lymi<>

Oczywiscie, okrag nie jest jednosprzegly, co wynika z mozliwosci przed-
stawienia okregu jako sumy dwdch pétokregéw. Odcinki prostej sgjednosprzeg-
e, co réwniez jest oczywiste.

Natomiast wecale nie jest oczywiste to, ze sfery S", n” 2 sg jedno-
sprzegtle.

Bedzie to wszakze tatwo widoczne, jesli drugiemu twierdzeniu Janiszew-
skiego nadamy postac ilustrujgca to, co zawiera dowdd.

Twierdzenie (wersja formalna drugiego twierdzenia Janiszewskiego). Je-
§li A i B sg podzbiorami spéjnymi i domknietymi przestrzeni normalnej
i kazde odwzorowanie z Au B w okrag SI ma podniesienie, to AnB jest
spéjne.

Jedli dowdd zaczniemy od przyjecia a contrario, ze AnB jest niespoj-
ne, to znajdziemy sie w warunkach dowodu drugiego twierdzenia Janiszew-
skiego.

Z tej formalnej wersji twierdzenia Janiszewskiego dostajemy (przyjmujac
X = A u B) bezpos$rednio:

Wniosek. Jesli X jest przestrzenig normalng i spdjng taka, ze kazde
odwzorowanie X -» S1 ma podniesienie, to X jest przestrzenig jednosprzegla.

To, ze kazde odwzorowanie Sn-»S1, n” 2 ma podniesienie, wiemy
z wykfadu 10 (wniosek z twierdzenia na s. 192). Mozna tego dowie$é
takze bezposrednio (nie korzystajac z twierdzern o grupie podstawowej),

@ G.T. Whyburn, Analytic topology, Providence 1942, s. 228; systematyczny wykiad
212 jednosprzegtosci, s. 219—238.



adaptujac postepowanie z dowodu twierdzenia o podnoszeniu homotopii
drég (wyktad 9, s. 181)().
Stad, zapowiedziane:

Twierdzenie. Sfery S", n” 2, sg jednosprzegte.

W zakresie kontinudw lokalnie spéjnych jednosprzegtos¢ implikuje nie-
istotno$¢ ich odwzorowan w S1(6). W zakresie kontinudw bardziej osobliwych
tego odwrdcenia nie da sie przeprowadzié: kontinua nierozkiadalne sg jed-
nosprzegte (warunek jednosprzegtosci jest spetniony w prézni). Sg wsréd nich
tez takie, ktore rozcinajg ptaszczyzne (np. brzeg jezior Wady), dzieki czemu
maja, na mocy twierdzenia Borsuka o rozcinaniu, odwzorowania istotne
w okrag.

® Sfere S, n> 2, mozna — dla kazdego e > o — roztozy¢ na skonczenie wiele kostek
euklidesowych «-wymiarowych o $rednicach < . . mozliwoscig nadania im numeracji Kv Kr
takiej, ze przekroje (K, u ..u Kj) a KJ+1 sg dla kazdego j spdjne. To umozliwia preprowadzenie
konstrukcji podniesienia z dowodu wspomnianego twierdzenia. Dobrze jest przedtem sie przeko-
na¢, ze dla S1tego rodzaju rozktad nie istnieje.

<9 Tamze, s. 228, Th. 7. 4.



WYKLAD 13. Twierdzenia o antypodach w dowolnym
wymiarze * Lemat Tuckera ® Twierdzenie Lusterni-
ka-Sznirelmana ¢ Twierdzenie o nieistnieniu odwzorowan
Sn-*Sn~1 zachowujacych antypodyzm < Twierdzenie
Borsuka-Ulama < Kilka twierdzen zwigzanych z po-
przednimi

Z twierdzeniami o antypodach spotkaliSmy sie w poprzednim wykladzie,
ale jedynie dla sfery S2.

Twierdzenia te majg przeniesienia na wyzsze wymiary, a ich wspolnym
zrodtem jest lemat kombinatoryczny Tuckera (1945) — analogon sferyczny
lematu Spernera(l). Lemat Tuckera — mimo ze dotyczy dowolnego wymiaru
— jest Srodkiem prostszym niz grupa podstawowa, w ktdrej pojawia sie

@ AW, Tucker, Some topological properties of disk and sphere, Proceedings, Canadian
Mathematical Congress, Montreal 1945, 285—309. Lemat jest sformutowany na s. 135 ksigzki
Solomona Lefschetza, Introduction to topology, Princeton 1949. Dowodzona tu wersja lematu
pochodzi z ksigzki J. DugundjiegoiA. Granasa, Fixed point theory I, Warszawa 1982, s. 40.
Wersje kostkowg mozna znalezé w artykule H. Hadwigera, Elementare Kombinatorik und
Topologie; Elemente der Mathematik 15, Nr 3 (1960), 49—72. Ky F an w pracy A generalization of
Hickers Combinatorial lemma with topological applications, Annales of Mathematics 56 (1952),
431—437, uogdlnit lemat Tuckera z celem uzyskanych ogolniejszych sformutowan twierdzen
Lustemika-Sznirelmana.

Por. takze lematy kombinatoryczne: M. A. Krasnosielski, Topologiczeskije mietody
w tieorii nieliniejnych intiegralnych urawnienij, Moskwa 1956, s. 88 i dalsze; Benjamin Weiss,
A combinatorial proofofthe Borsuk-Ularn antipodal point theorem, Israel Journal of Math, 66 (1989),
364—368.

Aproksymacja kombinatoryczna moze by¢ zastapiona aproksymacjg wielomianami. Por.
prace: J. K. Arason, A Pfister, Quadratische Formen Uber affinen Algebren und ein algebra-
ischer Beweis des Satzes von Borsuk-Ulam, Journal fiir die reine und angewandte Mathematik 331
(1982), 181—184; M. Knebusch, An algebraic proofofthe Borsuk-Ulam theorem for polynomial

214 mappings, Proceedings of the American Mathematical Society 84 (1982), 29—32.



pojecie orientacji (drdg i petli). Z lematu Tuckera wyprowadza sie jedno
twierdzenie: twierdzenie Lusternika-Sznirelmana. Inne, wsrdd nich twierdzenie
Borsuka-Ulama, dostaje sie srodkami topologii og6lnej. Twierdzenie o kanap-
ce — podane tu bez dowodu, bo jest ono prostg adaptacjg dowodu z wymia-
ru 2, jest konsekwencja twierdzenia o nieistnieniu odwzorowan antypodycz-
nych

Podstawowa triangulacja symetryczna sfery S". Niech
w Vn+l kula Q"+1 bedzie reprezentowana przez zbidér punktéw

XO[+....+ x| M 4
a sfera S" — brzeg kuli Qn+l — przez zbiér
[XO|+ ....+|x,| = 1
Sfera S" jest sumg 2" symplekséw n-wymiarowych
(1) £0XO0 + ..+ Ex, = 1,

gdzie £j = 1 lub —1; w szczegolnosci, jesli wszystkie £f sg réwne 1, dostajemy
rozwazany dotad sympleks wzorcowy x0+ ....+x, = 1

Zbior tych 2" sympleksow wraz z ich $cianami stanowi triangulcje sfery Sn
Jest to triangulacja symetryczna: sympleksowi (1) odpowiada symetryczny don
sympleks

—e0X0—-£,,xn= 1

Oznaczmy te triangulacje przez T, nazywajgc jg dalej triangulacjg pod-
stawowg sfery S

Wierzchotkami triangulacji T s3
punkty (wektory) e?= (0,..0,1,0...,0)
i-ej=(0,.0-10,..0),j=0,.nzje-
dynkg lub minus jedynka na y-tym
miejscu.

Na kazdym sympleksie (1) doko-
najmy podziatu barycentrycznego, co
nam da podziat rozwazanej triangu-
lacji T. Jest to podziat symetrycz-
ny w tym sensie, ze wraz z kaz-
dym sympleksem nalezy don sympleks
z nim S$rodkowo (tj. wzgledem punktu

Rys. 139. Triangulacja podstawowa 0 = (>>"°)) symetryczny. Symetrycz-
sfery " ne pozostajg podziaty iterowane; jest
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to w dodatku podziat prawidtowy w tym znaczeniu, ze triangulacje dziedzicza
sie na podsfery

0 = 0.

Lemat Tuckera (Tucker 1945; patrz Lefschetz 1949, s. 135). Niech T' be-
dzie triangulacjg symetryczng prawidtowg sfery S" bedacag podziatem jej trian-
gulacji podstawowej T. Niech <p bedzie odwzorowaniem zbioru wierzchotkdw
triangulacji T' w zbiér wierzchotkéw triangulacji T (tj. w zbior {e0,.. e,
-e0....-e,,j) takim, ze

) gwiri «i n...gw\T*ak ="0=> gwm g>@l) n...ngwm cp(ak) » 0,
©) <p(-a) = -¢(a).

Dla kazdego sympleksu triangulacji T, tj. dla kazdego zbioru wierzchotkdw
triangulacji T postaci {e0e0 en}, §—1 lub —1, istnieje sympleks triangu-
lacji T' taki, ze @ przyjmuje na zbiorze jego wierzchotkdw wszystkie wartosci
ECe0  £6,, tj. przyjmuje jako wartosci wszystkie wierzchotki danego sympleksu
triangulacji T, wiecej, ilos¢ symplekséw triangulacji T', majgcej wspomniang
wihasnosc¢, jest dla kazdego sympleksu triangulacji T nieparzysta.

Uwagi przed dowodem. Zbiory {e0e0,...Eren} wartosci funkcji ¢ s3
wszystkie réwnouprawnione. Przez zmiane numeracji wektoréw ej i ich
znakéw rozwazania mozna zredukowaé¢ do jednego ustalonego zbioru. Ze
wzgledéw, ktore okazg sie w trakcie dowodu, wyrdzniony zostanie, jako zbior
wartosci, zbior

Lematu Tuckera dowodzi sie przez indukcje i z tego powodu pewna jego
mocniejsza wersja bedzie odpowiedniejsza dla dowodu.

Przy ustalonym n i dla kazdego k, k *n, rozwazmy triangulacje syme-
tryczne prawidtowe L sfer Sk i funkcje okre$lone na zhiorach wierzchotkow
tych triangulacji o wartoSciach w zbiorze

{e0>>e<~e0 —enp

spetniajgce warunki (2) i (3). Sympleks /c-wymiarowy tego rodzaju triangula-
cji L nazwiemy wyrdznionym pozytywnie, jesli zbior wartosci, jakie funkcja
przyjmuje na jego wierzchotkach, jest postaci

gdzie i0 < it < .. <ik Jesli ten zbi6r wartosci, przy tej samej umowie co do
216 porzadku wsrod ij, jest postaci



to sympleks nazwiemy wyr6znionym negatywnie.

Dwie nastepujgce wiasnosci sympleksow wyrdznionych zostang wykorzys-
tane w dowodzie:

(@) Sympleksy fc-wymiarowe wyrdznione pozytywnie, jak rowniez symplek-
sy fc-wymiarowe wyréznionej negatywnie, majg doktadnie po jednej Scianie
(k—I)-wymiarowej wyr6znionej pozytywnie.

Jest to Sciana powstata przez opuszczenie ostatniego wierzchotka w przy-
padku sympleksu wyrdznionego pozytywnie, a przez opuszczenie pierwszego
wierzchotka w przypadku sympleksu wyrdznionego negatywnie.

(b) Sympleksy /c-wymiarowe nie wyrdznione, jesli majg Sciany (k—1)-
-wymiarowe wyroznione pozytywnie, to doktadnie dwie.

Dla dowodu zauwazmy, ze sympleks fc-wymiarowy nie wyrdzniony ma
Sciany (k—I)-wymiarowe wyroznione pozytywnie, jesli wérod wartosci przyje-
tych na jego wierzchotkach pojawia sie co najmniej k sposréd wierzchotkow
e0...en Moze sie to zdarzy¢ jedynie w dwoch przypadkach: albo jedno
ej powtarza sie w tym zbiorze wartosci (ze wzgledu na (3), z tym samym
znakiem), albo wszystkie €} sg rézne, ale w uporzadkowaniu wedtug wskaz-
nikéw pewne dwa sasiednie eir i eir+, sg opatrzone tym samym znakiem.
W obu przypadkach usuniecie kazdej ze wspomnianych dwu wartosci daje
Sciang (fc—I)-wymiarowa wyrdzniong pozytywnie, jesli tego rodzaju $ciana
w ogéle sie pojawia.

Lemat Tuckera (wersja mocniejsza). Niech k~n. Niech L bedzie trian-
gulae]g symetryczng prawidtowg sfery Sk Niech e bedziefunkcja przyjmujaca na
wierzchotkach triangulacji L wartosci ze zbioru {e0,...en,—e0....—enj tak, ze
spetnione sg warunki (2) i (3). llos¢ sympleksow k-wymiarowych triangulacji
L wyrdznionych pozytywnie jest nieparzysta.

Dowdd (przez indukcje z ustalonym n ze wzgledu na k).

1 Przypadek k = 0. Na sferze S° jest tylko jedna triangulacja L = {a, —a)
i funkcja e spetniajgca warunki (2) i (3) przyjmuje przy pewnym j obie wartosci
ej i —ej. Jest doktadnie jeden sympleks wyrdzniony, a lub —a, ten, na ktérym
wartoscia jest ej.

2. Zaktadajac prawdziwos¢ twierdzenia dla sfer (ft—I)-wymiarowych, roz-
wazmy triangulacje symetryczng prawidtowg L sfery Sk i funkcje e ze
zbioru wierzchotkéw tej triangulacji w zbior {eO0....e,, —eo....—=¢,,], spetniajacy
warunki (2) i (3).

Ograniczmy rozwazanie triangulacji L do potsfery S+ i jej brzegu S"~1

Dla kazdego sympleksu fc-wymiarowego A na S+ odnotujmy liczbe a (A)
réwng ilosci Scian (k —I)-wymiarowych tego sympleksu wyr6znionych pozy-
tywnie. Niech x bedzie sumg wszystkich liczb a (A), gdzie A przebiega wszystkie
sympleksy fc-wymiarowe w S+ Kazda $ciana spoza brzegu S*-1 poisfery
S+ powtarza sie w tym sumowaniu dwa razy.
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Stad, x =R(Sk 1), mod 2,

gdzie 8 (Sm) jest symbolem dla oznaczenia ilosci symplekséw m-wymiarowych
na Sm wyrdznione pozytywnie.

Wobec (b), w sumowaniu mod 2 mozna ograniczy¢ sie do symplekséw A
wyréznionych (pozytywnie lub negatywnie). Wobec (a), pozostata suma jest
réwna Q' + B", gdzie B 'jest iloScig symplekséw fc-wymiarowych na S+ wyr6z-
nionych pozytywnie, a " iloscig tego rodzaju $cian wyrdznionych negatywnie.

Jest wiec

B'+ R" = 0(S*1) mod 2

Wobec symetrii triangulacji L, liczba B" jest réwna ilosci sympleksow
k—wymiarowych na Sk wyrdznionych pozytywnie.
Zatem, B' + B" = (Sk), a w rezultacie

B(SK = R(Sk~I) mod 2.

Wobec zatozonej indukcyjnie nieparzystosci liczb B (S*~x) dostajemy niepa-
rzystos¢ liczby B(SK).

Wobec dowiedzionej w pierwszym kroku rownosci (S°) —1, dowdd
indukcyjny zostat zakonczony.

Przypadek k = n pokrywa sie z tezg twierdzenia.

* * *

Twierdzenie. Niech UO....U,, bedg zbiorami otwartymi sfery Sn pokrywa-

jacymi wraz ze swymi obrazami antypodycznymi —UQ, -,—Un sfere Sn Jesli
zaden ze zbioréw Uj nie zawiera pary punktéw antypodycznych, to UO rv..n
u,,*0.

Dowdd. Niech T' bedzie podziatem symetrycznym triangulacji pod-
stawowej T sfery S" na tyle drobnym, by $rednice gwiazd gw\T-\, a wierzchot-
kéw a triangulacji T nie przekraczaly liczby Lebesgue’a O pokrycia

@ P = {U0...Un-U 0...-U n}.

Dla kazdego wierzchotka a triangulacji T istnieje co najmniej jeden zbi6r
V pokrycia P taki, ze

(5) gm\T\a « V.

Ustalamy jeden z tych zbioréw V dla kazdego a w ten sposob, ze jest to
Uj lub —Ujz najmniejszymj w numeracji z (4), dla ktérego (5) jest prawdziwe.
Otrzymujemy funkcje e' : W' ->P okreslong na zbiorze W' wierzchotkow

218 triangulacji T' taka, ze



Owjn a¥Y n...nO0OWnh ak 0=>(p”)n...ne'(ak* 0,
¢e'(-a) = -g>'(a).

Elementom pokrycia P przypiszmy w spos6b wzajemnie jednoznacznie
wierzchotki triangulacji podstawowej T, przypisujac zbiorom Uj wierzchoiki
ej tej triangulacji, a zbiorom —uUj wierzchotki —ej. W ten sposéb otrzymuje-
my odwzorowanie ¢>ze zbioru wierzchotkow triangulacji T' w zbidr wierzchot-
kow triangulacji T spetniajgce warunki (2) i (3).

Na mocy lematu Tuckera istnieje sympleks triangulacji T', na ktérego wierz-
chotkach funkg'a gprzyjmuje wszystkie wartosci €0.....¢,,, Znaczy to, ze funkcja B
przyjmuje na wierzchotkach tego sympleksu wartosci UO0,...,un Na mocy (6) jest

uon...n U, i- 0,

W szczegblnosci rozwazmy przypadek, kiedy zbiory UO0,...,Un same, bez
swoich obrazéw antypodycznych, pokrywajag Sn Jesli UOn...n U, " 0, to
antypoda punktu z przekroju uon...n Unnalezy do ktérego$ ze zbioréw Uj.
Dostajemy w ten sposoéb:

Twierdzenie Lusternika-Sznirelmana. Jesli zbiory otwarte UO....U,, pokrywa-
ja sferg Sn to co najmniej jeden z nich zawiera pare punktow antypodycznych.

W nietrudny spos6b otrzymujemy stad nastepne twierdzenie z tego cyklu:

Twierdzenie 1. Nie istnieje odwzorowanie sfery Snw sfere Sn~| zachowujgce
antypodyzm.

Dowo6d. Na sferze Sn~1 istnieje konfiguracja n+ 1 zbioréw otwartych,
pokrywajacych S"-1, z ktérych zaden nie zawiera pary punktéw antypodycz-
nych; moga to by¢ na przyktad $ciany sympleksu A" powigkszone o gwiazdy
wierzchotkdw brzegu SA" w podziale barycentrycznym sympleksu A" (zbiory
Vj na rys. 140).

Jesli/: Sn-*Sn~i jest odwzorowa-
niem zachowujacym antypodym, to
wspomniana konfiguracja przechodzi na
analogiczng konfiguracje w S". Twier-
dzenie Lusternika-Sznirelmana wyklu-
cza tego rodzaju konfiguracje na S".

Dalsze dwa twierdzenia wynikaja
stad na drodze znanej z poprzedniego
wyktadu.

Twierdzenie 2. Jesli f : Sn-mEn jest

*j odwzorowaniem ciagtym zachowujacym

Rys. 140. Jeden ze zhioréw konfigu- antypodyzm, tj. takim, zef(—x)= —¥(x)
racji na S"-1 dla kazdego x, tof(x) = 0 dla pewnego x.
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Twierdzenie 3 (Borsuka-Ulama). Jedli f : S"—En jest odwzorowaniem
cigglym, to f(x) —f(—x) dla pewnego x.

Twierdzenie Borsuka-Ulama zawiera w sobie twierdzenia Brouwera o nie-
istnieniu retrakcji

Dla dowodu przyjmijmy, ze istnieje retrakcja kuli Q" na jej brzeg Sn~I.
Traktujmy te retrakcje jako retrakcje r:S+ ->Sn~1 gornej poisfery ST sfery
S" na réwnik Sn~l. Odwzorowanie f:S"-*Sn~1 okre$lone wzorem

fr(x), jesSli xeSw
X {—(—x), jesli xeSn,

gdzie Snjest dolng potsfera sfery Sn jest ciggle (wzory zgadzajg sie na czesci
wspolnej Sn 1 potsfer S+ i S"). Odwzorowanie / zachowuje w oczywisty
sposOb antypodyzm. Sprzeczno$¢ z twierdzeniem 1

Innym twierdzeniem réwnowaznym twierdzeniom 1—3 jest:

Twierdzenie 4. Jesli f : S"~1-> S" 1 jest odwzorowaniem nieistotnym, to
fix) —f (—x) dla pewnego x.

Dow6d. Jako odwzorowanie nieistotne/ma przedtuzenie g: S+ -»S"_1.
Odwzorowanie g moze przedtuzy¢ do odwzorowania h:Sn-*Qn przyj-
mujac h(x) = |[x| mg(x), dla xeS1l, gdzie x jest punktem symetrycznym
rownikowo do x, a x rzutem punktu x na Q' Na mocy twierdzenia 3
(Borsuka-Ulama) istnieje x na Sn takie, ze h (x) = h(—x) (odwzoro-
wanie h traktujemy jako odwzorowanie w En, zakfadajagc, ze Qna E").
Istniejacy punkt x lezy na Sn_1, bo dla x spoza S"~1, jesli zatozymy (co ze
wzgledu na symetrie nie ma znaczenia), ze xeS+, mielibySmy \h(x)] = 1
i \h(-x)\ = |x|*|<A(—x)I< L

Majac twierdzenie 4, tatwo dostaje sie twierdzenie 1

Dla dowodu przypusémy, wbrew twierdzeniu |, ze istnieje odwzorowanie
/. S"-»S" 1 zachowujace antypodyzm. Jako odwzorowanie w S" odwzorowa-
nie / jest nieistotne, bo f(Sn ~ Sn Wobec twierdzenia 4, /(x)=/(—) dla
pewnego X. Ale/ zachowuje antypodyzm, wiec /(X) = —(—x) dla tegoz x.
Sprzecznosé.

Ostatnie twierdzenie jest w fatwy sposob réwnowazne z nastepujagcym
twierdzeniem Borsuka(2):

Twierdzenie 5. Je$li f: Sn-*Sn jest odwzorowaniem zachowujgcym an-
typodyzm, to jest istotne.

m K. Borsuk, Drei Satze Uber n-dimensionale euklidische Sphare, Fundamenta Ma-
thematicae 20 (1933), 177—190; Satz I.



Vn+l

En

A

gwA aj
A(ao,...,an
A(@)

dA™
diam A
K]

Ke
gww <j

\g\

AR
f:X->Y

— konfiguracja (krzywa) theta

— przestrzen euklidesowa (wektorowa) (n + I)-wymiarowa

— przestrzeA euklidesowa n-wymiarowa

— sympleks n-wymiarowy (miedzy innymi wzorcowy)

— gwiazda wierzchotka aj w sympleksie A"

— sympleks o wierzchotkach ao..., an

— j-tst wspotrzedna barycentryczna punktu (wektora) a wzgledem uktadu wektoréw
liniowo niezaleznych a0...., an

— brzeg sympleksu A"

— drednica zbioru A

— bryta triangulacji K

— zbiér wierzchotkéw triangulacji K

— gwiazda wierzchotka Oj w wieloscianie \K\ wzgledem jego triangulacji K; jesli
|[K| = A" lub \K\ = SA", to symbole gw” aj i gwej- aj oznaczajg gwiazdy w tych

wieloscianach wzgledem ich triangulacji ztozonych ze $cian sympleksu A"

(wiaczajac sam sympleks, w przypadku [JJ = A")

— odwzorowanie bryt triangulacji wyznaczone przez odwzorowanie symplicjalne g
tych triangulacji

— odcinek prostej (domkniety, tj. z koricami; jesli nie pisze sig, ze jest inaczej, jest to
odcinek 0 <t< 1)

— kostka euklidesowa n-wymiarowa (rozumiana jako produkt / X ..x/, n razy)

— kula euklidesowa domknieta, x@+ ._+ x*_, < 1

— sfera euklidesowa n-wymiarowa, x2 + ..+ x* = 1, brzeg dQ,+1 kuli (n - I)-wy-
miarowej

— retrakt absolutny

— odwzorowanie; ciagte, jesli nie zastrzega sig, ze jest inaczej
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Symbol rezerwowany dla kostki Hilberta

miara (Lebesgue’a) zbioru A

liczba ,,pi”

na przyktad w symbolu e* — jednostka urojona
wymiar pokryciowy przestrzeni X

symbol homotopijnosci odwzorowan

nerw pokrycia P

réwniez symbol dla réwnowaznosci drog (petli)
grupa podstawowa przestrzeni X w punkcie xB
grupa podstawowa przestrzeni X

izomorfizm wyznaczony przez droge <9
homomorfizm wyznaczony przez odwzorowanie /
powierzchnia rzutowa



Antypodyzm 131
aproksymacja symplicjalna 59

Barycentrum 47

bryfa triangulacji 54

bryty platonskie 17

brzeg (geometryczny) sympleksu 46
brzeg (topologiczny) zbioru 26

Deformacja 122

dhugos¢ wektora 42

dodawanie drég 165

dodawanie klas drég réownowaznych 166
droga 164

dywan Sierpinskiego 96

Jkkstensor absolutny AE 67
e-odwzorowanie 177

Graf 12

gwiazda wierzchotka sympleksu 45

gwiazda wierzchotka triangulacji 58

grupa podstawowa 169 223



Homotopiag odwzorowan — ogo6lnie 120
homotopia (réwnowazno$¢) drdég 165
homomorfizm wyznaczony przez odwzorowanie 174

lzomorfizm triangulacji 54
Jednosprzegtos¢ 212

Kombinacja liniowa 42

konfiguracja 0 31

konfiguracja (krzywa) 0 w szerszym sensie 152
kostka Hilberta 71

kostka euklidesowa /"' «-wymiarowa 66

krotno$¢ pokrycia 111

krzywa trdjkatowa Sierpiriskiego 96

krzywa uniwersalna Sierpinskiego — patrz dywan
krzywa zwykta zamknieta 151

Liczba Lebesgue’a 70

tamana 24
tamana zamknigta 24
tuk 144

Nakrycie 187

nakrycie wzorcowe okregu przez prostg 178
nerw pokrycia 115

niezalezno$¢ wektoréw 42

numeracja Spernera 78

Obszar 25

odcinek 44

odwzorowanie nakrywajace — patrz nakrycie
odwzorowanie istotne nieistotne w S" 128
odwzorowanie istotne na Q" 134
odwzorowanie w nerw pokrycia 116
odwzorowanie zachowujgce antypodyzm 202

Petla 165
podniesienie drogi 179
podniesienie odwzorowania 188
podziat barycentryczny 50
podziat przestrzeni E" na sektory 53
podziat symplicjalny — patrz trianguiacja
potozenie ogdlne 56
powierzchnia Kleina 200
224 powierzchnia rzutowa 199



przedtuzenie odwzorowania 65

przestrzen euklidesowa n-wymiarowa E* 43
przestrzen jednospdjna 170

przestrzen lokalnie spdjna 25

przestrzen $ciggalna 122

przestrzen wektorowa 41

punkt staty odwzorowania 102

punkt incydencji pary odwzorowan 132

Retrakt, retrakcja, retrakt absolutny AR 68
rozcinanie, rozspajanie przestrzeni E" 140
rzut stereograficzny 15

Sktadowa 25
sympleks wzorcowy «-wymiarowy 44
sympleks A@@0 aj 45

Sciana sympleksu 46

Torus 194
triangulacja 53
typ homotopii 126

Wi eloscian (bryfa triangulacji) 57
wiasno$¢ punktu statego 102
wspdtrzedne barycentryczne 43
wstega Mobiusa 127 (rys. 84)
wymiar pokryciowy 112

wymiar triangulacji 55

Obiory jednakowo potozone — potozone inaczej 161—162
zbiér wypukty 46
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Nie ma trzeciego obszaru

z obwodu wielokgta W' na
czworokat M.

i h(y)0. Ten homeomorfizm
przedtuzamy

retrakcja przypisujaca

Retrakcje r: ktéra
bedzie nazywana kanoniczna,
mozna

Ke-*K*°

K w L.

wiekszej niz e.
Kontinua wezowe...

zaczepione o T, jak na rys. 108,
ktore... nie bedziemy przeprowa-
dzaé.

tuk Antoine’a
ono
Magus W.

Powinno by¢

Nie ma jeszcze jednego obszaru

z obwodu wielokata W™ do ho-
meomorfizmu W' na czworokat N.

i h(y)0 przedluzamy

odwzorowaniem przypisujacym

Odwzorowanie r:

ktére bedzie nazywane retrak-
cja kanoniczna, mozna

(skreslic)

K'-*L.

wiekszej niz e. Mozna dowies¢, ze
kontinua wezowe...

zaczepione o T, ktére w tym
dopetnieniu nie sg deformowalne
do punktu; méwi sie tez, ze do-
petnienie tego zbioru — nazywa-
nego zbiorem Antoine'a — ma
nietrywialng grupe podstawowa.

Zbior Antoine’a
on

Magnus W.






