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Wistep

Spojnos¢ — whasno$¢ polegajaca na niemozliwosci rozbicia przestrzeni na
dwa zbiory otwarte — pojawita si¢ w rozwazaniach pétmatematycznych jeszcze
u scholastykow z Merton College i Paryza, ktoérych, podobnie jak Galile-
usza, pochtaniat obecny w fizyce Arystotelesa problem ruchu pocisku. Dzieli
si¢ on na dwie fazy — wymuszona, kiedy pocisk si¢ wznosi, niemajacag chwili
ostatniej — i spadku naturalnego — fazy niemajacej chwili poczatkowej. Sposdb,
w jaki tacza si¢ obie fazy, jest problemem myslowym, ktory rozstrzygamy za
Galileuszem, przyjmujac, ze taczy je doktadnie jedna chwila. To rozstrzygnigcie
pojawia si¢ w $cistej formie u Dedekinda, tworcy obiektu myslowego aryt-
metyczno-mnogosciowego znanego pod nazwa continuum, ktoére okazuje si¢
spojne w sensie wypowiedzianym na wstepie.

To proste pojecie spojnosci przeniesione we wczesnych latach ubiegtego
stulecia przez Frederica Riesza na powstaty wowczas zakres obiektéw mno-
gosciowych, bardziej ztozonych niz liniowo ptynacy czas, ujawnito dos¢ szyb-
ko wiele osobliwosci — wrecz patologii. Napotykat na nie na poczatku wieku
A. Schoenflies, azanim L.E.J. Brouwer, mimo Ze ograniczali si¢ do zbiorow
nazywanych pozniej zwartymi. B. Knaster i K. Kuratowski (1922) napotkali
wsrod zbiorow spojnych (niezwartych) na osobliwosci na tyle specyficzne, ze
omawia si¢ je zazwyczaj oddzielnie od osobliwosci pojawiajacych si¢ w zakresie
zbioréw zwartych spojnych nazwanych kontinuami.

Poczatkowo ograniczano zainteresowania do kontinuéw potozonych w prze-
strzeniach euklidesowych (H. Hahn, S. Mazurkiewicz, R.L. Moore), rozsze-
rzajac stopniowo zakres, najpierw do kontinuéw potozonych w przestrzeniach
metrycznych. W pewnych zakresach, np. jesli zatozy¢ lokalna spodjnos¢,
dyscyplina ma charakter teorii. W pewnych dalszych zakresach jest to juz raczej
zbidr faktow. Od mniej wigcej lat szesédziesigtych ubiegltego wieku rozwazania
wyszly wyraznie poza kontinua metryczne, nie wychodzac wszakze w istot-
nej mierze poza zakres 7,. Zbiory spojne niezwarte nadal pozostalty w kregu
zainteresowan teorii. Chociaz wspotczesna teoria kontinuéw wychodzi daleko
poza zakres kontinuow potozonych w przestrzeniach euklidesowych, to jednak
juz kontinua lezace na plaszczyznie stwarzaja nierozwigzane od dziesigtek lat
zagadnienia.

Teoria zbiorow spdjnych i kontinuéw nie ma na celu zastosowan. Jej problemy
to problemy wewngtrzne teorii. Ale od samego poczatku — wspomnielismy Gali-
leusza — spojnosci i kontinuom towarzysza zjawiska o znaczeniu fizycznym,
ktore nadaja teorii motywacji. Na obrzezu teorii rownan rozniczkowych pojawiaja
si¢ krzywe bedace kontinuami zageszczenia rozwigzan, wsrod nich kontinua
nierozktadalne — kontinua o skrajnych osobliwosciach geometrycznych. Teoria
kontinuéw pomaga rozumiec te zjawiska przez badanie obiektéw arytmetycznych
o analogicznej budowie. Dyscyplina nazywana topologia dynamiczng — majaca



zwigzki z teorig kontinuow — dostarcza obiektéw 1 procesow symulujacych
zjawiska przyrody, podobnie jak rozwijana obecnie teoria fraktali. Tych powigzan
teorii kontinuéw z dyscyplinami matematycznymi wyrostymi na gruncie analizy
Newtona nie mozna jednak w zadnym razie nazwac zastosowaniami, bo jest to
raczej wspomagajaca obie strony koegzystencja.

Jest kilka ksigzek poswigconych spdjnosci i kontinuom. W zakresie ptaszczy-
zny nalezy wymieni¢ przede wszystkim ksiazke B. Kerékjarty (1923). Konti-
nuom wymiaru 1, tj. krzywym, poswigcit ksigzke K. Menger. Oryginalnoscia
wyroznia si¢ ksigzka G.L. Spencera i D.W. Halla (1960). W ksiagzkach J.G.
Hockinga i G.S. Younga (1961), K. Kuratowskiego (1950) i G.T. Why-
burna (1942) kontinuom poswigcone sa ich gléwne rozdzialy. Logicznie przed-
stawiony przeglad wczesnych rezultatow dotyczacych spojnosci i kontinuéw
mozna znalez¢ u W. Wilkosza (1935).

W niniejszej publikacji autor po przedstawieniu podstawowych watkow, two-
rzacych okreslone calosci, starat si¢ umiesci¢ rowniez rzeczy nowsze. Stosowana
w tej ksiazce symbolika i nazewnictwo nie odbiega od ogdlnie przyjetych.

Ksigzka nie ujmuje catosci zagadnienia. Urywa si¢ w miejscu, w ktorym
wyczerpuja si¢ mozliwosci elementarnych srodkow w niej stosowanych. Niewiele
mowi si¢ o odwzorowaniach kontinuéw, nie pojawia si¢ metoda granic wstecz-
nych.
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Wyklad 1. Zbiory uporzadkowane

s Uporzadkowania zbioru  Skoki 1 luki * Uporzadkowania ciggle « Kresy gorne i dolne
* Przedziaty zbioru uporzadkowanego * Zbiory wypukte * Podzbiory porzadkowo ge-
ste — osrodkowos¢ porzadkowa * Twierdzenia Cantora * Charakteryzacja porzadkowa
zbioru liczb rzeczywistych

Obiektem matematycznym motywujacym pojecie spojnosci byta zbudowana
przez Dedekinda prosta rzeczywista. Podstawowa strukturg prostej rzeczy-
wistej jest jej uporzadkowanie. Wtlasnos¢ tego uporzadkowania nazywana
ciagtoscia okazuje si¢ w zakresie zbioréw majacych uporzadkowanie synoni-
mem podzniej wprowadzonego pojecia spojnosci. Jakkolwiek pojecie to zyskato
z czasem znaczenie w szerokim zakresie przestrzeni topologicznych, to jednak
zakres przestrzeni topologicznych uporzadkowanych pozostaje nadal zakresem
motywujacym zasadnicze pojecia dotyczace spojnosci.

Uporzagdkowania zbioru

Przez uporzqdkowanie zbioru rozumie si¢ relacje < wigzaca elementy tego
zbioru, ktora jest

(1) zwrotna, tj. taka, ze jest zawsze x < X,
@) antysymetryczna, tj. taka, ze x < y 1y < x pocigga x =y,
3) przechodnia, tj. taka, ze x < y iy < z pociaga x < z, i

4) liniowa, tj. taka, ze jest zawsze badz x < y, badz y < x, dla wszelkich x 1 y.

Zbiér z dang na nim relacjg uporzadkowania bedzie nazywany zbiorem upo-
rzgdkowanym.

Jeslix < yix#y,to pisze si¢ x < y i czyta si¢ x mniejsze niz y (lub x wczes-
niejsze niz y, lub x poprzedza y). Bedziemy nazywac relacj¢ < nierownoscia ostrg,
a nieréwnos¢ x < y, nazywana stabg, moze by¢ rozumiana jako x mniejsze niz y
lub rowne y.

Przyktady uporzadkowan, ktére bedziemy miec stale na uwadze, to znane
uporzadkowania — okreslone arytmetycznie — zbioréw liczb naturalnych, cat-
kowitych, wymiernych i rzeczywistych.

Jesli relacja < nie ma wilasnosci (4), to nazywa si¢ ja uporzadkowaniem cze-
Sciowym;, tego rodzaju relacja jest zawieranie si¢ zbiorow.

11
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Wprowadzona wyzej relacja < ma nastepujace, nietrudne do sprawdzenia,
wiasnosci:

() mozliwosci x <y, y < x 1y =x nawzajem si¢ wykluczaja,
2 x <y <z=x<z(przechodniosé),
3 x <ylubx =y, luby < x (liniowosc).

Na odwro6t, okreslajac
®) x <yjakox <ylubx =y,

fatwo sprawdza si¢ — zaktadajac (1’) — (3°) — warunki (1)—(4) przyjete dla
nieréwnosci stabej.

Pojecie uporzadkowania mogloby by¢ zatem oparte na relacji ostrej nie-
rownosci < zamiast na nierdwnosci stabej <, ktorej spetnianie dla pary punktow
sprowadza si¢ do alternatywy (5).

Skoki 1 luki

Przez skok uporzadkowania rozumie si¢ parg punktoéw taka, ze nie ma miedzy
nimi innych punktéw zbioru.

X y

Rys. 1. Skok

Przez rozbicie zbioru rozumiemy przedstawienie zbioru w postaci sumy
podzbioréw roztagcznych niepustych. Rozbicie zbioru na dwa zbiory 4 i B takie,
ze kazdy element zbioru A poprzedza kazdy element zbioru B, nazywane jest
przekrojem'. Jesli w zbiorze 4 nie ma elementu najwigkszego, a w zbiorze B nie
ma elementu najmniejszego, to moéwimy, ze przekrdj wyznacza luke.

Przyktadem luki jest rozbicie zbioru liczb wymiernych dodatnich na zbiory
wiw? <2bi{w:w?> 2}

A B

N

Rys. 2. Luka

Uporzadkowania ciggte

Uporzadkowanie zbioru nazywane jest uporzadkowaniem cigglym, jesli nie
ma w nim skokow 1 luk.

! Przekrojem w sensie Dedekinda.
2 Pelny arytmetyczny dowdd, ze rozbicie to daje luke, mozna znalez¢ np. w ksiazce Dzialania
nieskonczone W. Sierpinskiego (Warszawa 1948, s. 2).



Jesli wiec zbidr uporzadkowany w sposoéb ciagly rozbi¢ na dwa zbiory 4 1 B
takie, ze kazdy element zbioru A4 jest mniejszy od kazdego elementu zbioru B —
tj. utworzy¢ przekrdj — to badz w zbiorze 4 bedzie element najwigkszy, badz
w zbiorze B bedzie element najmniejszy i te przypadki si¢ wykluczajg.

Przyktadem uporzadkowania ciggtego jest uporzadkowanie zbioru liczb
rzeczywistych. Uporzadkowanie liczb wymiernych ma luki, nie majac skokow.
Uporzadkowanie liczb catkowitych ma skoki, nie majac luk.

Kresy gorne i dolne

Do pojecia ciaglosci uporzadkowania mozna dojs¢, wychodzac z innego
rodzaju wyobrazen.

Niech X bedzie zbiorem uporzadkowanym relacjg <. Przez kres gorny pod-
zbioru A zbioru X rozumiemy najmniejszy spos$rod tych elementow x zbioru X,
ktore ograniczajg z gory zbior A4, tj. tych elementéw x, dla ktérych a < x dla
wszystkich a ze zbioru 4.

Jesli elementem ograniczajacym zbior 4 jest element zbioru 4, to, oczywiscie, ten
element jest kresem gornym zbioru 4; jest to wtedy najwigkszy element zbioru 4.

Nie kazdy podzbior musi mieé? kres gorny, a jesli ma, to ten kres gérny nie musi naleze¢
do tego podzbioru. W zbiorze liczb rzeczywistych zbior liczb catkowitych nie ma kresu gérnego, bo
nie ma liczb, ktore by ten zbidr ograniczaty; zbior liczb rzeczywistych ujemnych jest ograniczony

przez kazda z liczb nieujemnych i zadna liczba ujemna nie jest takim ograniczeniem; kresem
goérnym tego zbioru jest liczba 0, ktora don nie nalezy.

Twierdzenie. Jesli uporzqdkowanie zbioru nie ma luk, to kazdy jego pod-
zbidr ograniczony z gory i niepusty* ma w nim kres gorny.

Dowodd. Niech 4 bedzie podzbiorem niepustym zbioru X, ograniczonym z gory.
Jesli wérod elementdéw ograniczajacych z gory zbior A jest element zbioru A4, to, na
mocy poczynionej wezesniej uwagi, jest on kresem gornym zbioru 4. Wykluczmy
wigc ten przypadek i rozwazmy wraz z kazdym elementem a zbioru 4 zbidr X, =
{x € X : x < a}. Zsumujmy wszystkie zbiory X,; otrzymany w ten sposob zbior X,
jest niepusty (bo A4 jest niepuste) i wraz ze swoim dopetnieniem (réwniez niepustym)
tworzy przekroj. W rozwazanym przez nas przypadku zbior X, nie ma elementu
najwickszego, a wobec nieistnienia luk w uporzadkowaniu zbioru X w dopetnieniu
zbioru X istnieje element najmniejszy. Jest to kres gorny zbioru 4.

Wynikanie odwrotne jest oczywiste: luka znaczy istnienie zbioru ograni-
czonego z gory niemajacego kresu gornego. Stad uporzqgdkowanie zbioru nie ma

* Powiedzenie, ze zbior ma kres gorny, jest zaszto$cia jezykowa, ktora ktoci si¢ z potocznym
znaczeniem stowa ma w sytuacji, kiedy ten kres do zbioru nie nalezy.

4 Kresem gornym podzbioru pustego jest — zgodnie z przyjetym okresleniem kresu gornego
— najmnigejszy element zbioru. Jest to fakt bedacy nastepstwem przyjetego przez nas formalizmu
logicznego. Nie jest to jedyna niespodzianka, jakg sprawia zbior pusty; por. na ten temat artykut
A. Wiwegera: Klopoty ze zbiorem pustym. ,,Wiadomos$ci Matematyczne” 11 (1970), 187—199.
Dlatego nie mozemy zadaé w tezie twierdzenia, aby rowniez podzbior pusty miat swoj kres gorny,
to bowiem wymagatoby zatozenia, by rozwazany zbiér miat element najmniejszy.
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luk wtedy i tylko wtedy, gdy kazdy podzbior ograniczony z gory i niepusty ma
w tym zbiorze kres gorny.

Analogicznie okre$la si¢ kresy dolne podzbioréw, biorac pod uwage upo-
rzadkowanie przeciwne’. Poniewaz pojecie luki nie wyrdznia kierunku upo-
rzadkowania, dowiedziona rownowaznos$¢ pozostaje w mocy, jesli zastapi¢ w niej
kres gorny kresem dolnym.

Przedzialy zbioru uporzadkowanego

Wsrod podzbioréw zbioru uporzadkowanego wyrdéznimy przedziaty, tj.
zbiory postaci {x : a < x < b}, ztozone z punktoéw x lezacych miedzy dwoma
punktami nazywanymi koncami przedziatu. Konce nie wchodza w sktad
przedziatu. Przedzial o koncach a i b, a < b, bgdzie oznaczany symbolem
(a, b).

Wyréznimy przedzialy poczgtkowe (—, a), tj. zbiory postaci {x : x < a},
oraz analogicznie rozumiane przedziaty koncowe (b, ®), tj. zbiory postaci
{x :x > b}°.

Wystarczy mie¢ przedziaty poczatkowe i koncowe, aby — jako przekroje —
dosta¢ wszelkie inne.

Warto zwréci¢ uwage na to, ze przedzialy moga by¢ puste; jest tak, jesli
konce przedziatu tworzg skok (por. rys. 1). Jesli uporzagdkowanie ma skoki, to
przedziaty moga mie¢ posta¢ geometryczng odbiegajaca od wyobrazen o prze-
dziatach na prostej — por. rys. 3, 4 i 5 przedstawiajg przedziaty tak, jak wygla-
daja one na prostej i — ogdlnie — w uporzadkowaniach ciagtych).

a b
— 00 b e b
a 00 a o
N
Rys. 3. Przedzial, przedzialy poczat- Rys. 4. Odcinki i pétodcinki

kowe 1 koncowe

Zbiory ztozone z punktow x takich, ze a < x < b, oznaczane symbolami [a, b],
beda nazywane odcinkami. Warunek postaci a < x < b okresla zbiér nazywany
polodcinkiem z lewym koncem, oznaczany dalej symbolem [a, b); analogicznie
rozumiany jest pofodcinek z prawym koncem, dla ktorego symbolem jest (a, b].
Warunek x < a okresla odcinek poczgtkowy o koncu a, a warunek x > b —

5 Formalnie jest to relacja <’ taka, ze x < 'y < y < x; tego formalnego ujecia wobec oczywi-
stosci opisywanej sytuacji nie bedziemy si¢ trzymali.

¢ Symbole —o i oo nie oznaczaja elementow zbiorow, lecz sa ogodlnie przyjetymi znakami
umownymi.



odcinek koncowy o poczatku b. Zwrdémy uwagg, ze jesli a < b jest skokiem, to
odcinek [a, b] redukuje si¢ do zbioru dwuelementowego {a, b}.

Proste pojeciowo zbiory, jakimi sg przedzia-
by, OdCink.i i p('?iodf: ink.i’ Wymagaje} Fl.uZej uwagi Rys. 5. Dwa; sqsie;dnie skoki wyznacza-
w postugiwaniu si¢ nimi w sytuacji, gdy upo- ja przedziat, ktory moze byé — jako
rzadkowanie ma skoki, a takze, kiedy ma luki.  zpigr — odcinkiem

Zbiory wypukte

Podzbior zbioru uporzadkowanego nazywamy wypuklym, jesli wraz z kaz-
dymi dwoma punktami zawiera wszystkie punkty lezace migdzy nimi, a wigc
jesli wraz z punktami a 1 b zawiera odcinek [a, b] tego uporzadkowania.

Wszystkie rodzaje przedzialow, odcinkéw i pdlodcinkéw sa podzbiorami
wypuktymi.

Zbiory wypukle stanowig szerszy zakres zbioréw niz wymienione dotad roz-
maite rodzaje odcinkow, bo np. podzbior {w : w? < 2} zbioru liczb wymiernych
dodatnich nie jest ani przedziatem, ani odcinkiem, ani pétodcinkiem tego zbioru,
bedac jego podzbiorem wypuktym. Ale:

Twierdzenie. Jesli uporzqdkowanie zbioru nie ma luk, to podzbior wypukty
tego zbioru, jesli nie jest zbiorem pustym lub catosciq, jest odcinkiem, odcinkiem
poczqtkowym lub koncowym, przedziatem, przedziatem poczgtkowym lub konco-
wym, lub jednym z pétodcinkow.

Dowdd. Niech W bedzie podzbiorem wypuktym zbioru X uporzadkowanego
bez luk. Pokazemy najpierw, ze przedziat (a, b), gdzie a jest kresem dolnym,
a b — kresem gornym zbioru W (dopuszczajac a = —o i b = oo, jesli zbior W nie
jest ograniczony z dotu badz z gory), jest zawarty w zbiorze W (istnienie wspo-
mnianych kreséw wynika z nieistnienia luk).

Dla dowodu zapowiedzianego zawierania wezmy x, a < x < b. Z whasnosci
kreséw wynika istnienie w zbiorze W punktow a’ 1 b’ takich, ze a < a’ <x < b’
< b. Wobec wypuklosci odcinek [a’,b’] jest zawarty w W. Stad x € W.

Jesli kresy nie nalezg do W, to W = (a, b). Jesli ktorys z kresow nalezy do W,
to W=la, b], W=la, b) lub W = (a, b] (dopuszczamy a = —o0 i b = 00 W przy-
padku nieistnienia ograniczenia z dotu badz z gory; jesli nie ma zadnego z tych
ograniczen, to W = X).

Niech 4 bedzie podzbiorem zbioru uporzadkowanego X. Sktadowymi wypuk-
tosci zbioru A w zbiorze X nazywamy maksymalne podzbiory wypukte zbioru X
zawarte w A. Sktadowe wypuklosci zbioru sg rowne, jesli maja punkt wspodlny.
Sktadowe wypuktosci zbioru 4 stanowia wiec rozbicie zbioru 4 na maksymalne
podzbiory wypukte zbioru X zawarte w 4.
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Podzbiory porzadkowo gegste — osrodkowos¢ porzadkowa

Niech X bedzie zbiorem uporzadkowanym. Podzbidr 4 zbioru X nazywany
jest porzgdkowo gestym — w skrocie, dla celow tego Wyktadu, gestym w zbiorze
X, jesli w kazdym przedziale niepustym zbioru X sa punkty zbioru A.

Zbior liczb rzeczywistych zawiera zbior gesty przeliczalny, mianowicie pod-
zbior liczb wymiernych. Mowi si¢ tez, ze zbior liczb wymiernych stanowi osro-
dek przeliczalny zbioru liczb rzeczywistych. Zbiory uporzadkowane, zawierajgce
zbiory geste przeliczalne, nazywane sg porzgdkowo osrodkowymi.

Twierdzenia Cantora

Przez izomorfizm zbioréow uporzadkowanych rozumiemy odwzorowanie jed-
nego zbioru na drugi, zachowujace nierownosci, tj. takie odwzorowanie f, dla
ktorego x < x” = f(x) < f(x’") dla wszelkich x i x”. Oczywiscie, jest to odwzorowa-
nie odwracalne i odwrotne don jest tez izomorfizmem. Jesli migdzy uporzadko-
waniami istnieje izomorfizm, to nazywamy je izomorficznymi.

Twierdzenie Cantora’. Kazde dwa uporzgdkowania zbioréw przeliczalnych,
niemajgce skokow, sq izomorficzne, jesli pomingé w nich elementy skrajne.

Dowéd. Niech P = {p, p,,..; 1 O = {q,.q,,...; beda zbiorami przeliczalnymi,
danymi juz w postaci ciggow, uporzadkowanymi bez skokoéw i niemajacymi ele-
mentoéw skrajnych. Nie powinno prowadzi¢ do nieporozumien to, Ze nieréwnosci
w zbiorach P 1 O beda oznaczane tym samym symbolem < (nieréwnosci < nie
maja nic wspodlnego z kolejnosciag w zapisaniu zbiordw P i Q jako ciaggow).

Izomorfizm 4 : P — Q bedzie okreslony, jednocze$nie z odwrotnym don
izomorfizmem /4! : Q — P, indukcyjnie.

Przyjmujemy A(p;) = ¢, i okreslamy /'(g,) jako element zbioru P o najmniejszym
wskazniku j wsrdd takich p;, ktore sg w tej samej relacji < do p, co ¢, do g,.

P P, P, hi(a,)
' h  h L
: v :
' : A
o ! : !
A | | |
Q ; : E :
a, a, = h(p,) h(p,) a,

Rys. 6. Twierdzenie Cantora

7 Twierdzenie pochodzi z prac G. C antora: Beitrdge zur Begriindung der transfiniten Men-
genlehre. ,Mathematische Annalen” 76 (1895), 781—512; 79 (1897), 207—206; jest w Gesammelte
Abhandlungen Cantora, Springer 1980, s. 303. Szerszy kontekst i komentarze por. W. Sierpin-
ski: Cardinaland ordinal numbers. Warszawa 1958, s. 209—214.



W ten sposéb podzbior dwuelementowy {p,, #7'(q,)} zbioru P odwzorowany
jest przez okreslone na nim odwzorowanie 4 izomorficznie na podzbiér dwuele-
mentowy {q,, ¢,} zbioru Q (por. rys. 6).

Dalej postepujemy przez indukcje. Przyjmijmy, ze okresliliSmy izomorfizm 4
podzbioru skoniczonego P’ zbioru P na podzbidr skonczony Q’ zbioru Q, ktéry jest
przedtuzeniem okreslonego wczesniej izomorfizmu zbioréw dwuelementowych.

Zaleznie od parzystosci ilo$ci elementéw w zbiorach P’ i Q’ zbudowane juz przy-
porzadkowania bedg przedtuzane badz w kierunku od P do O, badz od O do P.

Jesli ilos¢ elementow w zbiorach P’ i Q’ jest liczbg nieparzysta, to niech j«
bedzie najmniejszym wskaznikiem sposrod tych j, dla ktorych p; nie naleza do
P’. Okreslamy h(p;+) jako ten element zbioru Q, ktory jest w tych samych rela-
cjach nierownosci < do elementow zbioru O’ co element p;» do odpowiadajacych
im w izomorfizmie 4! : QO — P’ elementow zbioru P’, i ktory ma wsrdd nich
najmniejszy wskaznik.

Jesli ilos¢ elementow w zbiorach P’ i Q’ jest liczbg parzysta, to niech j.
bedzie najmniejszym wskaznikiem sposrod tych j, dla ktorych g; nie naleza do
Q’. Okreslamy /7'(g;+) jako ten element zbioru P, ktory jest w tych samych rela-
cjach mniejszosci < do elementow zbioru P’ co element g;» do odpowiadajacych
im w izomorfizmie 4 : P’ — O’ elementéw zbioru Q’, i ktory ma wsrod nich
najmniejszy wskaznik.

W obu przypadkach poszerzamy dziedzing okreslonego wczeéniej izomor-
fizmu o kolejne niewykorzystane dotad elementy zbioru P i Q. Konstrukcja
indukcyjna jest wigc zakonczona.

Charakteryzacja porzadkowa zbioru liczb rzeczywistych

Twierdzenie (Cantor). Zbiory uporzgdkowane w sposob ciggly, osrodko-
we, sq izomorficzne, jesli poming¢ w nich elementy skrajne.

Dowod. Niech X1 Y beda zbiorami uporzadkowanymi w sposob ciagly, bez
elementow skrajnych, i niech P C X'i Q C Y bedg ich o$rodkami przeliczalnymi.
Na mocy poprzedniego twierdzenia istnieje izomorfizm 4 : P — Q, ktory prze-
dtuza si¢ w nastepujacy sposéb do izomorfizmu /. : X — Y.

Niech x bedzie elementem zbioru X, przyjmijmy, ze spoza P. Podzial zbioru P
na zbiory A = {p : p <x} 1 B= {p : x < p} jest przekrojem zbioru P dajacym luke.
Zbiory h(A) i h(B) stanowia przekroj zbioru Q. Przekrdj ten daje luke. Z cigglosci
uporzadkowania zbioru Y wynika istnienie w Y kresu gornego dla zbioru /(A4)
1 kresu dolnego dla zbioru A(B). Wobec gestosci tego uporzadkowania te kresy
sg rébwne.

Okreslamy /4.(x) jako wspolng warto$¢ obu kresow.

Dla elementow x zbioru P przyjmijmy /.(x) = h(x). Nie przedstawia trudnosci
dowdd, ze . jest izomorfizmem X na Y.

Jednym ze zbioréw uporzadkowanych w sposob ciagly 1 osrodkowy jest
zbidr liczb rzeczywistych, nazywamy dalej réwniez prostq rzeczywistq. Z dowie-
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dzionego twierdzenia wynika, ze kazdy zbior uporzqdkowany w sposob ciggty,
osrodkowy i niemajgcy elementow skrajnych jest izomorficzny ze zbiorem liczb
rzeczywistych.

Wprowadzenie do matematyki prostej rzeczywistej byto punktem zwrotnym w jej rozwoju.
Mimo motywacji geometrycznych, jest to twor czysto arytmetyczny, urzeczywistniajacy istnie-
jaca od Starozytnos$ci ide¢ continuum. Prowadzaca do tego konstrukcje myslowa najprosciej ujat
Dedekind (1858—1872). Majac zbior liczb wymiernych, tj. utamkéw liczb catkowitych, ktérego
uporzadkowanie nie ma skokow, ale ma luki, Dedekind dotaczyt luki, ttumaczac je jako symbole
par zbiorow tworzacych przekroje w zbiorze utamkoéw. Dostawal rozszerzenie zbioru utamkow do
zbioru majacego juz uporzadkowanie ciagle. Zbidr ten — continuum arytmetyczne — uzna-
ne zostato przez Dedekinda — umowg pozamatematyczna — za prosta geometryczna®.

Niezaleznie, wychodzac z innych wyobrazen H.C. Méray (1868), G. Cantor (1872),
K. Weierstrass (wyktady) i inni podali wiasne konstrukcje’. G. Cantor dowiodt — dowod
podalismy — ze z doktadnoscia do izomorfizmu istnieje jedno rozszerzenie zbioru liczb wymier-
nych do zbioru uporzadkowanego w sposob ciagly i zawierajace zbior liczb wymiernych jako
podzbioér porzadkowo gesty.

8 R.Dedekind: Stetigkeit und irrationale Zahlen. Braunschweig 1872; rok 1858 podaje De-
dekind we wstepie do wspomnianej ksigzki, ktora byta thumaczona na polski przez S. Strasze-
wicza jako Cigglosc a liczby niewymierne. Biblioteka ,,Wektora”, 1914; opis konstrukcji mozna
znalez¢ w pracy W. Sierpinskiego: Dzialania nieskoniczone. ,,Monografie Matematyczne” 13,
(1948), s. 3.

¢ O innych konstrukcjach continuum arytmetycznego por. podreczniki arytmetyki teoretycz-
nej. Na temat historii odkry¢ por. JH. Manheim: The genesis of the point set topology. Oxford
1964. B. Bolzano wecze$niej niz inni wspomniani autorzy miat wlasng teorig, ale opublikowa-
na dopiero nam wspotczesnie (1962). Konstrukcja Bolzany budzi wszakze dotad dyskusje —
K. Rychlik: Theorie der reellen Zahlen in Bolzanos handschriftlichen Nachlasse. Praga 1962;
por. J. Mioduszewski: Analiza nowozytna: drogi ku Scistosci. Matematyka XIX wieku, 11 Ogol-
nopolska Szkota Historii Matematyki. Szczecin 1988.



Wyklad II. Topologie wyznaczone przez uporzadkowanie

Topologie uporzadkowan * Sp6jnos¢ * Topologia podzbioru * Uporzadkowania leksy-
kograficzne * Stopien osrodkowosci, waga, liczba Suslina * Nieporzadkowalno$¢ proste;
Sorgenfreya * O problemie Suslina * Zwarto$¢ * Zwarto§¢ ciaggowa * Zbidr Cantora *
Kontinua uporzadkowane

Topologie uporzadkowan

Uporzadkowanie zbioru wyznacza na nim w sposéb naturalny topologie',
w ktorej za zbiory otwarte uznaje si¢ wszelkie przedziaty poczatkowe i koncowe,
a wigc zbiory postaci {x : x <a} i {x : a <x}, a w rezultacie wszelkie przedziaty,
tj. zbiory postaci {x : a < x < b}, ktore wraz z poprzednimi — tworzac rodzine
zbiorow zamknicta ze wzgledu na przekroje skonczone — stanowig baze tej
topologii, tj. taki zasob zbiorow otwartych, z ktorych przez sumowanie dostaje
si¢ wszelkie zbiory otwarte, tj. calg topologi¢ rozwazanego uporzadkowania.

Oczywiscie, topologia wyznaczona przez uporzqdkowanie spetnia warunek T,
co znaczy, ze dla kazdych dwu punktdéw a i b znajdziemy zawsze zbiory otwarte
roztaczne U i1 V takie, ze a € A i b € B (mozna je zawsze znalez¢ w postaci
przedzialow wokot tych punktow)!!. Mozna wszakze powiedzie¢ wigcej, a mia-
nowicie, ze

Topologie uporzqdkowarn sq normalne’ .

D o w 6 d. Niech X bedzie zbiorem z topologia uporzadkowania. Niech 4 i B
beda podzbiorami domknietymi rozlagcznymi przestrzeni X. Rozwazmy dopet-
nienie D = X — {4 U B} ich sumy. Jest nim zbidr otwarty w X; niech U beda
sktadowymi zbioru D.

Sa dwa przypadki
1. Konce sktadowej U naleza do tego samego zbioru, 4 lub B. Dolaczamy skta-
dowa U do tego zbioru. Dostajemy wicksze zbiory domknigte, nadal roztaczne.

10 Pojecia topologii ogolnej uznajemy za znane, np. z podanych na wstepie ksiazek P.S. Alek-
sandrowa, R. Engelkinga i J.L. Kelleya. Jesli mimo to bedg przypominane, to dlatego, by
unikna¢ ewentualnych nieporozumien zwiazanych z rozmaitoscia ujec.

' Zauwazmy wszakze, ze warunek 7>, w przypadku topologii uporzadkowan, wynika juz
z warunku 7} zapewniajacego domknigtos¢ zbioréw jednopunktowych.

12 Znaczy to, ze ich podzbiory domknigte roztaczne daja si¢ oddzieli¢ otoczeniami otwartymi.
Twierdzenie przypisywane G. Birkhoffowi, Lattice Theory, 1940; por. R. Engelking: Topolo-
gia ogolna. Warszawa 1988, s. 75.
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2. Konce a i b sktadowej U naleza do réznych od siebie zbiordw a i B. Niech
wiec np. a nalezy do 4 i b nalezy do B. Wezmy w U dowolne x. Dotaczmy
przedziat od @ do x do zbioru 4, a przedziat od x do b do zbioru B. Nie czynimy
nic, jesli takiego punktu x nie ma.

Tak powigkszone zbiory 4 i1 B sg zbiora- A : : B
mi otwartymi, rozlagcznymi, z ktorych jeden a x b
zawiera A4, a drugi B. Rys. 7. Otoczenie rozlaczne zbioru A i B
Spdéjnosé

Twierdzenie. Zbioru uporzqdkowanego w sposob ciggly nie mozna rozbic¢
na dwa zbiory otwarte®.

Dowod. Niech relacja < porzadkuje zbior X w sposob ciagty. Przypusémy,
ze mamy rozbicie X = U U V zbioru X na dwa zbiory otwarte (niepuste) topologii
wyznaczonej przez <.

Niech p bgdzie punktem zbioru U. Istniejg przedziaty wokot p zawarte w U.
Ich suma P jest nadal przedziatem, przedziatem koncowym lub poczatkowym,
lub caloscig zbioru. W tym ostatnim przypadku dowod jest zakonczony, bo zna-
czyloby to, ze zbiodr V jest pusty.

Niech zatem a bedzie koncem przedziatu P, dla ustalenia uwagi — prawym.

Jesli a € U, to istnieje przedziat W wokot a zawarty w U; poniewaz a nie jest
punktem skoku (uporzadkowanie nie ma skokéw), w przedziale W sa punkty na
prawo od a; stad zbioér P U W bylby przedziatem wiekszym niz P; sprzecznosc,
wobec maksymalnosci P.

Jesli a € V, to pewien przedzial W wokot a jest zawarty w V. Poniewaz a nie
jest punktem skoku, to na lewo od a, ale na prawo od p sg punkty przedziatu W,
a wigc zbioru V; sprzeczno$¢, bo punkty migdzy p i a naleza do U, a zbiory Ui V
s3, na mocy zatozenia, roztgczne.

Dowiedlismy w ten sposob, ze topologia uporzadkowania ciaggtego jest spdj-
na, w szczegolnosci prosta rzeczywista jest spojna.

Jest i na odwrot: spdjnosé topologii implikuje ciggtos¢ uporzgdkowania.

Istotnie, jesli uporzadkowanie nie byloby ciggte, to miatoby skok lub luke, co
oznaczatoby w kazdym z tych przypadkow istnienie przekroju dajacego rozbicie
zbioru na dwa przedziaty otwarte (w przypadku luki zaden ze zbioréw nie ma
punktow skrajnych; w przypadku skoku punkty skrajne sa w obu zbiorach). Stad
niespdjnos¢, wbrew zatozeniu.

13 Rozbicie — znaczy rozbicie na zbiory niepuste.



Topologia podzbioru

Jesli 7 jest topologiag na X1 A C X, to przez T, rozumiemy topologi¢ na A4,
ktorej zbiorami otwartymi sa przekroje U N A zbioru 4 ze zbiorami otwartymi
U w sensie topologii 7. Jest to topologia dziedziczona na A (z topologii na zbiorze
X). Zbioér A z topologia 7, nazywany jest podprzestrzenig przestrzeni X z topo-
logia 7.

Jesli 7 jest topologia porzadkowa na X'i 4 C X, to przez 7,,,., rozumiemy
topologie na 4 wyznaczong przez uporzqdkowanie zbioru A dziedziczone z X.

Jest zawsze

(6) ,];orzA C ,]/-45

bo przedzialy zbioru 4 (stanowiace bazg¢ topologii 7,,,.,) sa przekrojami ze zbio-
rem A przedzialdéw (o tych samych koncach) w zbiorze X, a wigc nalezg do 7.

Inkluzja przeciwna jest na og6t fatszywa.

Wezmy bowiem zbidr X z uporzadkowaniem majacym doktadnie jeden skok,
a < b, ktore nie ma luk i elementu ostatniego. Usunmy punkt b. Uporzadkowa-
nie tak powstatego zbioru 4 dziedziczone z X jest ciggle (!). Zatem topologia
7,024 jest spojna. Tymczasem topologia 7, nie jest spdjna: zbior {x : x < b} jest
otwarty w sensie tej topologii, nie jest otwarty w sensie typologii 7.

a b

Rys. 8. Pozorny skok uporzadkowania dziedziczonego

Widzimy wiegc, ze rownosci w (6) nie mozna uzyska¢ nawet w zakresie bar-
dzo prostych zbiorow.

W pewnych szczegblnych przypadkach mozna mie¢ w (6) réwnos¢. Na przy-
ktad, jest tak, jesli 4 jest podzbiorem wypuklym w uporzadkowaniu cigglym
zbioru X.

Jesli bowiem A4 jest podzbiorem wypuktym zbioru X uporzadkowanego
w sposob ciagly, to — zaleznie od tego, czy jest zbiorem ograniczonym, czy
nie, 1 czy naleza lub nie don jego kresy — zbior A4 jest przedziatem, odcin-
kiem, potodcinkiem — ewentualnie koncowym lub poczatkowym — zbioru
X. W kazdym z tych przypadkow sprawdza si¢ tatwo, ze 7, C 7,,,.4.

Oczywiscie, ciagtos¢ uporzadkowania dziedziczona jest na zbiory wypukie.
Znaczy to, ze podzbiory wypukie zbioru uporzgdkowanego w sposob ciggly sq
spojne.

Wynikanie odwrotne jest oczywiste. Zatem:

W zakresie podzbiorow zbiorow uporzqdkowanych w sposob ciggly —
w szczegolnosci na prostej rzeczywistej — spojnosc podzbioru jest rownowazna
jego wypuktosci.
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Uporzadkowanie leksykograficzne

Niech X i1 Y beda zbiorami uporzadkowanymi. W ich produkcie X x ¥ —
kolejnos¢ zbioréw gra role! — wprowadzamy uporzadkowanie, przyjmujac (x, )
< (x,y),jesli x <x’, aw przypadku x = x’, jesli y < y’. O nieréwnosci (ostrej)
decyduja pierwsze wspotrzedne, a kiedy one nie rozstrzygaja, decyduja drugie;
w ten sposob porzadkowane sg stowniki. Okre§lone w ten sposob uporzadkowa-
nie nazywamy uporzadkowaniem leksykograficznym produktu.

Nazwijmy pasem plaskim produkt E x [0, 1] prostej rzeczywistej i jej odcinka
jednostkowego.

Uporzgdkowanie leksykograficzne pasa plaskiego jest ciggle.

Istotnie, niech 4 bedzie podzbiorem (niepustym) produktu £ x [0, 1] ogra-
niczonym z gory. Niech x, = sup{x : (x, ) € A}. Niech t. = sup{z : (x., 1) € A} (jesli
w zbiorze 4 nie ma elementéw postaci (x., ?), to ¢. = 0). Latwo sprawdzi¢, ze punkt
(s, t.) jest kresem gornym zbioru A.

To, ze uporzadkowanie leksykograficzne zbioru £ x [0,1] nie ma skokow, jest
widoczne bezposrednio.

Dowiedlismy tym samym, ze fopologia uporzqdkowania leksykograficznego
pasa ptaskiego E % [0, 1] jest spojna.

Zwro¢my uwage na postac, jakag moga mie¢ przedziaty uporzadkowania
leksykograficznego pasa plaskiego. Sa wsrod nich przedziaty ,,duze”, zawierajace
cate prostokaty, tj. przedziaty o koncach (a, u) i (b, v), gdzie a < b, oraz przedzialty
»szczuple”, gdzie a = b. Pokazane sg one na rys. 9.

1

AN

T (a, v) (a, u)

(a,u) W T(b, v)
'( |

Uporzadkowanie prostej £ X {1} dziedziczone z E X [0, 1] jest izomorficzne
ze zwyktym uporzadkowaniem prostej, ale topologia dziedziczona z £ % [0, 1]
na te prostg rézni si¢ od zwyktej: we wzorze (6) mamy tu ostre zawieranie. Jej
baza sg przekroje przedziatow na E x [0, 1] z prosta £ x {l}. Sa wsrod nich,
oprocz zwyktych przedziatéw na prostej, pdtodcinki postaci [a, b); patrz rys. 9.
Ta topologia, bogatsza niz zwykla topologia prostej, jest nazywana topologig
Sorgenfreya, a zbidr z ta topologia nazywany jest prostq Sorgenfreya. Analo-
giczng topologi¢ — z baza ztozona z potodcinkdéw (a, b| — mamy na prostej
E x {0}. Przyktad prostych Sorgenfreya wskazuje na znang juz nam osobliwos¢

Rys. 9. Przedziaty pasa leksykograficznego 0



topologii uporzadkowan: topologia dziedziczona na podzbior moze by¢ wigksza
niz topologia uporzgdkowania dziedziczonego na ten podzbidr (wzor (6))*.

Potodcinki sg zbiorami domknigto-otwartymi prostej Sorgenfreya, bo ich
dopelnienia sa otwarte. Prosta Sorgenfreya nie jest wigc spdjna; co wigcej, wspo-
mniane zbiory domknigto-otwarte stanowia baze jej topologii. Baza ta ma moc
continuum.

Topologia Sorgenfreya nie ma bazy mocy mniejszej niz continuum.

Przypusémy bowiem a contrario, ze prosta Sorgenfreya ma baze¢ B mocy < c.
Wsrdd liczb nalezacych do danego elementu bazy wezmy liczbe najmniejsza (jesli
istnieje). Tych liczb jest, oczywiScie, mniej niz continuum. Niech a. bedzie liczba
rzeczywistg rozng od nich wszystkich. Odcinek koncowy [a., o) jest otwarty
w sensie topologii Sorgenfreya; nie moze by¢ wszakze suma elementéw z bazy
B, bo punkt a. nie nalezy do zadnego sktadnika tej sumy.

Rozwazmy sume obu prostych, tj. (@ 1)
zbior E x {0, 1}, a na nim topologie¢ 1
dziedzczong z topologii pasa ptaskiego
E x [0, 1]. Ta topologia jest identyczna
z topologia uporzadkowania leksyko-
graficznego zbioru £ x {0, 1} — we
wzorze (6) mamy tu réwnosé¢ (V). (a,0)
Tak okreslong przestrzefi nazywamy Rys. 10. Podwojona prosta Sorgenfreya: kazdy
podwojong prostg Sorgenfreya®®. punkt jest jej lewym lub prawym punktem skoku

Stopien osrodkowosci, waga, liczba Suslina

Podzbior D zbioru X z topologia 7 jest gesty w X (w sensie topologii T),
jesli w kazdym zbiorze otwartym (w sensie topologii 7), niepustym, sg punkty
zbioru D. Dla ggstosci podzbioru wystarczy, co tatwo zauwazy¢, by miat on
punkty w kazdym zbiorze z bazy topologii. Stad pojecia gestosci porzqdkowej
i gestosci w sensie topologii wyznaczonej przez uporzgdkowanie si¢ pokry-
wajq.

Przez stopien osrodkowosci topologii 7 na zbiorze X rozumiemy minimum
mocy podzbioréw zbioru X, gestych w sensie topologii 7. Przestrzen zawierajgca
podzbior gesty przeliczalny nazywana jest przestrzenia osrodkowq.

Prosta Sorgenfreya jest osrodkowa, zawierajac zbior liczb wymiernych jako
podzbior gesty.

4 R.H. Sorgenfrey: On the topological product of paracompact spaces. Bull. Amer. Math.
Soc. 53 (1947), s. 437—451.

5 Podwojona prosta Sorgenfreya pojawia si¢ juz w latach dwudziestych w pracy P.S. Alek-
sandrowa i1 P.S. Urysohna: Mémoire sur les espaces topologiques compacts. Verhandelinger
Kon. Akademie van Weténschappen, Amsterdam, 1 sektie, XIV, No 1, s. 1—96; cytowanie wedlug
tlumaczenia rosyjskiego w Trudach po topotogii i drugim oblast’ jam matiematiki. T. 2. Moskwa—
Leningrad 1951, s. 854—956.
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Przez wage topologii rozumiemy minimum mocy baz tej topologii. Przez
liczbe Suslina topologii 7 na X rozumiemy kres gorny mocy rodzin ztozonych
z podzbioréw zbioru X, roztacznych i otwartych w sensie topologii 7. Jesli liczba
Suslina topologii nie przekracza X, tj. jesli rodziny zbioréow otwartych roztgcz-
nych sa co najwyzej przeliczalne, to méwimy, ze topologia ma wlasnos¢ Suslina.

Dla kazdej topologii prawdziwe s3 nierownosci:

(7) liczba Suslina < stopien osrodkowosci < waga.

Juz w zakresie topologii uporzadkowan nieréwnosci te moga okazaé si¢
ostre.
Dos¢ prosto wyjasnia si¢ zwigzek stopnia osrodkowosci z waga.

Twierdzenie. Jesli uporzgdkowanie nie ma skokow, to stopien osrodkowosci
jest rowny wadze.

Dowdd. Niech D bedzie podzbiorem gestym w topologii porzgdkowej zbioru
X uporzadkowanego bez skokow. Pokazemy — co wystarcza — ze przedzialy
o koncach w zbiorze D stanowia baze tej topologii. Wystarczy w tym celu poka-
zaé, ze przedzial (a, b) o dowolnych koncach jest suma przedziatéw o koncach
w zbiorze D, tj. ze kazdy punkt przedziatu (a, b) lezy w przedziale o koncach
w zbiorze D.

Niech wigc x bedzie punktem przedziatu (a, b), tzn. niech a < x < b. Wobec
nieistnienia skokow przedzialy (a, x) i (x, b) sg niepuste. Wobec gestosci D istnieja
w zbiorze D punkty d' i d" takie, ze a <d'<xix <d"<b. Mamy x € (d’, d").

W szczegolnosci, dowiedziona rownos¢ ma miejsce dla uporzadkowan ciaghych.
Na przyktad pas ptaski £ x [0, 1] ma wagg i stopien osrodkowosci rowny continuum.
Liczba Suslina pasa ptaskiego jest tez rowna continuum, co fatwo stwierdzi¢, widzac
jej continuum zbiorow otwartych sktadajacych si¢ na jej podprzestrzen otwartg
E x{U}, gdzie U jest przedzialem odcinka [0, 1] omijajagcym konce.

Jesli uporzadkowanie ma skoki, to — nawet jesli nie ma luk — moze mie¢
stopien osrodkowosci mniejszy niz wage.

Przyktadem jest podwdjna prosta Sorgenfreya. Liczby wymierne lezace na
E x {1} stanowig jeden z jej podzbiorow gestych przeliczalnych.

Nie wspominamy przy tej okazji o prostej Sorgenfreya, ktorej topologia nie
jest topologia uporzadkowania, dziedziczonego z podwojonej prostej Sorgenfreya,
tj. z pasa ptaskiego. Nie mozemy jednak wykluczy¢, ze mogtaby by¢ topologia
jakiego$ innego uporzadkowania — por. wszakze dalej, s. 25.

Podwojna prosta Sorgenfreya nie ma bazy, ktérej moc bytaby < ¢, bo — jak
widzieliSmy — nie ma tego rodzaju bazy jej podprzestrzen E x {lI} — prosta
Sorgenfreya.

Stopien osrodkowos$ci podprzestrzeni moze by¢ wickszy niz stopien osrodkowosci
przestrzeni'®. W zakresie topologii uporzadkowan ta anomalia si¢ nie pojawia:

1® Znanym przyktadem na to jest przekatnia w kwadracie prostej Sorgenfreya.



Stopien osrodkowosci podprzestrzeni przestrzeni uporzqdkowanej nie przekra-
cza stopnia osrodkowosci przestrzeni. W szczeg6lnos$ci: topologie uporzqdkowan
sq dziedzicznie osrodkowe, jesli sq osrodkowe.

D o w 6 d. Niech bowiem X bedzie zbiorem uporzadkowanym, D — pod-
zbiorem gestym zbioru X, 4 — podzbiorem zbioru X. W kazdym odcinku [d, d']
zbioru X o koncach w zbiorze D wezmy po jedym punkcie zbioru 4, jesli takie
punkty istnieja (pewnik wyboru). Moc utworzonego zbioru nie przekracza mocy
zbioru D (bo m - m < m dla mocy m nieskonczonych). Zbior ten jest podzbiorem
gestym zbioru A.

Twierdzenie. Liczba Suslina podprzestrzeni przestrzeni uporzqdkowanej
nie przekracza liczby Suslina samej przestrzeni.

D o w ¢ d. Niech 4 bedzie podzbiorem przestrzeni uporzadkowanej X.
Niech R bedzie rodzing podzbiorow otwartych w A, niepustych i roztacznych,
majaca moc > m. Pokazemy, ze rodzing podzbiorow o tych samych wlasno$ciach
znajdziemy w przestrzeni X. Dla kazdego zbioru U rodziny R wezmy zbior H,,
otwarty w X taki, ze 4 N H, = U.

Dla kazdego ze zbiorow Hy rozwazmy jego rozbicie na sktadowe wypuktosci.
Wobec otwartos$ci H;, sa one otwarte w X, a jako sktadowe sg roztaczne. Jesli
U # V, to sktadowe zbiorow Hy 1 Hy moga si¢ przecinaé, ale — wobec roztaczno-
$ci Ui V' — ich przekrdj nie ma punktéw w zbiorze A.

Niech R' begdzie rodzing ztozong ze wszystkich sktadowych wszystkich zbio-
row Hy,.

Elementy rodziny R’ sa zbiorami otwartymi wypuklymi przestrzeni X.
Z wczesdniej poczynionych uwag co do sktadowych tatwo wynika, ze jesli zbiory
K, L 1 M rodziny R maja punkt wspoélny, to zbiory U, V'i W rodziny R, ktorym
one odpowiadaja jako sktadowe zbiorow Hy, Hy i Hy, sa rézne. Stad wynika, ze
kazdy ze zbiorow rodziny R’ przecina si¢ z co najwyzej dwoma innymi zbiorami
tej rodziny.

Rodzina ztozona z wszystkich przekrojow niepustych rodziny R’ jest rodzing
zbioréw otwartych przestrzeni X wzajemnie rozlacznych. Jej moc jest > m. To
konczy dowdd.

Nieporzadkowalno$¢ prostej Sorgenfreya

Topologia prostej Sorgenfreya — mimo ze dziedziczona z topologii upo-
rzadkowania — nie jest topologig uporzadkowania; nie tylko uporzadkowania
dziedziczonego z pasa leksykograficznego, ale i zadnego innego; inaczej: jest
nieporzqdkowalna.

Dowdd wymaga pewnego przygotowania.

Odnotujmy (co przyda si¢ w dalszym rozumowaniu) nietrudny do dowodu
fakt, ze skiadowe wypuktosci zbiorow otwartych sq otwarte.
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Przez pseudobaze topologii rozumie si¢ rodzing zbiorow otwartych tej topo-
logii taka, ze kazdy punkt mozna otrzymac jako przekroj elementéw tej rodziny.
Latwo sprawdzi¢, ze dla topologii 7, bazy sg pseudobazami.

Lemat Harta. Jesli topologia uporzqdkowania ma pseudobaze mocy < m
i jej liczba Suslina jest < m, to (zaktadajgc, ze m jest nieskonczone) ma baze
mocy < m'.

Dowodd. Niech 7 bedzie topologig uporzgdkowania zbioru X i niech A
bedzie jej pseudobazg. Rozbijmy zbiory pseudobazy A na sktadowe wypukto-
$ci. Ich ilos¢ dla kazdego elementu pseudobazy nie przekracza liczby Suslina
dla 7, bo sktadowe wypuklosci zbiorow otwartych niepustych maja wnetrza
niepuste. Niech B bedzie rodzing wszystkich wspomnianych sktadowych. Jesli
moc A i liczba Suslina topologii sg < m, to moc rodziny B jest < m - m=m
(zatlozylismy, ze m jest nieskonczone).

Pokazemy, ze rodzina B generuje topologie 7, co zakonczy dowdd.

Wezmy w tym celu punkt x w zbiorze X i przedziat (a, b) wokét x. Wobec
tego, ze A — a wigc tym bardziej i 5 — jest pseudobaza, istniejg zbiory Ui V'
nalezace do B takie,zex € Uia ¢ Uorazx € Vib ¢ V. Mamy wigcx € UNV
C (a, b), co dowodzi przestanki.

Twierdzenie. Topologia prostej Sorgenfreya nie moze byé wyznaczona
przez zadne uporzqdkowanie™.

Dowdd. Wobec osrodkowosci topologia Sorgenfreya ma wiasnos¢ Suslina,
a przedziaty o koncach wymiernych stanowiag dla niej pseudobaze. Jesliby topo-
logia Sorgenfreya byla wyznaczona przez uporzadkowanie, miataby, na mocy
lematu Harta, bazg mocy < N - R =N

PoruszyliSmy problem porzgdkowalnosci, ktéry polega na podaniu warunkoéw, jakie ma
spelnia¢ topologia, by mogta by¢ wyznaczona przez uporzadkowanie. W zakresie, ktory nas tu

bedzie najbardziej interesowal, tj. w zakresie topologii spdjnych, znane sa warunki, jakie podat S.
Eilenberg (1941). Beda one omowione w Wykladzie 111"

7 K.P. Hart: On the weight and pseudo-weight of linearly ordered topological spaces. Proc.
Amer. Math. Soc. 82 (1981), s. 501—502.

% Inne dowody: D.J. Lutzer: 4 metrization theorem for linearly ordered spaces. Proc. Amer.
Math. Soc. 22 (1969), s. 557—558; P. van Ende Boas i in.: Cardinal functions on ordered spa-
ces. Math. Centre Amsterdam 1970, rapport 2N 33// 70; M.J. Faber, M.A. Maurice, E. Wat-
tel: Ordered preimages under one to one mappings. Theory of Sets and Topology. Berlin 1972,
s. 104—110; A. Emeryk, R. Frankiewicz, W. Kulpa: Orderability of GO-spaces. Topological
Structures I1. Mathematical Centre Tracts 115 (1979), s. 73—78.

1 Na temat porzadkowalnoéci w zakresie topologii metrycznych por. S. Purisch: The or-
derallity of metric spaces. Trans. Amer. Math. Soc. 226 (1977), s. 39—46, a w zakresie ogélnym
—J.van Dalen, E. Wattel: 4 topological characterization of ordered spaces. General Topology
and its Appl. 3 (1973), s. 347—354. Problem nie jest wszakze ostro postawiony, jesli si¢ nie powie,
o jaki rodzaj warunkow chodzi. Dlatego rozwigzania moga by¢ nieporéwnywalne: G.S. Young
Jr.: it Continuous selections on locally compact separable metric spaces. In: Lecture Notes in Ma-
thematics. 171: Set-Valued Mappings, Selections and topological properties of 2*. Springer 1970,



O problemie Suslina

Wiadomo, ze dla przestrzeni metrycznych stopien osrodkowosci i waga sg rowne.
Sa one wtedy rowne tez liczbie Suslina, do czego, wobec (7) wystarczy znac

Twierdzenie. Dla przestrzeni metrycznych stopien osrodkowosci nie prze-
kracza liczby Suslina.

Dowéd. Rozwazmy w tym celu dla danej przestrzeni metrycznej, dla kazdej
liczby naturalnej n, podzbiory maksymalne wsrod takich, ktorych kazde dwa
1

punkty sa w odlegtosci > --. Moce tych zbioréw nie przekraczaja liczby Suslina,

ich suma réwniez nie przekracza tej mocy i jest zadanym podzbiorem gestym.

Z uwagi na przypomniane rownosci prosta Sorgenfreya nie jest przestrze-
nig metryzowalna, bedac przestrzenia osrodkowa niemajacg bazy przeliczalne;.
Zawierajaca jg podwojna prosta Sorgenfreya rowniez nie jest metryzowalna.

Nierowno$¢ miedzy liczbg Suslina a stopniem osrodkowosci stwarza problem
juz w zakresie topologii uporzadkowan, nawet jesli liczba Suslina jest R, tj. jesli
uporzadkowanie ma wlasnos¢ Suslina. Wedtug hipotezy Suslina, uporzadkowanie
powinno by¢ wtedy osrodkowe?.

Jak dowiodt G. Kurepa (1951) jesli liczba Suslina uporzqdkowania jest < R,
to jego stopien osrodkowosci jest < N,. Wynika to z nastgpujgcego twierdzenia
bardziej szczegdtowego.

Twierdzenie Papicia®. Jesli X jest zbiorem uporzqdkowanym o wilasnosci
Suslina, to istnieje cigg pozaskonczony wstepujgcy

F ra<o;
podprzestrzeni domknietych osrodkowych, dajgcych w sumie zbior X.

Dowdd. Niech F = @. Jesli f jest liczbg graniczng i zbiory F, a < f3 s3 juz
okreslone (ze spelnieniem zapowiedzianych warunkoéw), to niech

® Fp=clU{F,: a<p}.
Dla liczb niegranicznych przyjmujemy
(9) Fﬁ+1:FﬂUClAﬂ,

gdzie A4, jest zbiorem majacym po jednym punkcie w kazdej sktadowej zbioru
X—F,

s. 102—110; G.I. Czertanow: Uporiadocziwajemost’ topotogiczeskich prostranstw. Uspiechi
Mat. Nauk. 39. wyp. 2 (236), s. 203—204.

20 Hipoteza postawiona przez M. Suslina, Fund. Math. 1 (1920), s. 223, Probléme 3.

2L P. Papi¢: Sur le continu de Souslin. Glasnik Matematicky 6 (1971), s. 351—355. Por. G. Ku-
rep: La condition de Souslin et une propriété caratéristique des nombres réels. C.R. Acad. Sci. Pa-
ris 231 (1950), s. 1113—1114. Por. takze B. Knaster: Sur une propriété caractéristique d’ensemble
des nombres reéels. Rec. Math. Moscou 16 (1945), s. 281—290; przyp. 7.
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Operacje w (8) 1 (9) nie wyprowadzaja poza podprzestrzenie (domknigte)
osrodkowe; przeliczalno$¢ zbioru 4, w (9) wynika z wlasno$ci Suslina przestrzeni
X.

Mamy F, C F, ,jeSlia < d'

Pokazemy, ze suma zbiordéw F,, o < w, jest zbiorem domknictym w X.

Dla dowodu wezmy punkt x w zbiorze X bedacy punktem skupienia sumy
zbiorow F,. Ustalmy, ze x jest punktem skupienia lewostronnym, nienalezacym
do tej sumy. Dla kazdego o wezmy pod uwage przedziat J, maksymalny wsrod
majacych jako prawy koniec punkt x i rozlacznych z F,.

Mamy J, C J,, jesli a < o' i wszystkie te przedziaty sg niepuste. Inkluzji
ostrych jest co najwyzej przeliczalnie wiele, co wynika z wilasnosci Suslina
uporzagdkowania zbioru X. Stad a = const. poczawszy od pewnego wskaznika.
Wynika stad, ze punkt x, majac na lewo od siebie przedziat bez punktow zbiorow
F,, nie jest lewostronnym punktem skupienia sumy tych zbioréow, co zatozylismy
prowadzac dowod. Sprzecznosc.

Przypu$émy teraz, ze suma zbioréw F,, o < w,, nie jest rowna X. Wobec
dowiedzionej domknigtosci sumy, jej dopelnienie jest suma przedziatdw; wsrod
nich co najmniej jeden jest niepusty. Konce tego przedziatu naleza, oba — jesli
sa dwa — do jednego i tego samego zbioru F,. Wobec (9), zbior F, . |, a wigc
i cala suma, ma punkt w tym przedziale. Dostajemy sprzecznos¢, ktéra konczy
dowod.

Wiadomo — lata sze$¢dziesigte — ze srodkami teorii ZFC nie da si¢ polepszy¢ oszacowania
stopnia osrodkowosci danego przez to twierdzenie, tj. nie mozna srodkami ZFC dowie$¢ hipotezy
Suslina. Nie mozna réwniez $rodkami ZFC obali¢ hipotezy Suslina®.

Zatozenie ciaglo$ci uporzadkowania nie usuwa trudno$ci zwigzanych z problemem Suslina.
Jesli bowiem istnieje uporzadkowanie przeczace hipotezie Suslina, to usuwajgc zen maksymalne
przedziaty o$rodkowe? i likwidujgc skoki (przez usunigcie z kazdego skoku jednego punktu),
dostajemy uporzadkowanie ciagte przeczace hipotezie Suslina — prostq Suslina.

Odstep ,,0 jeden” utrzymuje si¢ dla mocy wyzszych?: jesli liczba Suslina uporzqdkowania jest
< m, to jego stopien osrodkowosci jest < m™; przez m” rozumiana jest liczba kardynalna nastepna
po m*.

22 Na temat tych rezultatdw z podstaw teorii mnogosci por. T.J. Jech: Lectures in Set Theory.
(Springer) Lecture Notes in Math. 217 (1971) (ttum. ros., Mir 1973).

2 Istnienie maksymalnych przedziatow o$rodkowych (przy zatozeniu, ze liczba Suslina jest
< V) jest pewnym problemem, ktory pozostawiamy do przemyslenia. Oczywiscie, jest ich prze-
liczalnie wiele.

2 Por. wzmianke u J.I Juhasza: Cardinal functions in topology. Math. Centre Tracts, Am-
sterdam 1971; na s. 15. Samo twierdzenie o stopniu osrodkowosci jest rowniez u M.E. Rudin:
Souslin Conjecture. Amer. Math. Monthly 76 (1969), s. 1113—11109.

%5 Na temat hipotezy Suslina i hipotez pokrewnych por. artykut J. Mioduszewskiego: O hi-
potezie Suslina i aksjomacie Martina. Wiad. Mat. 21 (1978), s. 1—12. Por. tez artykul M.E. Rudin:
Souslin Conjecture..., a takze ksiazke K. Devlina, H. Johnsbrattena: The Suslin Problem.



Zwartosc¢

Topologia jest zwarta — moéwi sie tez pokryciowo zwarta — jesli kazde jej
pokrycie zbiorami otwartymi zawiera pokrycie skonczone. W warunku zwarto$ci
— co tatwo wida¢ — wystarczy mie¢ na uwadze pokrycia ztozone ze zbiorow
ustalonej bazy topologii. Wobec tego, ze przedziaty stanowia baze topologii
porzadkowej, warunek zwartosci w przypadku topologii wyznaczonej przez upo-
rzadkowanie sprowadza si¢ do tego, by kazde pokrycie przedziatami zawierato
pokrycie skonczone?.

Twierdzenie: Jesli uporzqgdkowanie ma elementy skrajne i nie ma luk, to
topologia tego uporzgdkowania jest zwarta.

Dowdéd. Niech a i b beda elementami, pierwszym i ostatnim, zbioru X upo-
rzadkowanego bez luk. Niech P bedzie pokryciem zbioru X przedziatami. Niech
A bedzie zbiorem punktow x takich, ze odcinki [, x] sa pokryte skonczong iloscig
zbiorow z pokrycia P. Niech s bedzie kresem goérnym wspomnianych punktow
X.

Pokazemy, ze
(10) s €A,
a nastegpnie, ze
(11) s=b

Dla dowodu (10) niech U bedzie przedziatem z pokrycia P takim, ze s € U.
Jesli na lewo od s sg w U punkty, to biorgc z nich jakikolwiek y, stwierdzamy, ze
[a, 5] jest pokryte skonczong iloscig elementow z P, na co sktada si¢ skonczona
ilo$¢ elementdw pokrywajacych odcinek [a, y] i przedziat U. Zatem w tym przy-
padku s € 4.

Jesli na lewo od s nie ma w U zadnych punktow, to s jest prawym elementem
skoku y <'s, i gdyby s nie nalezato do 4, tj. jesliby [a, s] nie mialo pokrycia
skonczong ilo$cig elementdow z P, to y byloby kresem gérnym rozwazanych przez
nas prawych koncow odcinkéw [a, x]. Sprzeczno$¢.

Dla dowodu (11) przypus$émy, ze s < b. Znowu pewien przedziat U z pokry-
cia P nakrywa s. Jesli w U sa punkty lezace na prawo od s, to biorac z nich
ktorykolwiek y, stwierdzamy, ze odcinek [a, y] daje si¢ pokry¢ skonczong
iloscig elementéw z P, na co sktada si¢ skonczenie wiele elementéw pokry-
wajacych [a, s] (korzystamy z (10)) oraz przedziat U. Sprzecznos¢, bo y >
s. Jesli w U nie ma na prawo od s punktéw, to wobec s < b, s jest punktem

Lecture Notes in Math. Springer 405 (1974) i ksiazke J. Cichonia i A. Charaziszwiliego iB.
Weglorza: Subsets of real line. 1.6dz 1995, s. 149—158. Na temat wlasnosci hipotetycznej prostej
Suslina i pewnych konsekwencji twierdzenia Papicia, B.A. Jefimow 1 G.I. Czertanow: O dwuch
swojstwach kontinuuma Suslina. Matematica Balcanica 6:9 (1976), s. 47—54.

¢ Topologiom zwartym wyznaczonym przez uporzadkowania po§wiecona jest ksiazka M.A.
Maurice’a: Compact ordered spaces. Mathematical Centre Tracts (Amsterdam) 6, 1970.

29



30

skoku s < y. Poniewaz punkt y nakryty jest pewnym elementem pokrycia P,
odcinek [a, y] nakryty jest skonczong iloscig elementéw z P, na co sktada si¢
skonczona ilos¢ przedziatéw z P pokrywajacych [a, s] (korzystamy z (10))
i przedzial V. Sprzeczno$¢, bo y > s.

Dowiedlismy w ten sposob zwarto$ci odcinkow prostej, jak rowniez zwarto$ci
odcinkéw prostej Sorgenfreya.

Prawdziwe jest twierdzenie odwrotne do dowiedzonego.

Dowoad. Jesli bowiem uporzadkowanie zbioru X ma luk¢ badz nie ma jednego
z elementdow skrajnych, to istnieje rozbicie zbioru X na zbiory A4 i B, z ktorych
jeden jest by¢ moze pusty, takie, ze x <y, jeslix € A iy € B, i takie, ze w zbiorze
A nie ma elementu najwigkszego, a w B najmniejszego. Zbiory U, ;= {x : x < a}
U {x:x> B}, a € 4, B € B, pokrywaja X. Zadna skonczona ilo$¢ tych zbioréw nie
pokrywa zbioru X, bo suma skonczonej ilosci tego rodzaju zbioréw jest jednym
z nich, a zaden ze zbioru U, ; nie jest rowny X.

Zwarto$¢ ciggowa

Przez zwartos¢ ciggowq rozumie si¢ wlasnos¢ przestrzeni topologicznej pole-
gajaca na tym, ze kazdy ciag a,, a,,..., jej elementéw zawiera podciag a,; , d.n ,
.o 1y <y, < ..., zbiezny.

Pojecia zwartos$ci ciagowej i zwartosci pokryciowej rozchodzg si¢ w zakresie
przestrzeni topologicznych ogdlnych?’. Zobaczymy, Ze nie sa sobie rOwnowazne
takze w zakresie topologii uporzadkowan. Ale

Twierdzenie. W zakresie topologii uporzgdkowan zwartosé pokryciowa
pocigga zwartos¢ ciggowq.

Lemat. Cigg nieskonczony elementow zbioru uporzqdkowanego zawiera
podcigg nieskonczony monotoniczny.

Dowdd lematu. Niech {by, b,,...} bedzie danym ciagiem. Nie zmniejszymy
ogolnosci, jesli zalozymy, ze elementy ciggu sg rézne. Niech A bedzie zbiorem
wartosci ciagu.

Przypusémy, ze z elementow zbioru A nie mozna utworzy¢ ciggu malejacego.
Jesli tak, to kazdy podzbior (niepusty) zbioru 4 ma element najmniejszy?*.

Ta uwaga pozwala na zbudowanie ciggu rosnacego ztozonego z elementéw zbioru
A. Pierwszym elementem @, tego ciggu niech begdzie najmniejszy element zbioru A.
Niech a, bedzie najmniejszym elementem zbioru 4 wsrod pozniejszych niz a,, ele-

27 Pojecia te pokrywaja si¢ dla przestrzeni metrycznych, co dalej zostanie wykorzystane; do-
wod por. R. Engelking: Topologia ogdlna..., s. 309.

2 Tnaczej méwiac, jesli kazdy cigg malejacy w zbiorze uporzadkowanym jest skonczony, to
zbior jest dobrze uporzqdkowany; por. K. Kuratowski, A. Mostowski: Teoria mnogosci. War-
szawa 1978, s. 228.



mentem a; najmniejszy element zbioru 4 wsrdd pdzniejszych niz a, itd. Postgpujac
w ten sposob, dostajemy ciag rosnacy a; < a, < as... elementéw zbioru A.

Nie musi by¢ to wszakze podcigg danego ciggu. W danej numeracji ciggu {b,,
b,, ...} element a, pokrywa si¢ z pewnym jej elementem b,;. Wsrod elementow
{as, as, ...} (t6znych) wezmy element b,,, n, > n, (z najmniejszym mozliwym
wskaznikiem dla uniknigcia nieokreslonosci wyboru). Postepujac tak dalej, dosta-
jemy podciag rosnacy b, < b, < ..., n, < n, < ..., ciagu {by, b,,...}.

Dowdd twierdzenia. Niech X bedzie zbiorem z uporzadkowaniem wyzna-
czajacym topologie zwartg pokryciowo (tj. takim, w ktérym zbiory ograniczone
majg kresy). Niech {a,, a,, ...} bedzie ciggiem elementéow zbioru X. Niech a,,
Apye .-, 1 <1y < ..., bedzie podciggiem niemalejacym tego ciggu, ktorego istnienie
— ewentualnie istnienie podciggu nierosngcego — wynika z lematu. Mamy a,,; <
a,, < ... Niech s bedzie kresem géornym zbioru {a,, a,, ...}. Mamy s = lim a,.

Zwarto$¢ ciggowa nie pociagga — w zakresie topologii uporzadkowan —
zwartosci pokryciowe;j.

Przyktadem jest zbidr liczb porzadkowych < w,, ktérego topologia nie jest
z oczywistych powodow zwarta pokryciowo, a jest zwarta ciaggowo, bo kazdy
ciag a,, a,,... liczb porzadkowych < w, jest ograniczony przez liczbe a, o < w,
i odcinek [0, a], w ktorym lezy zbidr wartosci ciagu, ma bazg przeliczalng, wigc
jest metryzowalny, zatem jako zwarty pokryciowo jest ciggowo zwarty.

Porzadkujac leksykograficznie produkt {¢ : 0 < & < w,} x [0, 1), dostajemy
zbior uporzadkowany nazywany dfugg prostq. Wizualnie, polega to na zapetnieniu
skokdw zbioru {¢: 0 <& < w,} odcinkami prostej rzeczywistej (por. rys. 11).

0

1 S A O A O N
0 1 2 w w+1 ¢ ¢+1 wl

Rys. 11. Dtuga prosta

Dhuga prosta — a to samo dotyczy zbioru liczb porzadkowych < w, jest
zwarta ciggowo, ale nie pokryciowo.

Zbio6r Cantora

Przyjmujemy, ze zbiér Cantora i jego wlasnosci topologiczne sa znane. Podany
tu inny opis tego zbioru motywowany jest z jednej strony tym, ze omawiany jest
wiasnie produkt leksykograficzny, a z drugiej tym, ze ten opis bedzie przydatny
w dalszych wyktadach.

Rozwazmy na odcinku [0, 1] zbioru liczb rzeczywistych jakikolwiek podzbior
D przeliczalny i gesty; przyjmijmy, ze konce 0 i 1 nie nalezg do D.
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Rozwazmy podzbiér C produktu [0, Dx{1} (x1)
1] x {0, 1} zlozony z punktéw (x, 0),
0 <x < L, 1punktow (x, 1), x € D. Upo-
rzadkowanie leksykograficzne zbioru C
ma elementy skrajne (0, 0) i (1, 0), ma

skoki (x, 0) < (x, 1), x € D, nie ma luk. xeb
Dla dowodu, ze w zbiorze C nie ma (x,AO)
luk niech 4 bedzie podzbiorem zbio-
ru C. Pokazemy — co wystarczy do Rys. 12. Punkt x zbioru D zastepujemy

zakonczenia dowodu — ze istnieje w C  skokiem

kres gorny zbioru 4. Jest nim punkt (s, ¢) zbioru C, gdzie s jest kresem goérnym
pierwszych wspotrzednych punktdow ze zbioru 4, a c jest rowne 0 lub 1, zaleznie
od potozenia zbioru 4 w C. Mianowicie, jesli s nie jest wspotrzedng zadnego
punktu zbioru 4, to ¢ = 0. Jesli sa punkty w 4 o wspdtrzednej s, to sg wtedy co
najwyzej dwa punkty o tej wspotrzednej; za ¢ bierzemy wigkszg z ich drugich
wspotrzednych.

Topologia zbioru C jest wigc zwarta 1 — jako topologia uporzadkowania —
spelnia warunek 7, Hausdorffa. Nie ma w C punktow izolowanych. Zbior C ma
baze przeliczalng ztozong ze zbiorow domknigto-otwartych, ktorymi sa przedzia-
ty o koncach (x, 0) i (y, 1), x <y, gdzie x i y naleza do D.

Przestrzen o tych wtasnos$ciach jest homeomorficzna z trjkowym zbiorem
Cantora®, na mocy znanej charakteryzacji topologiczne;j.

Zbior Cantora uzyskalismy, zastepujac kazdy punkt pewnego podzbioru
gestego przeliczalnego skokiem. Podwdjna prosta Sorgenfreya powstaje z pro-
stej przez zastapienie kazdego (!) punktu prostej skokiem. Zaréwno w przy-
padku zbioru Cantora, jak i podwojnej prostej Sorgenfreya skoki sg z soba
roztaczne.

Istnieje odwzorowanie ciggte zbioru Cantora C = (0, 1] x {0} U D x{1} na
odcinek 0 < x < 1. Polega ono na utozsamieniu punktow (w, 1) z punktami (w, 0)
przy pozostawieniu innych punktéw na miejscu. Jest to dobrze znana skadinad
funkcja Cantora—Lebesgue’'a®.

Zbior Cantora w tym leksykograficznym ujeciu jest nadzbiorem odcinka
0 <x < 1. Ale niewiele potrzeba, aby ten zbidr zobaczy¢é — w naturalnej postaci
— jako podzbior prostej rzeczywiste;.

Dodajmy bowiem do zbioru C = (0, 1] x {0} U D x {1} przedziaty (0, 1)
nad punktami zbioru D, tj. zbiory {(w, ¢) : 0 <t < 1}, gdzie w € D, i rozwazmy
uporzadkowanie leksykograficzne na tym zbiorze. Uporzadkowanie to nie ma juz
skokéw (zostaty zapetnione przedziatami), pozostaje nadal ciggle i osrodkowe.

2 Korzystamy ze znanej charakteryzacji topologicznej zbioru Cantora — twierdzenia do-
wiedzionego niezaleznie (1927) przez F. Hausdorffa: Mengenlehre. Berlin—Leipzig 1927 i P.S.
Aleksandrowa: Wwiedienije w tieoriju mnozestw i funkcji. Moskwa—Leningrad 1948.

3 G. Cantor: De la puissance des ensembles parfaits de points. Acta Mathematica 4 (1884),
s. 381—392. Wczesniej zbior Cantora pojawit si¢ w teorii catki, uwidaczniajac w licznych
kontrprzyktadach potrzebe ogolniejszego pojecia calki, pozniejszej catki H. Lebesgue’a (1903).



OtrzymaliSmy wigc zbior izomorficzny porzadkowo z odcinkiem liczb rzeczy-
wistych — koncami sg punkty (0, 1) i (1, 0) — z polozonym na nim zbiorem
Cantora. Przy tym sposobie widzenia zbioru Cantora funkcj¢ Cantora—Lebes-
gue’a otrzymuje si¢ przez usuniecie z kazdego skoku jednego punktu.

Kontinua uporzadkowane

Przestrzenie zwarte i spdjne nazywane sg kontinuami. Przyktadem sg odcin-
ki uporzadkowan ciagtych, wsérdéd nich odcinki zbioru liczb rzeczywistych.
Z twierdzen Cantora wynika, ze odcinki uporzadkowan ciggtych osrodkowych
sg izomorficzne z odcinkami zbioru liczb rzeczywistych. Odcinki nieosrodkowe
nazywane sa odcinkami uogolnionymi.

Odcinki uporzadkowania leksykograficznego, dtuga prosta dopetniona punk-
tem w; i odcinki prostych Suslina sg przyktadami odcinkow uogo6lnionych?!.

Odcinki, w tym odcinki uog6lnione, obejmowane razem nazwa kontinuow
porzgdkowych, sa pierwszym krokiem w teori¢ kontinuéw. W zakresie kontinuow
metrycznych ten krok jest skromny, bo jest wsrod nich tylko jeden typ topologicz-
ny: wszystkie s3g homeomorficzne z odcinkiem [0, 1] liczb rzeczywistych.

31 Odcinki uogdlnione o stopniu o$rodkowosci N, — tj. takim, jaki majg odcinki prostych Su-
slina — byly przedmiotem pracy J. Novéaka: On some ordered continua of power 28 containing
a dense subset of pover R,. Czechoslovak Mat. J. 1 (1951), s. 77—99; patrz komentarz w pracy M.A.
Maurice’a: Compact ordered spaces...
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Wyklad IIL. Spojnos¢ przestrzeni topologicznych ogolnych

Przestrzenie spdjne — okreslenie * Podstawowe wlasnosci * Spojnos¢ a odwzorowa-
nia ciagle * Zbiory spojne * Spdjnos¢ a produktowanie * O kontinuach * Moc zbio-
row spojnych * Przyklad Binga * Sktadowe i quasi-sktadowe * Zwickszanie topologii
a spojnos¢ * Topologia gestosciowa * Lokalna spojnos¢ * Przestrzenie lokalnie spojne
* Produkty przestrzeni lokalnie spojnych * Twierdzenie Eilenberga

Pojecie spojnosci wyodrebnione na uzytek zbiorow uporzadkowanych prze-
niesiemy teraz na ogélne przestrzenie topologiczne. Zobaczymy, ze spdjnosé
w zakresie przestrzeni topologicznych ogélnych, nie zaktadamy na razie zwartosci
1 nie narzucamy od razu warunkéw oddzielania, nie zawsze spetnia oczekiwania,
jakie wigze si¢ z og6lng ideg continuum.

Przestrzenie spojne — okreslenie

Przestrzen topologiczna jest nazywana przestrzeniq spojng, jesli nie mozna jej
rozbi¢*? na dwa podzbiory otwarte lub — co na jedno wychodzi — na dwa zbiory
domknigte. Inaczej: przestrzen jest spdjna, jesli nie zawiera zadnego podzbioru
domknigto-otwartego, tj. rownoczes$nie domknigtego i otwartego — w skrocie:
d.-o. — niepustego i réznego od catosci.

Jesli wiec przestrzen X nie jest spdjna, to zawsze mozna ja przedstawic
W postaci:

X=UUY,

gdzie Ui V sg otwarte w przestrzeni X, niepuste i roztaczne.

Na przestrzen topologiczng sklada si¢ zbior jej punktdéw i fopologia, czyli
rodzina jej wszystkich podzbiorow otwartych. Bedziemy wiec mowic takze
0 topologiach spojnych, majac na mysli topologie przestrzeni spojnych.

Dopoki ma si¢ na mysli topologi¢ uporzadkowan, np. prosta i jej podzbiory, to —
jak widzielismy — pojecie spojnosci sprowadza si¢ do ciaglosci uporzadkowania.

Rozpatrujac przestrzenie zwarte metryczne, mozna, za Cantorem (1883), rozumieé zbior
spojny jako taki, w ktorym dla kazdych dwu punktéw a i b oraz kazdego ¢ > 0 istnieje ciag
skonczony punktow przestrzeni, w ktéorym kolejne dwa punkty sa w odlegto$ci nie wigkszej niz
g; mowi si¢ wtedy, ze kazde dwa punkty dajg si¢ polaczy¢ e-tancuchem. Przy zalozeniu zwar-
tosci jest to w oczywisty sposob rownowazne spojnosci. Wlasnos¢ Cantora nie pocigga spoj-
nosci, jesli wyjs¢ poza przestrzenie zwarte, na co przyktadem jest np. zbior liczb wymiernych.

32 Przypomnienie: rozbicie znaczy rozbicie na zbiory niepuste.



Wedtug rozeznania autora, ogdlne pojecie przestrzeni topologicznej oparte na poj¢ciu zbioru
otwartego, w tym i pojecie spojnosci, zawdzigczamy Fredericowi Rieszowi®, ktory w obszernej
rozprawie odrzucil wspomniang wyzej propozycje Cantora, ktora redukowataby pojecie spojnosci
do w sobie gestosci przestrzeni. Przychylamy si¢ do pogladu wypowiadanego przez wielu™, ze
pojecie spojnoscei jest dla topologii mnogosciowej kluczowe.

Ale pojecie zbioru spojnego w tym duchu pojawilo si¢ w tym samym czasie réwniez u N.J.
Lennesa®, chociaz — jak pisze K. Kuratowski w Topologie II (s. 79) — ide¢ t¢ mozna znalezé
uJordana iu A. Schoenfliesa®. Pojecie spdjnosci w formie, o ktérej moéwimy, jak i pojecie
przestrzeni topologicznej weszty na stale do literatury matematycznej za sprawa Grundziige der
Mengenlehre (1914) F. Hausdorffa. Na temat genezy pojgcia spdjnosci poczawszy od Cantora
por. artykut R.L. Wildera Evolution of the topological concept of , connected”. Amer. Math.
Monthly 85 (1978), 720—726 oraz komentarze w ksiazce W. Wilkosza.

Podstawowe wtasnosci

Oczywiscie, topologie trywialne, ktorych jedynymi zbiorami otwartymi jest
caty zbior punktow przestrzeni i zbior pusty, sg spojne. Sposrod topologii na
zbiorze dwuelementowym jedynie topologia dyskretna nie jest spdjna; spdjna jest
np. topologia, w ktorej jeden z punktéw, ale nie drugi, uznany jest za otwarty.
Topologia ta jest klasy 7, ale nie 7;. Ogo6lniej, spojnymi sg topologie na zbiorach
{0, 1, ..., m — 1} reszt modulo m, w ktorych wszystkie punkty, z wyjatkiem
jednego, ustalamy, ze jest to 0, sa uznane za otwarte, rys. 13.

0" @ @ Rys. 13. Topologia spdjna na zbiorze trojelemen-

towym; podzbiory otwarte niepuste zamknigte
sam w owalach

Topologie 7 na zbiorach skonczonych sa zawsze dyskretne, ale juz na zbiorach
przeliczalnych moga by¢ spdjne; przyktadem jest topologia, w ktdrej za zbiory
otwarte uznaje si¢ zbiory o dopetnieniach skonczonych.

Spéjnos¢ a odwzorowania ciggle

Jesli topologie zmniejszy¢, spojnos¢ sie zachowa, co jest oczywiste, bo nie
pojawia sie wtedy nowe zbiory otwarte, a wigc i nowe rozbicia. Rozszerzeniem
tej uwagi jest

3 F. Riesz: Die Genesis der Raumbegriffes. Math. u. naturwiss. Berichte aus Ungarn 24
(1907), s. 309—353; wczesniejsza wersja: A terfolgalom genesise. Math. U. Ph. Lapok 15 (1906),
s. 97—122.

3 P.S. Aleksandrow, Usp. mat, nauk 1947.

3 N.J. Lennes: Curves in non-metric analysis situs. Bull, Amer. Math. Soc. 12 (1905—
1906), s. 284.

3% Cours d’analyse C. Jordana (Paryz 1893), A. Schoenfliesa: Beitrige zur Theorie des
Punktmengen [. Math. Ann. 58 (1904).
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Twierdzenie. Obraz ciggly przestrzeni spojnej jest przestrzeniq spojng.

Dowaod. Niech X bedzie przestrzenia spojna i niech f: X — Y bedzie odwzo-
rowaniem ciagtym na przestrzen Y. Jesliby Y mialo rozbicie na dwa zbiory
otwarte, to X miatoby rozbicie na ich przeciwobrazy, ktore sa otwarte (na mocy
ciagtosci f) 1 niepuste (bo fjest odwzorowaniem na Y). Sprzecznos¢.

Spojnos¢ zachowuje si¢ wigc w szczegdlnosci przy przejsciu do obrazu
homoeomorficznego. Ten wniosek mozna wszakze wydostaé rowniez i stad, ze
pojecie spojnosci jest pojeciem topologicznym, tj. wyrazajacym sie w jezyku
algebry podzbioréw zbioru stanowigcego przestrzen i topologii. Oczywiscie,
homeomorfizmy zachowuja rowniez niespojno§¢ — zaprzeczenie spdjnosci —
czego nie mozna w calej ogolnosci powiedzie¢ o odwzorowaniach ciggtych —
przypomnijmy funkcj¢ Cantora—Lebesgue’a ze zbioru Cantora na odcinek.

Zbiory spdjne

Podzbior przestrzeni dziedziczacy z niej topo-
logi¢ spojna bedziemy nazywaé podzbiorem spoj- @
nym tej przestrzeni lub po prostu zbiorem spdjnym,
jesli przestrzen bedzie ustalona.

Suma zbiordéw spodjnych nie musi by¢ spojna,
ale

Suma dwoch zbiorow o przekroju niepustym

Jest spdjna. Rys. 14. Sytuacje, w ktorych suma
Ogolniej; zbioréw spdjnych jest spdjna

Suma zbiorow spojnych, majgcych przekroje niepuste z jednym sposrod nich,
jest spojna.

Dowod. Niech C bedzie tym zbiorem rodziny, z ktorym wszystkie rozwa-
zane zbiory majg przekroj niepusty. Jesli sume wszystkich rozwazanych zbiorow
rozbi¢ na dwa zbiory otwarte, to w jednym z tych zbioréw, oznaczmy ten zbior
przez U, sg punkty zbioru C. Wobec spdjnosci zbior C zawiera sie¢ w U. Stad
kazdy z rozwazanych zbioréw ma punkty w U, a zatem tez zawiera si¢ w U. Cala
suma zawiera si¢ w U, co znaczy, ze drugi czlon rozbicia (1) musiatby by¢ pusty.
Sprzecznos¢.

W szczegblnosci, suma zbiorow spojnych majgcych punkt wspolny jest zbio-
rem spojnym.

Mowimy, ze zbiory A4, ,..., 4, tworza fancuch, jesli kolejne sposrdd nich prze-
cinaja si¢. Przez indukcj¢ tatwo przekonujemy sig, ze

Suma zbiorow spojnych tworzgcych tancuch jest spojna.
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Rys. 15. Lancuch zbioréw spojnych

Przyktadem tancucha sg odcinki tworzace famang — rys. 16.

Rys. 16. Lamana

W okresleniu tancucha dopuszczamy przecinanie takze niekolejnych zbio-
row.

Jesli kazde dwa punkty przestrzeni dajg si¢ w niej potgczy¢ zbiorem spojnym,
tj. jesli istnieje podzbior spojny, do ktorego oba te punkty nalezq, to przestrzen
jest spojna.

Dowdd. Przypusémy, ze przestrzen nie jest spdjna, tj. ze ma rozbicie na
zbiory otwarte U i V. Wezmy po punkcie w kazdym z tych zbioréw i niech
C bedzie podzbiorem spojnym, do ktorego nalezg wspomniane punkty. Wtedy
CNUiCnN Vtworza rozbicie zbioru C na zbiory w nim otwarte, co przeczy
spojnosci zbioru C.

Mozliwos¢ taczenia kazdych dwoch punktow pewnymi specjalnymi zbiorami spdjnymi miesci

si¢ we wspomnianej wczesniej idei Cantora spdjnosci. To praktyczne kryterium spdjnosci ma
nadal duze znaczenie.

Podzbior plaszczyzny, w ktorym kazde dwa punkty mozna potqczyé tamang,
jest spojny.

A dotyczy to zarowno catej ptaszczyzny, jak i plaszczyzny pozbawionej mniej
niz continuum punktéw. Dotyczy to, oczywiscie, przestrzeni euklidesowych kaz-
dego wymiaru wyzszego niz 1.

O spojnosci przestrzeni euklidesowych wymiaréw wyzszych niz 1 mozna
przekonac si¢ tez na inny sposob, widzac je jako produkty prostych.

Spéjnos¢ a produktowanie

W produkcie X x Y podzbiory postaci {x} x Y majg t¢ sama topologie co
Y — to samo dotyczy podzbioréw postaci X x {y} i przestrzeni X. Stad jesli obie
przestrzenie sg spojne, to i wspomniane ich podzbiory sa spojne.
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Twierdzenie. Produkt przestrzeni spojnych jest spojny.

p=(a,b)
*
1
1
1
I
y I
! q=(c,d)
- -
(a,d)
Rys. 17. Spdjnos¢ produktu X

Dowodd. Niech p = (a, b) i ¢ = (¢, d) beda dowolnymi punktami produktu
X x Y przestrzeni spojnych X 1 Y. Zbior {a} x Y U X x {d}, jako suma zbioréw
spojnych majacych punkt wspolny {a, d}, jest spojny. Punkty p i g naleza do tego
pod zbioru. Stad, wobec dowolnosci punktdéw, spdjnos¢ produktu.

Przez indukcj¢ wnioskujemy:
Produkt skonczonej ilosci przestrzeni spojnych jest spojny.

Biorac pod uwage, ze prosta i odcinki sg spdjne, wnioskujemy, ze plaszczyzna
i wszelkie przestrzenie euklidesowe sq spojne; spojny jest kwadrat ptaski i wszel-
kie kostki euklidesowe.

Wazna role w wielu dalszych stwierdzeniach bgdzie miato
Twierdzenie. Przestrzen zawierajgca podzbior gesty spojny jest spojna.

Dowod: Niech D bedzie podzbiorem gestym i spojnym przestrzeni X. Niech
U bedzie zbiorem niepustym, domknicto-otwartym w X. Zbiér D N U jest pod-
zbiorem d.-o. zbioru D i jest niepusty, bo D jest geste w X. Ze spojnosci zbioru
D wynika, ze D N U = D, zatem U zawiera A. Z domknigto$ci zbioru U wynika
teraz, ze U zawiera cID. Ale clD = X, bo D jest geste w X. Stad U = X, co, wobec
dowolnosci U, dowodzi spdjnosci X.

W szczegodlnosci, kazdy zbior zawarty migdzy zbiorem spojnym zbioru a jego
dombknieciem jest spojny. W szczegolnosSci, domkniecie zbioru spojnego jest spoj-
ne.

Potprosta [0, ) jest spojna. Spdjny jest wiec obraz pdlprostej, potozony tak
jak na rysunku nizej, a takze jego domkniecie, tworzace zbidr nazywany sinu-
soida zageszczong, ktora moze by¢ tez widziana jako domknigcie tamanej
nieskonczonej takiej, jak na tym samym rysunku obok.



Rys. 18. Sinusoida zaggszczona y = sin é =1

Twierdzenie o spojnosci produktéw przeniesiemy teraz na produkty ogolne.

Produkt dowolnej ilosci przestrzeni spojnych jest przestrzeniq spojng®.

Dowoéd. Niech X bedzie produktem pewnego ogétu przestrzeni, ktory ozna-
czamy przez M. Ustalmy punkt p w produkcie X. Rozwazmy wszelkie produkty
podogotdéw skonczonych przechodzace przez ten punkt, majac na mysli zbiory
X, okreslone dla kazdego podzbioru skonczonego S zbioru M w nastgpujacy spo-
sob: do zbioru X naleza te punkty x produktu X, ktorych wspoirzedne sg réwne
wspotrzednym punktu p, jesli nie jest to wspdtrzedna zbioru z S. Przestrzenie
X, (z topologia dziedziczong z X) sa w oczywisty sposéb homeomorficzne
z produktem przestrzeni podogédtu S. Przestrzenie X, sg wiec spojne, na mocy
poprzedniego twierdzenia.

Dla rozwazanego ustalonego p wezmy pod uwage sume¢ wszystkich przestrze-
ni X, po wszystkich S dotad rozwazanych. Przestrzenie X, maja wspolny punkt p.
Ich suma jest zatem spdjna.

Dowdd bedzie zakonczony, kiedy pokazemy, ze suma zbioréw X, po wszyst-
kich S jest ggsta w X. Wezmy w tym celu dowolny zbior z bazy produktu, tj. zbior
wyznaczony przez uktad skonczony zbioréw otwartych U; w przestrzeniach X;
rozwazanego ogotu, ztozony z tych punktow x produktu X, ktorych i-te wspot-
rzedne naleza do U,. Jesli do S nie nalezy zadna z przestrzeni X;, to zbior X prze-
cina si¢ z rozwazanym zbiorem z bazy. Gesto$¢ sumy zbioréw X, jest w ten sposob
dowiedziona, gdyz kolekcja skonczona S sposrod rozwazanego ogdtu przestrzeni
omijajaca wzigte pod uwage przestrzenie X; zawsze si¢ znajdzie, jesli ogot M jest
nieskonczony (jedynie ten przypadek wymagat dodatkowego rozumowania).

O kontinuach

Przestrzenie zwarte i spojne nazywane sa kontinuami. Odcinek, kwadrat
i kostki domkniete przestrzeni euklidesowych, ale tez i sinusoida zaggszczona,
sg kontinuami. Kontinuom bedzie poswiecona istotna cze$¢ kolejnych wyktadow.
Na razie udowodnimy jedno twierdzenie w sformutowaniu — ze wzgledu na
dalsze cele — mozliwie ogdlnym.

37 Czytelnik, niezainteresowany na razie produktami ogblnymi, moze odtozy¢ czytanie dowo-
du tego twierdzenia, ktorego potrzeba nie pojawi przed Wyktadem V1.
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Twierdzenie®. Jesli rodzina podzbioréow domknietych niepustych przestrze-
ni zwartej ma te wtasnosé, ze kazda jej podrodzina skonczona zawiera w prze-
kroju kontinuum nalezgce do tej rodziny zbiorow, to przekrdj wszystkich zbiorow
rozwazanej rodziny zbiorow jest kontinuum.

Dowdd. Niech X bedzie przestrzenia, ktorej podzbiory rozwazamy. Przypu-
$¢my, ze przekrdj zbiordw, spelniajacych zatozenia twierdzenia, nie jest spdjny.
Jest zatem sumg zbiordw 4 i B domknietych, niepustych i roztagcznych. Wobec
normalnosci przestrzeni X (wynikajacej, wobec zwartosci, z wlasnosci 7)) ist-
nieja zbiory U i V, otwarte i rozlagczne, takie, ze U zawiera 4 i V zawiera B.

Oczywiscie, przekroj rozwazanych zbioréw zawiera si¢ w sumie W zbiorow
Ui V. Wykazemy, ze wsrod zbiorow rozwazanej rodziny znajdzie si¢ skonczenie
wiele takich, ktorych przekrdj zawarty jest w W.

Istotnie, jesliby tak nie bylo, to przekroje skonczone C zbioré6w rozwazanej
rodziny wystawatyby wszystkie poza W. Mieliby$Smy poza zbiorem W, a wigc na
zbiorze zwartym, rodzing scentrowang podzbioréw domknietych zbiorow C—W.
Znaczyloby to, ze przekroj wszystkich zbiorow C ma punkty poza W. Sprzeczno$¢
z przyjetym zatozeniem, ze przekroj ten jest zawarty w W.

Wezmy wigc skonczenie wiele zbiorow z rozwazanej rodziny zbiorow, ktorych
przekrdj C jest zawarty w W. Wobec zatozenia, przekrdj C zawiera pewne konti-
nuum K nalezace do rozwazanej rodziny zbioréw. Oczywiscie, K zawiera przekroj
wszystkich zbiorow rozwazanej rodziny, a wigc ma punkty w kazdym ze zbiorow
AiB.Ale A € UiB € V. Zatem kontinuum K, ktore jest zawarte w sumie W zbioréw
U1V, ma punkty w obu tych zbiorach, otwartych i roztagcznych. Sprzecznos¢.

W szczegdlnoscei,
Przekrdj rodziny zstepujqcej kontinuow jest kontinuum.

Dotyczy to w szczegdlnosci ciggéw zstepujacych kontinuow. Ten przypadek
szczegdlny bedzie wazny dla dalszych rozwazan. Juz bardzo proste figury ptaskie
moga tworzy¢ ciagi zstgpujace dajace w przekroju kontinua o duzej osobliwosci,
np. takie jak sinusoida zaggszczona (to akurat nietrudno zauwazy¢).

Twierdzenie nie przenosi si¢ na zbiory spojne 1 [p,
dowolne, jesli nie zatozy¢ zwartosci.

Przyktad. Rozwazmy kwadrat ptaski jed-
nostkowy [0, 1] x [0, 1], z ktoérego usuni¢to
jeden z bokdw, pozostawiajac wszakze jego
konce; niech bedzie to bok y = 0 bez dwoch L.
punktow x = 0 i x = 1 — p. rys. 19. Ciag
zstepujacy ,.prostokatow” y < L ma przekréj
niespdjny, ztozony z dwoch punktdéw osi x-ow.

P2

Rys. 19. Przyktad ciggu zastepcuja-
cego prostokat o przekroju niespoj-
nym (zbiér dwuelementowy {a, b}).

3% F. Riesz: Atti del IV Congresso Internationale dei Matematici. Roma 1908; cytowane za
Kerékjarto.



Zalozenia T, rowniez nie mozna zaniedbaé, na co sg nietrudne przyklady
przestrzeni nieskonczonych, w ktoérych jedynymi zbiorami otwartymi sa dopet-
nienia zbioréw skonczonych.

Moc zbioréw spdjnych
Zaczniemy od stwierdzenia oczywistego

Przestrzenie metryczne spojne wielopunktowe majg moc nie mniejszq niz
continuum.

Jest tak, bo jesli a i b sa dwoma punktami przestrzeni metrycznej spojnej, to
dla kazdego » mniejszego od odlegtosci od a do b istnieje punkt tej przestrzeni
odlegly o r od punktu a (inaczej przestrzen rozpadtaby si¢ na dwa zbiory otwarte
niepuste: jeden zlozony z punktow, ktorych odleglos¢ od a jest < r, i drugi zto-
zony z punktow, ktorych odlegltos¢ od a jest > r).

Ale dla uzyskania tej konkluzji wystarczytoby istnienie odwzorowania ciag-
tego przestrzeni w prosta, réznego od odwzorowania constans, a wiec zalozenia,
ze przestrzen jest catkowicie regularna®. Istotnie, jeSli przestrzen spojna X
ma odwzorowanie ciaglte w prosta, ktorego wartos¢ w jednym punkcie jest a,
a w drugim b, i te warto$ci sg roézne, to obraz przestrzeni X wobec jej spojnosci
zawiera odcinek [a, b] prostej. Moc przestrzeni X nie moze by¢ wtedy mniejsza
od mocy tego odcinka, tj. nie moze by¢ mniejsza niz moc continuum.

Odnotujmy zatem,

Twierdzenie. Przestrzenie catkowicie regularne spojne wielopunktowe
majg moc co najmniej continuum.

To, ze przestrzenie metryczne sg catkowicie regularne, mozna by wydostac
z uwagi poczynionej na wstepie, ale do kanonu topologii naleza stwierdzenia
dalej idace, zapoczatkowane lematem Urysohna. Lemat Urysohna (1925) zapew-
nia w zakresie przestrzeni normalnych, ogdlniejszych niz metryczne, istnienie
dla kazdej pary podzbioréw domknigtych roztagcznych przestrzeni odzorowania
ciagtego o wartosciach rzeczywistych okreslonego na catej przestrzeni, przyj-
mujacych na tych zbiorach rézne od siebie state warto$ci. Warunek wymagany
dla catkowitej regularnosci jest tym objety, jesli przyjac, ze jeden z tych zbiorow
domknigtych jest jednopunktowy. Naturalny dowod stwierdzenia, ze przestrze-
nie metryczne sg normalne mozna znalez¢ w ksigzce Aleksandrowa (1977),
s. 106.

O przestrzeniach regularnych mozemy na razie tyle powiedzie¢, ze jesli sa
spojne, to nie mogg by¢ przeliczalne. Wynika to stad, ze przestrzenie regularne
przeliczalne sa normalne, a zatem catkowicie regularne®.

3 Przestrzen nazywana jest catkowicie regularng, jesli dla dowolnego jej punktu i dowolnego
otoczenia tego punktu daje si¢ na tej przestrzeni okresli¢ funkcje ciagla o warto$ciach rzeczywistych,
ktoéra znika w tym punkcie, a poza wspomnianym otoczeniem ma wartosci nie mniejsze niz 1.

4 Dowod mozna znalez¢ u R. Engelkinga w Topologii ogélnej 11, s. 60; dodajmy: w sktad

41



42

Dodajmy wszakze, ze przestrzenie regularne wielopunktowe spdjne mocy
mniejszej niz continuum sg mozliwe. Oczywiscie, na tych przestrzeniach kazda
funkcja ciggla o warto$ciach rzeczywistych jest constans, a przyktady (nie
tylko z moca mniejsza niz continuum) pochodza od I.L. Rauchwarger (1945)
i E. Hewitta (1946)*. Na mozliwos$¢ istnienia przestrzeni topologicznych, na
ktorych nie ma funkcji ciaglych rzeczywistych innych niz state, zwrécit uwage
Maurice Frechet. Problemem zajal si¢ Urysohn, pokazujac swym stynnym
lematem, ze przestrzenie normalne sg wolne od tej anomalii, zapytujac, czy jest
tak dla przestrzeni regularnych.

Jesli topologia na zbiorze jest spdjna i spelnia warunek 7;, to zbidr ten nie
moze by¢ skonczony, chyba ze jest jednopunktowy. Ale sg topologie spojne T,
na zbiorach skonczonych — jedna z nich jest znana juz nam topologia na zbiorze
dwuelementowym. Majg one dla podstaw topologii istotne znaczenie*?.

Sa wszakze, jak pokazat Urysohn, przestrzenie 7, spdjne przeliczalne®.

Ograniczymy si¢ tu do podania nowszego przyktadu pochodzacego od R.H.
Binga*.

Przyktad Binga

Niech X bedzie zbiorem punktow ptaszczyzny o obu wspotrzednych wymier-
nych. Rozwazmy kierunek £ taki, ze proste o tym kierunku przecinaja zbior X
w co najwyzej jednym punkcie. Istnienie takiego kierunku jest oczywiste, jesli
wzig¢ pod uwagg, ze podane wymagania eliminujg jedynie przeliczalnie wiele
kierunkdow.

Dla ustalonego punktu p zbioru X rozwazmy przedziat U osi x-6w wokot
punktu przecigcia jej przez prosta o kierunku k przechodzaca przez punkt p.
Wspomniany punkt osi x-6w nalezy do zbioru X jedynie wtedy, gdy sam punkt
p lezy na osi x; jest z nim wtedy identyczny. Wraz z przedziatem U rozwazmy
zbior <p, U >= {p} U (U N X) oraz zbior < U >, nazywany dalej pasem, ztozony
z punktow zbioru X lezacych na prostych o kierunku k przechodzacych przez
U (na kazdej prostej o kierunku £ jest co najwyzej jeden taki punkt).

pojecia regularnosci wehodzi warunek 7; zapewniajacy domknigtos¢ zbiorow jednopunktowych.

#“ 1LL. Rauchwarger: Uczonyje Zapiski MGU. T. 4 — cytat za Tudami P.S. Urysohna (por.
nastgpna nota) T. 1, s. 215, E. Hewitt: On two problems of Urysohn. Ann. of Math. 47 (1846),
s. 503—35009.

2 A. Kurosch: Kombinatorischer Aufbau der bikompakten topologische Rdume. Comp.
Math. 2 (1935), s. 471—476; P.S. Aleksandrow: O poniatji prostranstwa w topologii. Usp. mat.
nauk 2 (17) (1947), s. 5—57. Por. takze prace J.P. Thomasa: Maximal connected topological spa-
ces. J. Australian Math. Soc. 8 (1968), s. 700—705.

4 PS. Urysohn, Uber die Machtigkeit der zusammenhangenden Mengen. Math. Ann. 94
(1925), 262—295; Trudy po topotogii i drugim oblast’jam matiematiki. Moskowa—Leningrad
1951, t. I, s. 177—218; tamze — w aneksie III, s. 208 — stynny lemat.

“ R.H. Bing: 4 countable connected Hausdorff space. Proc. Amer. Math. Soc. 4 (1953),
s. 474.



Niech / bedzie innym kierunkiem o opisanych wyzej wlasnosciach takim,
ze proste o tym kierunku przechodzace przez punkt zbioru X nie spotykaja si¢
na osi x-6w z prostymi o kierunku 4, chyba ze jest to punkt zbioru X lezacy na
osi x-0w (istnienie takiego kierunku jest oczywiste: nowe wymagania eliminuja
jedynie przeliczalnie wiele kierunkow). Rozwazmy dla punktu p analogiczne do
poprzednich zbiory < p, V> i pasy < V' > zwiazane z kierunkiem /.

Rozwazmy na zbiorze X topologi¢ generowang przez zbiory < p, U, V' > =
<p, U>U <p, V"> 0§ x-6w dziedziczy z niej zwyczajng topologi¢ liczb wymier-
nych. Punkt p spoza osi x-6w jest jedynym punktem spoza tej osi lezacym w zbiorze
<p, U, V">, stad na dopetnieniu osi x-6w topologia jest dyskretna.

Otoczenia punktow p, generujace opisang topologig, lezg w sumach skrzyzowa-
nych w p paséw < U > i < V>, pokazanych na rys. 20, jednego o kierunku % 1 dru-
giego o kierunku /. Suma wspomnianych skrzyzowanych pasow jest, co nietrudno
zauwazy¢, domknigciem otoczenia < p, U, V' >.

Okreslona w ten sposob przestrzen X jest sumg rozlacznych z soba przestrze-
ni przeliczalnych, dyskretnej, ztozonej z punktéw spoza osi x-6w, i przestrzeni
w sobie gestej liczb wymiernych osi x-0w, gestej w przestrzeni i otwartej*®.

Majac dwa rozne od siebie punkty p i ¢ zbioru X (nie mogg one leze¢ na
zadnej z prostych, ani o kierunku &, ani o kierunku /), nietrudno spostrzec ich
otoczenia roztaczne. Stad topologia spelnia warunek 75.

Rys. 20. Przestrzen Binga

Tymczasem domknigcia tych otoczen (bedace sumami wspomnianych wczes-
niej skrzyzowanych pasoéw) przecinajg si¢, bedac zbiorami punktéw z X lezacych
w rownoleglobokach (zacieniowanych na rys. 20 — nie tych, w ktorych leza
punkty p i g). Stad spdjnos¢ przestrzeni X.

Dowiedlismy w istocie wiece;.

Niech bowiem G i H bedg podzbiorami otwartymi, niepustymi, roztaczny-
mi przestrzeni X. Niech p € G i niech < p, U, V' > bedzie otoczeniem punktu
p zawartym w G. Domknigcie tego otoczenia, tj. suma dwu krzyzujacych si¢
z sobg paséw U i V, omija zbior H — por. rys. 21. Podobnie, zbior G jest omijany
przez inng pare¢ pasoéw. Przecigeie tych dwu skrzyzowanych par pasow widzimy

4 Jedli rozwazany bylby tylko jeden kierunek, bytaby to topologia bedaca w analogii do topo-
logii podwojonego okregu Aleksandrowa, por. R. Engelking (1995), s. 157.
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w postaci pary dwu roztacznych z sobg rownolegltobokow (takich jak na rys. 20).
Dopetnienie sumy zbiorow G i H jest wigc niepuste.
Jest to co$ wiecej niz spdjnos¢, bo zna- p
czy to, ze kazde dwa zbiory otwarte niepuste
rozlagczne odzielone sa od siebie zbiorami
odpowiednio duzymi, w tym przypadku suma
dwodch ,,réwnoleglobokéw”, a wigc zbiorami @
nieskonczonymi. Wynika stad w szczeg6lnosci, g
ze przestrzen Binga nie jest rozspajana przez
zbiory skonczone, tym samym przez punkty.
Mimo to stopien spojnosci nie jest duzy. Przestrzen Binga moze by¢ rozspo-
jona przez podzbiér dyskretny, np. przez zbior jej punktow lezacych poza osig
x-0w (dopetnieniem tego zbioru jest zbior liczb wymiernych osi x-6w, w oczy-
wisty sposob niespdjny).

<v> peG

Rys. 21. Zbior <p, U, V>, p € G, omija H

Sktadowe i quasi-sktadowe

Sume wszystkich podzbiorow spojnych, do ktoérych nalezy dany punkt x nazy-
wamy sktadowq (tego) punktu. Sktadowa punktu jest wiec najwigkszym zbiorem
spojnym, do ktorego nalezy punkt. Jesli S jest sktadowa punktu x, to S jest sktadowa
kazdego swego punktu. Sktadowe sg rozlaczne, jesli nie sg rowne. Zbior wszystkich
sktadowych punktow przestrzeni stanowi rozbicie przestrzeni na jej maksymalne
podzbiory spdjne. To pozwala nam nazwac sktadowe punktow sktadowymi prze-
strzeni.

Rys. 22. Przyktad ilustrujacy pojecie sktadowej: wigzka
odcinkéw jednostkowych nad punktami 0i 1/n,n=1, 2,...
z topologia dziedziczong z ptaszczyzny. Sktadowymi sg
odcinki wiazki 0%

3 1

wl=

Poniewaz domknigcia zbiorow spojnych sa spojne, zatem
Sktadowe sq zbiorami domknietymi.

Przez quasi-sktadowq punktu nazywamy przekrdj wszystkich zbioréw d.-o.,
do ktorych ten punkt nalezy. Quasi-sktadowa punktu jest zbiorem domknigtym,
zawiera sktadowa tego punktu (bo sktadowa jest zbiorem spojnym i kazdy zbior
d.-o., do ktérego ten punkt nalezy, musi ja zawierac), ale nie musi by¢ jej rowna;
jesli tak jest, nie jest spdjna.



W zbiorze ptaskim takim jak na rys. 9, pozostawmy z odcinka nad punktem
0 dwa punkty a i b — por. rys. 23. Sktadowg punktu a jest zbior jednopunktowy
{a}. Quasi-sktadowg punktu a jest zbior dwupunktowy {a, b}.

Oczywiscie, a

Jesli quasi-sktadowa punktu jest spojna, to jest skia-
dowgq tego punktu. :

Dopetnienia zbioréw d.-o. sg d.-o. Zatem, 5

Quasi-sktadowa punktu jest quasi-sktadowqg kazdego
swego punktu. .

Nazwijmy wigc sktadowe punktow sktadowymi prze- b |
strzeni. Quasi-sktadowe sg rozlaczne, jesli nie sg rowne.

Quasi-sktadowe stanowia rozbicie przestrzeni na zbio-
ry domknigte, na ogot grubsze od rozbicia na sktadowe, drobniejsze od kazdego
rozbicia przestrzeni na zbiory d.-o.

W zakresie przestrzeni zwartych 7, roznica migdzy sktadowymi a quasi-skta-
dowymi znika. Wynika to stad, ze

Rys. 23. Quasi-sktadowa

Quasi-sktadowe przestrzeni zwartej T, sq zbiorami spojnymi.

Dowdéd. Niech Q bedzie quasi-skladowa przestrzeni X zwartej 7,. Przypu-
$¢my, ze Q rozpada si¢ na zbiory (niepuste) 4 i B, domkniete w Q i roztaczne.
Poniewaz quasi-sktadowa jest podzbiorem domknigtym przestrzeni X, zbiory
A 1 B sa rowniez domknigte w X.

Niech Ui V'beda zbiorami otwartymi w X, roztacznymi i takimi,ze A C Ui B €
V (przestrzen X jest, jako przestrzen zwarta 7,, przestrzenig normalng).

Niech W bedzie zbiorem d.-o. zawartym w U U Vi zawierajacym Q, ktorego
istnienie nietrudno wykaza¢, wykorzystujac zwartos¢ X. Quasi-sktadowa Q jest
quasi-sktadowg ktéregos ze swych punktow. Niech ten punkt, nazwijmy go a,
nalezy do czesci A quasi-sktadowej Q. Punkt a nalezy do zbioru W N U, ktory
jest zbiorem d.-o. (domknigto$¢ zbioru wynika z tego, ze jego dopetnienie jest
rowne zbiorowi otwartemu W N V). Zatem quasi-sktadowa Q zawiera si¢ w U.
Stad B jest zbiorem pustym, wbrew zalozeniu.

Dwa ostatnie twierdzenia dajg w rezultacie.

Twierdzenie. Sktadowe przestrzeni zwartych T, sq rowne quasi-sktadowym.

Przestrzen nazywamy dziedzicznie niespojng, jesli jedynymi jej podzbiorami
spojnymi niepustymi dziedziczacymi z niej topologie spdjna sa podzbiory jedno-
punktowe, lub, co na jedno wychodzi, jesli jej sktadowe sg jednopunktowe.

Przestrzenie dyskretne, zbior Cantora, zbior liczb wymiernych, zbior liczb
niewymiernych, prosta Sorgenfreya to przyktady przestrzeni dziedzicznie nie-
spojnych.

Jesli quasi-sktadowe wszystkich punktow sa jednopunktowe, to przestrzen
nazwiemy catkowicie niespojng. Poniewaz sktadowe zawieraja si¢ w quasi-skta-
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dowych, przestrzenie catkowicie niespojne sa dziedzicznie niespojne. Roznica
migdzy tymi rodzajami przestrzeni znika w zakresie przestrzeni zwartych 75,
gdzie, jak wiemy, sktadowe i quasi-sktadowe sg jednym i tym samym.

Podobnie jest w zakresie przestrzeni uporzadkowanych: sktadowe sa rowne
quasi-sktadowym (dowdd pomijamy), wigc i w tym zakresie nie ma rdéznicy mie-
dzy dziedziczna niespdjnoscia a catkowitg niespdjnoscia.

Przestrzenie catkowicie niespojne sq przestrzeniami T,.

Istotnie, majac punkty x i y, mamy (na mocy catkowitej niespdjnosci) zbior
d.-o0., do ktérego nalezy punkt x, ale nie punkt y. Ten zbidr i jego dopetnienie sa
zbiorami otwartymi oddzielajacymi punkty x i y w sensie warunku 7,.

Zaréwno zbior liczb wymiernych, jak i zbiér liczb niewymiernych sa podzbiorami gestymi
przestrzeni spdjnych 7>, tzn. daja si¢ uspojnié. Oczywiscie, nie mozna tego zrobi¢ w przypadku
zbioru Cantora (wobec jego zwarto$ci). Nieoczywiste jest wszakze, czy mozna uspojni¢ prosta
Sorgenfreya. A. Emeryk i W. Kulpa dowiedli, ze prosta Sorgenfreya ma uspojnienie klasy 7>,
nie ma wszakze uspojnienia regularnego*.

Przestrzenie dziedzicznie niespojnie sq przestrzeniami Ty, co wynika stad, ze
zbiory jednopunktowe, bedac sktadowymi, sa domknigte.

Jest jeszcze jeden rodzaj przestrzeni o duzym stopniu niespdjnosci: przestrze-
nie majgce bazy zbiorow domknigto-otwartych. Ich poréwnanie z poprzednimi
dwoma zacznijmy od nastepujacej uwagi.

Przestrzenie z baza d.-o. moga nie spetnia¢ zadnych warunkéw oddzielania,
ale jesli juz spetniajg warunek 7j, to speiniaja warunek 7,. Istotnie, majac dwa
punkty, mamy, na mocy warunku 7> zbior otwarty U, do ktoérego nalezy jeden
z punktow, a drugi nie. Ten z punktow, ktoéry nalezy do U, ma otoczenie domknig-
to-otwarte V zawarte w U. Zbior V i jego dopetnienie, sg zbiorami otwartymi
oddzielajagcymi rozwazane punkty w sensie warunku 75.

Z tej uwagi wynika bezposrednio, ze przestrzenie z bazq d.-o. sq catkowicie
niespdjne, jesli sq T,.

Zadne z odnotowanych dotad wynikan:

(12) Ty i istnienie bazy d.-o. = catkowita niespojnos¢ = dziedziczna niespdjnosc,

nie daje si¢ odwroci¢ nawet w zakresie podzbiorow plaszczyzny. Odpowiednie
przyktady znajda si¢ w Wyktadzie 1V, por. s. 59, 60. Najdawniejsze pochodza od
W. Sierpinskiego®.

4 A.Emeryk, W. Kulpa: The Sorgenfrey line has no connected compactification. Commen-
tationes Math. Univ. Carolinae 18 (1977), s. 483—487. Pézniejsze rezultaty: W.S. Watson, R.G.
Wilson: Embedding in connected spaces. Houston J. Math. 19 (1993), s. 469—48]1.

Y7 W. Sierpinski: Sur les ensembles connexes and non connexes. Fund. Math. 2 (1921),
s. 81—95. Przyktadem na nieodwracalno$¢ pierwszego z wynikan jest rowniez przyktad P. Erdo-
sa (1940), podzbioru przestrzeni Hilberta ztozonego z punktéw o samych wspotrzgdnych wymier-
nych; por. R. Engelking: Theory of dimension. Finite and infinite. 1995, s. 12.



Zwigkszanie topologii a spojnos¢

Przy zwigkszaniu topologii spdjnos¢ nie ogot si¢ nie zachowuje, ale dotacze-
nie do topologii podzbioru gestego nie wptywa na spojnosc.

Twierdzenie. Jesli topologia T na zbiorze X jest spojna i D jest geste w X
w sensie tej topologii, to topologia generowana przez T U {D} jest spdjna.

Dowdd. Przypusémy, ze X = U U V, gdzie zbiory Ui V sg otwarte w topologii
T U {D}, niepuste i roztaczne. Zbiory U i V' sa sumami zbiorow z bazy topologii
T U {D}, tj. sumami zbioréw postaci W N D, gdzie W jest zbiorem otwartym
topologii T.

Zauwazmy, ze jesli G=W' N D1 H=W"N D, gdzie Wi W" naleza do T,
to z G N H = wynika W' N W" =, wobec ggstosci (w topologii 7') zbioru D. A
zatem suma zbioréw W pojawiajacych si¢ w zapisach zbioréw z bazy, sktada-
jacych sie na zbior U, i suma zbioréw W pojawiajacych si¢ w zapisach zbiorow
z bazy, sktadajacych si¢ na zbidr V, stanowia pare zbiorow roztgcznych, otwartych
w topologii 7, dajacych w sumie X. Przeczy to spdjnosci topologii 7.

Przez topologie spdjng maksymalng rozumie si¢ topologie spojna, ktora jakkol-
wiek zwiekszona przestaje by¢ spojna. Z dowiedzionego stwierdzenia wynika, ze

W topologii spojnej maksymalnej zbiory geste sq otwarte.

Uwaga. Tego rodzaju topologie nie mogg by¢ wszakze metryczne: w prze-
strzeni metrycznej bez punktow izolowanych zawsze mozna zbudowac¢ za pomoca
pewnika wyboru dwa podzbiory geste rozigczne, nie otwarte. Uznanie jednego
z nich za otwarty, zwigksza topologig, nie naruszajac jej spojnosci.

Twierdzenie odwrotne jest fatszywe. Odpowiednig przestrzen spdjng 7, zbu-
dowat I. Baggs (1974)%.

Topologia prostej daje sie zwiekszy¢ do spojnej maksymalnej®. Nie wyklu-
czatoby to istnienia zwigkszen topologii prostej, ktore nie majg zwigkszenia do
topologii spojnej maksymalnej (por. na ten temat zamieszczong nizej uwage
o topologii ggstosciowe;).

Topologia spojna pozostanie spojna, jesli ja zwiekszy¢ tak, by wszystkie
zbiory geste staly sie otwarte’®. Kazdg topologie spdjnag mozna zwiekszy¢ do
topologii spdjnej, w ktorej zbiory geste sa otwarte’'.

% 1. Baggs: 4 connected Hausdorff space which is not contained in a maximal connected
space. Pacific J. Math. 51 (1974), s. 11—18.

4 P. Simon: An example of maximal connected Hausdorff space. Fund. Math. 100 (1978),
s. 157—163; J.A. Guthrie, H.E. Stone, M. Wage: Maximal connected expansion of the reals.
Proc. AMS 69 (1978), s. 159—166.

% Douglas D. Anderson: On irresolvable Hausdorff spaces. Proc. Amer. Math. Soc. 16
(1965), s. 463—465.

S JA. Guthrie, D.F. Reynolds, H.E. Stone: Connected expansions of topologies. Bull
Australian Math. Soc. 9 (1973), s. 259—265.
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Istnieja topologie spdjne 7, (nawet metryczne)™, ktorych nie mozna zwigkszy¢
do spojnej maksymalnej.

Stad, wobec poprzedniej uwagi, istniejg topologie spojne 75 (a wigc nieskon-
czone), w ktorych zbiory geste sa otwarte, a ktore nie sg spojnymi maksymalnymi.
Ciekawe sg pod tym wzgledem topologie spojne T; na zbiorach skonczonych®:.

Topologia ggstosciowa

Znane jest zwigkszenie topologii prostej motywowane problemami teorii
miary. Polega na dotaczeniu do topologii prostej zbiorow jednorodnych w sen-
sie miary, tj. zbiorow mierzalnych, ktorych wszystkie punkty sg ich punktami
gestosci, tj. punktami, dla ktérych udzial miary zbioru w przedziatach otaczaja-
cych punkty dazy do 1, jesli dtugo$ci przedzialow dazg do zera. Idea topologii
gestosciowej pochodzi od N. Luzina i D. Mienszowa’.

Od dawna wiadomo, ale rzecz jest nieoczywista, ze

Topologia gestosciowa jest catkowicie regularna®.
Wszakze,
Topologia gestosciowa nie jest normalna’®.

Dla dowodu zauwazmy, ze zbiory miary zero sa zbiorami domknigtymi
topologii gestosciowej. Wezmy wiec pod uwage dwa zbiory miary zero, ggste
i roztagczne z soba. Funkcja rzeczywista jest rowna 0 na jednym i réwna 1 na
drugim z tych zbiorow — w zwyklej topologii nie ma punktow cigglosci. Nor-
malnos¢ topologii gestosciowej implikowataby istnienie funkcji cigglej w topo-
logii gestosciowej, a wiec funkcji aproksymatywnie ciagtej, rownej 0 na jednym
i rownej 1 na drugim ze wspomnianych zbioréw gestych, a wiec istnienie funkcji
aproksymatywnie ciaggltej nigdzie nieciagtej. Sprzecznos¢.

2 JLA. Guthrie, H.E. Stone: Spaces whose connected expansions preserve connected sub-
sebsets. Fund. Math 80 (1973), s. 91—100; 1. Baggs: A4 connected Hausdorff space which is not
contained in a meximal connected space. Pacific J. Math. 51 (1974), s. 11—18.

53 J. Pelham Thomas: Maximal connected topologies. J. Australian Math. Soc. 8 (1967), s. 700—705.

5% P.uwaga w nastepnym odno$niku. Na temat topologii gesto$ciowej por. uwagi w ksigzkach
J. Oxtoby’ego: Measure and category. Springer 1971 oraz A.B. Kharazishwiliego: Nonme-
asurable sets and functions. Elsevier 2004; zob. takze prace F.D. Talla: The density topology.
Pacitic J.M. 62 (1976), s. 275—284.

% Twierdzenie Bogomotowej (1924), nazywane takze twierdzeniem Luzina—Mien-
szowa, zapewniajgce istnienie odpowiedniej dla potwierdzenia tej wlasnosci funkcji aproksy-
matywnie ciaglej. Znaczenie tego twierdzenia w teorii funkcji rzeczywistych uwidocznity prace
Z.Zahorskiego (1941, 1950); por. ich przeglad autorstwa J.S. Lipinskiego w tomie poswigco-
nym Zygmuntowi Zahorskiemu, Zeszyty Naukowe Politechniki Slaskiej 48 (1986), s. 20—38.
Samo twierdzenie jest w analogii do podstawowego dla topologii mnogosciowej lematu Ury-
sohna; por. na ten temat artykul autora Lemat Urysohna czy twierdzenie Luzina—Mienszowa.
Zeszyty Naukowe Politechniki Slaskiej. Mat.—Fiz. 76 (1996), s. 141—150.

¢ C. Goffman, D. Waterman: Approximately continuous transformations. Proc. Amer.
Math. Soc. 12 (1961), s. 116—121.



Topologia gestosciowa jest spojna.

Dla dowodu rozwazmy rozbicie prostej na dwa zbiory otwarte topologii gesto-
sciowej. Niech U bedzie jednym z nich. Gestos¢ zbioru U w punkcie x jest pochodna
z funkcji (U N [a, x)), 1 gdzie u jest symbolem miary Lebesgue’a, a a jest ustalonym
punktem na prostej. W rozwazanej sytuacji gestos¢ zbioru U przyjmowataby dwie
i tylko dwie wartosci, 0 i 1, co przeczy wiasnosci Darboux, ktéra maja pochodne.

Topologia gestosciowa spetnia warunek Suslina.

Istotnie, zbiory otwarte niepuste topologii gestosciwej zawieraja zbiory
mierzalne o mierze dodatniej, zatem — jesli sg roztagczne — moze ich by¢ co
najwyzej przeliczalnie wiele.

Topologia gestosciowa nie jest osrodkowa.
Wynika to ze spostrzezenia, ze zbiory przeliczalne sa w niej domkniete.
Topologia gestosciowa nie jest porzgdkowalna.

Istotnie, jesliby byta porzadkowalna, to — co wiemy z Wykiadu Il — bytaby
normalna, co jak wczesniej pokazaliSmy nie jest prawda.

Topologia gestosciowa nie jest topologiq spojng maksymalng.

Na temat dowodu por. wskazowke w Wykladzie 111 (przyp. 66). Czy jednak
mogtaby by¢ zwigkszona do spdjnej maksymalnej, nie wiemy.

Lokalna spojnos¢

Przestrzen nazywamy lokalnie spojng w punkcie p, jesli w kazdym otoczeniu
U punktu p zawarte jest otoczenie V punktu p, ktore jest spdjne. Nie wymaga sie,
aby otoczenie V bylo otwarte. Nie wymaga si¢, by sama przestrzen byta spojna.

Prosta i, ogolniej, wszelkie przestrzenie euklidesowe E" sg lokalnie spojne
w kazdym punkcie; sa one nawet w kazdym punkcie lokalnie £”. Odcinek, kost-
ki euklidesowe, kostka Hilberta i kostki Tichonowa sg rowniez lokalnie spojne
w kazdym punkcie. Zbioér Cantora nie jest lokalnie spojny w zadnym punkcie, ale
np. przestrzenie dyskretne sg lokalnie spdjne w kazdym punkcie.

Miotetka nad zbiorem Cantora jest lokal-
nie spojna jedynie w wierzchotku. Miotetka
nad ciggiem zbieznym (rys. 24); jest lokalnie
spojna w wierzchotku, nie jest lokalnie spojna
w pozostatych punktach odcinka zageszczenia,
w pozostatych punktach jest lokalnie spdjna.
Podobnie jest dla sinusoidy zageszczonej, ktora
nie jest lokalnie spdjna w punktach odcinka

zagegszczenia, oraz dla wigzki odcinkéw nad o } 1 3 1
ciggiem zbieznym. Rys. 24. Miotetka nad ciagiem
zbieznym
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Sa punkty lokalnej spojnosci, ktdérych
dostatecznie mate ich otoczenia nie zawieraja
otoczen spojnych otwartych. Przyktadem
jest punkt p w kontinuum przedstawionym na
rys. 25, bedacym suma ciggu miotetek skupia-
jacych si¢ do punktu p (J.G. Hocking, G.S.

Young, Topology..., s. 113). Kontinuum to Z q
ma punkty, w ktorych nie jest lokalnie spdjne. Z
Jesli wszystkie punkty przestrzeni sg punktami gy 25 punkt p nie ma dowolnie ma%ycﬁ
spojnosci, to — jak zobaczymy — anomalia ta  otoczen otwartych spojnych

si¢ nie pojawia.

Wigzka Cantora — tj. produkt zbioru Cantora C przez odcinek [0, 1] — rys.
26 — nie jest lokalnie spdjna w zadnym punkcie. Redukujgc do punktéw niektore
pary jej punktéw — np. pary wskazane na rysunku 26 — dostaje si¢ kontinua —
nadal ptaskie — nigdzie nie lokalnie spojne.

1 < < C x {1}

ol L] Ll S L1 C x {0}
Rys. 26. Wigzka Cantora i zbudowane z niej kontinu-
um nigdzie nie lokalnie spdjne

Przestrzenie lokalnie spojne

Przestrzen nazwiemy lokalnie spojng, jesli jest lokalnie spdjna w kazdym
punkcie. Budowg przestrzeni lokalnie spojnych objasnia nastepujace.

Twierdzenie. Jesli przestrzen jest lokalnie spojna, to skladowe jej podzbio-
row otwartych sq otwarte.

Dowadd. Niech X bedzie przestrzenig lokalnie spdjna i niech G bedzie jej pod-
zbiorem otwartym. Niech S bedzie sktadowa zbioru G. Jesli x jest punktem zbioru
S, to istnieje (na mocy lokalnej spdjnosci w tym punkcie) zbior spojny A4 taki,
ze x nalezy do intA € A € G. Poniewaz S jest skladowa zbioru G, wigc 4 € S.
Sktadowa S jest zatem zbiorem otwartym jako suma wszystkich zbiorow A.

Wniosek. W przestrzeni lokalnie spojnej w kazdym otoczeniu kazdego punk-
tu zawarte jest otoczenie otwarte spojne tego punktu.

Dowdd. Sktadowa wnetrza otoczenia jest otoczeniem otwartym i spojnym
punktu.

Zbiory otwarte 1 spojne sg nazywane obszarami. Dowiedzione wyzej twier-
dzenie orzeka, ze przestrzenie lokalnie spdjne maja bazg ztozong z obszarow.



Wracajac do twierdzenia, zauwazmy, ze w szczegdlnosci sktadowe catej prze-
strzeni sg otwarte. Ale sktadowe sg zawsze zbiorami domknigtymi, sg wiec — dla
przestrzeni lokalnie spojnych — zbiorami domknigto-otwartymi. Sa wigc réwne
quasi-sktadowym.

Dowiedzione wczesniej twierdzenie daje si¢ odwrocic.

Jesli sktadowe podzbiorow otwartych sq otwarte, to przestrzen jest lokalnie
spojna.

Dowdéd. Niech X bedzie przestrzenia, w ktorej sktadowe zbioréw otwartych
sg otwarte. Niech x bedzie dowolnym jej punktem i niech U bedzie otoczeniem

otwartym tego punktu. Sktadowa punktu x w zbiorze U jest otoczeniem (otwar-
tym) spojnym punktu x.

Przestrzenie lokalnie spojne mozna wigc okresli¢ jako przestrzenie, w kto-
rych sktadowe zbioréw otwartych sg otwarte, tj. sa obszarami. Ta charakteryzacja
przestrzeni lokalnie spdjnych pochodzi od H. Hahna (1921)%.

Okreslenie lokalnej spojnosci w formie takiej, jak na wstepie tego wykladu rowniez pochodzi
od H. Hahna (1914)®. S. Mazurkiewicz (1913, 1916, 1920) motywowat lokalng spojnos¢ wias-
nos$cia polegajaca na negacji osobliwos$ci, jaka maja sinusoida zaggszczona, kontinua w ksztalcie

miotetek®, a takze liczne kontinua, ktoére poznamy w dalszych wyktadach. Zob. komentarze,
W. Wilkosza: Les prorietes topologiques..., s. 31.

Dowod nastepujacych dwu stwierdzen nie sprawia trudnosci.
Przestrzen zwarta i lokalnie spdjna ma jedynie skonczenie wiele sktado-
wych.

Produkty przestrzeni lokalnie spdjnych

Nie sprawia trudnos$ci przekonanie, ze

Produkt dwu (a wigc i dowolnej skonczonej ilosci) przestrzeni lokalnie spoj-
nych jest lokalnie spojny.

Produkt dowolnej ilo$ci przestrzeni lokalnie spdjnych nie musi by¢ lokalnie
spojny, czego przyktadem jest produkt przeliczalnej rodziny zbiorow dwuelemen-
towych z topologig dyskretna, ktory jest homeomorficzny ze zbiorem Cantora.
Ale nietrudno sprawdzi¢, ze

7 H. Hahn: Uber die Komponenten offener Mengen. Fund. Math. 2 (1921), s. 189—192.

8 H. Hahn: Mengentheoretische Charakterisierung der stetigen Kurve. Sitzungsberichte
d. Math. Nat. W. KI. d. K. Akad. d. W. Wien 123 (1914), s. 2433—2489; Uber die allgemeinste
ebene Punktmenge, die stetiges Bild eniner Strecke ist. Jahr. der Deutschen Math. Ver. 23 (1914),
s. 318—322.

% S. Mazurkiewicz: O arytmetyzacji kontinuéw. Compt Rend. de la Soc. des Sci. de Warso-
vie 6 (1913), s. 305—311, 941—945; O pewnej klasyfikacji punktow lezqcych na kontinuach dowol-
nych. Compt Rend. de la Soc. des Sci. de Varovie 9 (1916), s. 428—442; Sur les lignes de Jordan.
Fund. Math. 1 (1920), s. 166—209.
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Jesli przestrzenie sq spojne i lokalnie spdjne, to ich produkt jest lokalnie spoj-
ny. Mozna dopusci¢, aby pewna skonczona ilo$¢ przestrzeni nie byta spojna.

Twierdzenie Eilenberga

Topologii prostej nie mozna istotnie zwiekszy¢ tak, by zachowujac sp6jnosé
i wlasno$¢ T, pozostata lokalnie spojng. Nie jest wigc na przyktad lokalnie spojng
topologia gestosciowa prostej. Prawdziwe jest nastepujace ogdlniejsze stwierdze-
nie.

Twierdzenie Eilenberga®. Topologii uporzqdkowania ciggtego nie mozna
zwigkszy¢ tak, by pozostata spdjna i lokalnie spdjna.

Dowdd (S. Eilenberg (1941); W. Grudzinski®). Niech ”i” bedzie upo-
rzadkowaniem cigglym zbioru X. Rozwazamy na X topologi¢ zawierajaca topo-
logi¢ uporzadkowania ”i”, tj. przyjmujemy, ze przedzialy bez koncow sa otwarte.
Pokazemy, ze przedzialy te tworza baze topologii, tj. ze kazdy jej zbidr otwarty
jest suma przedziatow.

Rozwazmy zatem dowolny zbior otwarty tej topologii. Wobec lokalnej spoj-
nosci sktadowe tego zbioru sa otwarte. Wystarczy zatem dowies¢ zapowiedzianej
wiasnosci dla zbioréw spojnych otwartych.

Niech G bedzie tego rodzaju zbiorem. Niech a 1 b, a < b, beda kresami dolny-
mi i gébrnymi zbioru G (dopuszczamy, ze mogg to by¢ punkty w nieskonczonosci).
Wobec ciagtosci uporzadkowania punkty miedzy « i b naleza do zbioru G. Dowod
bedzie zakonczony, jesli wykazemy, ze kresy zbioru G don nie naleza; bedzie to
znaczyto, ze zbidr G jest przedziatem (niekoniecznie skonczonym).

Przypus$émy, ze kres gorny b nalezy do G. Zbior U punktéw wigkszych od b
jest otwarty (jako polprzestrzen). Zbiorem otwartym jest takze zbidr V' punktow
mniejszych od b. W rezultacie, zbiorem otwartym jest zbior V' U {b}. Ten ostatni
zbior jest roztaczny z U i wraz z U daje cate X. Sprzeczno$¢ ze spojnoscia X.

Topologia wykresu funkcji nieciagglej jest zwigkszeniem topologii dziedziny.
Z dowiedzionego twierdzenia wnosimy zatem, ze wykres funkcji rzeczywistej
niecigglej nie moze by¢ lokalnie spojny. Jest lokalnie spojny w punktach odpo-
wiadajacych punktom cigglosci funkceji. Pozostawiamy jako pytanie, czy lokalna
spojnos¢ wykresu w punkcie (x, f(x)) pociaga ciagto$¢ f w punkcie x.

8 S. Eilengerg: Ordered topological spaces. Amer. J. Math. 63 (1941), s. 39—45.
8 ' W. Grudzinski: On compatible order ability of connected topological spaces. Zeszyty
Naukowe Politechniki £odzkiej. Mat. 14 (1982), s. 65—72.



Wyklad IV. Osobliwosci spojnosci

Metoda Bernsteina * Miotetki typu Knastera—Kuratowskiego * Twierdzenie Knaste-
ra—Kuratowskiego * O zbiorach dwuspdjnych * Miotetki typu Wildera * Wykresy
pochodnych * Porzadkowalnos¢ przestrzeni spojnych

Wspomniane dotad osobliwosci zwigzane ze spojnoscia przewaznie miescity si¢
poza zakresem przestrzeni metrycznych i nie miaty znaczenia geometrycznego. Prze-
strzenie rozwazane w tym rozdziale beda w wigkszosci przestrzeniami metrycznymi
osrodkowymi. Beda nawet dziedziczy¢ topologi¢ z ptaszczyzny, a mimo to zobaczymy,
jak niewielka moze by¢ réznica miedzy spojnoscia i dalekimi jej przeciwstawieniami
juz nawet w tym zakresie, jesli wyjdzie si¢ poza podzbiory domknigte.

Metoda Bernsteina

Konstrukcje wspomnianych przestrzeni nie zawsze beda jednak efektywne.
Wazna rolg bedzie odgrywat nastepujacy lemat mnogosciowy wynikajacy z pew-
nika wyboru.

Lemat Bernsteina (1908)%2. Jesli F jest rodzing mocy m zbiorow, z kto-
rych kazdy jest mocy (co najmniej) m, to istnieje podzbior zbioru bedgcego sumg
zbiorow z F taki, ze zarowno ten podzbior, jak jego dopeinienie majq punkty
w kazdym ze zbiorow rodziny F.

Dowodd. Niech F, : a < m bedzie dobrym uporzadkowaniem rodziny F.
W zbiorze F, wezmy dwa punkty p, i g,. Majac w zbiorach Fy dla f < a, po dwa
punkty ps i g nienalezace do zbioréw rozwazanych wczesniej, wezmy w zbiorze
F, dwa punkty p, 1 ¢, lezace poza zbiorami feta rozwazanymi dotad. Takie punk-
ty istniejg, poniewaz moc zbioru F, jest m, a zbior wybranych dotad punktéw ma
moc mniejszg niz m. Zbior punktéow p,: a < m, okreslony w ten sposob przez
indukcje, jest szukanym zbiorem.

W dowodzie lematu Bernsteina korzystalismy z pewnika wyboru przez twierdzenie Zermeli
o dobrym uporzadkowaniu. Lemat Bernsteina ma wazne znaczenie w teorii miary (konstrukcje zbioroéw
niemierzalnych) i w dyscyplinie nazywanej opisowa teoria mnogosci. Lemat Bernsteina orzeka, ze
w pewnych warunkach ze zbiorow danej rodziny mozna dokona¢ dwoch wyborow roztagcznych.

2 F. Bernstein: Zur Theorie der trigonometrischen Reihe. Leipziger Berichte 60 (1908).
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Postugujac si¢ lematem Bernsteina mozna uzyskac rozbicie ptaszczyzny na
dwa podzbiory spojne i geste, z ktorych zaden nie zawiera kontinuow wielopunkto-
wych. Zbiory tego rodzaju sa nazywane punktoksztattnymi. Wymaganie jest stab-
sze niz przy dziedzicznej niespdjnosci, skoro jak zapowiedzieliSmy, nie wyklucza
ono spodjnosci zbioru. Zbiory punktoksztattne na prostej sg zawsze dziedzicznie
niespojne. Sa wszakze podzbiory punktoksztattne spojne ptaszczyzny®.

Konstrukcja zapowiedzianego rozbicia wymaga, oprocz lematu Bernsteina,
wykorzystania pewnej wlasno$ci geometrycznej ptaszczyzny, ktérg maja rowniez
niektdére, nawet mate, kontinua.

Wtasnos$¢ (W). Zbiory domknigte rozspajajqce przestrzen zawierajq zbiory
doskonale.

Plaszczyzna ma wtasno$¢ (W), bo zbidr rozspajajacy ptaszczyzne musi zawie-
ra¢ kontinua wielopunktowe®*.

Przypomnijmy, ze przez zbior doskonaly rozumie si¢ zbior zwarty (niepusty)
bez punktéw izolowanych.

Odcinki, okregi, grafy nie maja wlasnosci (W), ale ma ja wiele kontinuéw
o bogatszej budowie. Sg wsrod nich réwniez i krzywe, np. krzywa uniwersalna
plaska — dywan Sierpinskiego — chociaz nie ma jej krzywa trdjkatowa.

Lemat®. Podzbior przestrzeni spojnej metrycznej, majgcy punkty w kazdym
zbiorze domknigtym rozspajajgcym przestrzen, jest spojny.

Dowdd. Niech 4 bedzie podzbiorem przestrzeni metrycznej spdjnej X maja-
cym opisane wiasnosci. Oczywiscie, zbiodr 4 jest gesty w X.

Dla dowodu, ze A4 jest spojne przypusémy, ze istnieje rozbicie 4 = M U N
zbioru 4 na zbiory M i N otwarte w nim i niepuste. Wezmy zbiory M’ i N' otwarte
w X takie, ze M'N A= M i N' N A= N. Zaden z tych zbioréw nie jest pusty,
wiec zaden nie jest gesty w X. Brzegi tych zbiorow, rozspajajac X, maja (na mocy
zatozenia) punkty w zbiorze 4.

Punkty te nie nalezg do M', a wiec i do M, stad muszg naleze¢ do N; ale N
jest otwarte w 4, wigc pewne ich otoczenia (w X, bo zbior 4 jest gesty w X) sa
roztaczne z M', co przeczy nalezeniu tych punktéw do brzegu zbioru M’

Twierdzenie®. Kontinuum metryczne o wlasnosci (W) ma rozbicie na dwa
zbiory spojne niezawierajgce zbiorow doskonalych, tj. ma rozbicie na dwa zbiory
punktoksztaitne.

0 C. Kuratowski: Topologie I1..., s. 130; przyktady tego rodzaju pojawia si¢ w dalszym
ciggu tego wyktadu.

¢ E. Phragmén: Uber die Begrenzungen von Continua. Acta Math. 7 (1885), s. 43—48; por.
C. Kuratowski: TopologieIl..., s. 338.

8 W. Sierpinski: Sur un ensemble ponctiforme connexe. Fund. Math. 1 (1920), s. 7—10

% W. Sierpinski: Sur la decomposition du plan en deux ensembies ponctiformes. Bull. In-
tern. Acad. Sci. Cracovie A (1913), s. 76—82; S. Mazurkiewicz: Contribution a la théorie des
ensembles. Bull. Acad. Pol. Sci. 1913, s. 46—55.



Dowoad. Konstrukcj¢ Bernsteina stosujemy do rodziny wszystkich podzbio-
row doskonatych rozwazanego kontinuum — przypadek m = continuum. Otrzy-
mujemy rozbicie kontinuum na dwa zbiory niezawierajace zbioréw doskonatych.
Ich spojnos¢ wynika z ostatniego lematu wobec wlasnosci (W) rozwazanego kon-
tinuum. Jest oczywiste, ze kazdy z dwu zbioréw rozbicia ma punkty w kazdym
zbiorze doskonatym®’.

Oczywiscie, twierdzenie jest prawdziwe i dla ptaszczyzny, bo zwarto$¢ wyko-
rzystujemy jedynie lokalnie.

Miotetki typu Knastera—Kuratowskiego

Podzbior ptaszczyzny powstaly przez polaczenie punktdéw trojkowego zbioru
Cantora polozonego na osi x-6w z punktem spoza osi x-0w, na rysunku p, nazy-
wamy miotetkqg Cantora.

Mioteka Cantora nie ma wilasnosci (W), p
ale odstepstwo jest minimalne: jest tylko jeden
zbiér domknigty rozspajajacy niezawierajacy
zbioru doskonalego; jest nim zbior jednopunk-
towy {p} — wierzchotek miotetki®.

Stosujac lemat Bernsteina do miotetki Can-
tora i do rodziny jej podzbiorow doskonatych,
dostajemy jej rozbicie na dwa zbiory niezawie-
rajace zbioréw doskonatych. 0 1z 2 1

Jeden z tych zbioréw, ten, do ktoérego nale-  Rys. 27. Miotetka Cantora
zy punkt p, jest na mocy lematu spdjny. Po
odrzuceniu punktu p staje si¢ dziedzicznie niespdjny, poniewaz zbiory spojne
wielopunktowe w nim zawarte musiatyby leze¢ na odcinkach miotetki Cantora;
bylyby to odcinki nieredukujace si¢ do punktéw, ktorych zbiory Bernsteina nie
moga zawierac.

O punkcie p mowi sig, ze jest to punkt eksplodujacy tego zbioru spoj-
nego®.

Podana tu konstrukcja nie stanowi konstrukcji konkretnego zbioru o tej
osobliwosci. Dalismy pierwszenstwo nieefektywnos$ci, gdyz jest ona mimo
wszystko blizsza istocie rzeczy. Oryginalna konstrukcja Knastera i Kuratow-
skiego (1921) obywata si¢ bez pewnika wyboru. Do konstruowanej przez
tych autorow miotetki zalicza si¢ punkt p, punkty o rzednych wymiernych
na odcinkach mioteki Cantora, wychodzacych z punktow dwojkowo-wymier-

7 Przeprowadzone rozumowanie daje wskazowke dla dowodu — opuszczonego w Wykiadzie
111 — Ze topologia ggsto$ciowa nie jest topologia spdjna maksymalna. Wystarczy w tym celu zbu-
dowaé metodg Bernsteina rozbicie prostej na dwa zbiory, majace punkty w kazdym zbiorze mie-
rzalnym miary dodatniej, tj. rozbicie na dwa zbiory geste topologii gestosciowej.

% Mimo tego odstepstwa od wiasnosci (W), w miotetce Cantora — podobnie jak w dywanie
Sierpinskiego — brzegi dostatecznie matych otoczen punktow sa mocy continuum.

¢ B. Knaster, K. Kuratowski: Sur les ensembles connexes. Fund. Math. 2 (1921), s. 206—256.

55



56

nych zbioru Cantora, i punkty o rzednych niewymiernych na pozostatych
odcinkach. W dowodzie spdjnosci korzysta si¢ z twierdzenia Baire’a. To, ze
po usuni¢ciu punktu p dostaje si¢ zbior dziedzicznie niespojny, jest bezpo-
srednio widoczne™.

O innych przyktadach miotetek osobliwych, w tym o przyktadzie tych samych
autorow, w ktorych wykorzystana jest pewna wtasno$¢ wykreséw pochodnych,
bedzie mowa nieco dale;j.

Twierdzenia Knastera—Kuratowskiego’!

Twierdzenie o zbiorze spojnym rozspajajacym. Niech C bedzie
podzbiorem spojnym przestrzeni spojnej X. Niech X—C = U U V, gdzie Ui V
otwarte i rozlgczne. Wtedy, oba zbiory U U C i V U C sq spdjne. Sq domknigte,
jesli C jest domkniete.

Dowod. Wobec symetrii zatozen wystarczy zajgé sie zbiorem U U C.

Rozwazmy, a contrario dowolny podzbior domknigto-otwarty W w zbiorze
U U C, majacy punkty wspdlne z C. Wobec spojnosci zbioru C mamy C € W.
Zbior W'= (U U C) — W jest zbiorem domknigto-otwartym w U U C. Poniewaz
W' e U (bo C € W, wigc W' jest zbiorem domknigto-otwartym w U).

Zbior W' jest d.-o. w X. Istotnie, zbior W', bedacy d.-o. w U, jest d.-o. w U U
V,bo Ujestd.-o.w U U V. Ale, bedac d.-o. w U U C, zbior W' jest d.-o. w sumie
zbiorow UU ViU U C, tj. w X.

Ale X jest spdjne, wiec W' =@ lub W' = X.

Poniewaz W' = X jest niemozliwe (bo w dopelnieniu zbioru W' zawiera si¢
zbior U U C, pozostaje wigc W' =, a wtedy W = U U C. Widzimy zatem, ze
dowolny zbiér domknicto-otwarty w U U C, zawierajacy C, jest rtéwny U U C,
skad spojnos¢ U U C.

Oczywiscie, U U C jest domkniete, jesli C jest domknigte, bo dopetnienie
zbioru U U C jest zbiorem V, ktory jest otwarty w X — C, a wigc w X, wobec
domknigtosci C.

Spojnos¢ zbioru C jest istotna. Przyktadem jest podzbior prostej z usunigtymi
z niej dwoma punktami, np. punktami —1 i 1. Zbiér U = {x : x > [1}, po dodaniu
usunigtego zbioru, jest niespdjny. Zatrzymajmy si¢ na tym przypadku szczegol-
nym, odnotowujac, ze jesli zbior rozspajajgcy C jest dwuelementowy, C = {a, b},
to co najmniej jeden ze zbiorow, U lub V, staje si¢ spojnym po dodaniu pary tych
punktow.

Wroémy do przypadku szczegodlnego, kiedy C jest jednopunktowe.

0 Opis konstrukcji zbioru, wraz z dowodem jego wlasno$ci, mozna znalez¢ rowniez w ksigzce
A. Lelka: Zbiory. Warszawa 1966; por. takze tegoz autora Osobliwe zbiory spojne. Wiad. Mat. 5
(1962), s. 67—280.

" Zpracy z 1921 r.



Twierdzenie. Przestrzen spojna ma co najwyzej jeden punkt eksplodujgcy.
Wiecej: przestrzen spojna z punktem eksplodujgcym nie ma — poza tym jednym
— zadnego punktu rozspajajgcego’.

Dowodd. Niech p bedzie punktem eksplodujacym przestrzeni X. Niech ¢
bedzie innym punktem tej przestrzeni. Pokazemy — co znakonczy dowod — ze
¢ nie rozspaja przestrzeni X.

Przypusé¢my bowiem, ze X — {¢g} = U U V, gdzie Ui V sa zbiorami otwartymi
w X — {q}, rozlacznymi i niepustymi. Przyjmijmy, ze punkt eksplodujacy p nalezy
do U. Na mocy twierdzenia Knastera—Kuratowskiego zbior V' U {q} jest
spojny, a przy tym wielopunktowy (wobec niepustosci V) i lezy poza punktem p,
tam za$ nie powinno by¢ zbioréw spdjnych wielopunktowych. Sprzecznos¢.

Sledzac dowdd, nietrudno zauwazyé, ze punkt eksplodujacy jest punktem
eksplodujacym kazdego podzbioru spojnego wielopunktowego.

W twierdzeniu mozna poj$¢ dalej (Wilder), dowodzac (indukcja), ze prze-
strzen spojna z punktem eksplodujacym nie jest rozspajana przez zaden podzbior
skonficzony zawarty w cz¢éci bez punktu eksplodujacego™.

Twierdzenie o rozktadzie. Przestrzen spojna wielopunktowa jest sumgq
dwoch zbiorow (niekoniecznie rozlgcznych) spojnych i roznych od catosci —
w szczegolnosci zawiera podzbior spojny wielopunktowy rozny od calosci, jesli
ma wiecej niz dwa punkty.

Dowdd. Jesli przestrzen ma punkt rozspajajacy, to teza wynika bezposrednio
z twierdzenia Knastera—Kuratowskiego o zbiorze spdjnym rozspajajacym
(w wersji ze zbiorem jednopunktowym).

Jesli przestrzen (spojna wielopunktowa) X nie ma punktéw rozspajajacych,
to wezmy dwa jakiekolwiek punkty p i ¢ tej przestrzeni; wtedy X = (X — {p}) U
(X — {q}) jest zapowiedzianym rozkladem.

O zbiorach dwuspojnych

Sa wszakze przestrzenie spojne wielopunktowe, dla ktorych nie da si¢ uzyskac
rozbicia na dwa podzbiory spdjne wielopunktowe. Tego rodzaju przestrzenie
nazywane sg dwuspojnymi’®.

Latwo zauwazy¢, ze przestrzenie spojne majgce punkt eksplodujacy sg dwu-
spojne.

Odnotujmy wazng konsekwencj¢ twierdzenia Knastera—Kuratowskiego
0 zbiorze rozspajajacym, zaczynajac od nastepujacego lematu.

2 JR. Kline: 4 theorem concerning connected point sets. Fund. Match. 3 (1922), s. 238—239.
? R.L. Wilder: On the dispersion sets of cennected point-sets. Fund. Math 6 (1924), s. 214—228.
" B. Knaster, K. Kuratowski (1921).
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Lemat. Jesli zbior spojny rozspaja przestrzen spojng, to Zadna skitadowa
dopetnienia tego podzbioru nie rozspaja tej przestrzeni.

Dowod. Niech X bedzie przestrzenia spdjna. Jesliby zbior X — S nie byt spoj-
ny, to bytoby X—S=UU V, Ui V sa otwarte w X — S, niepuste i rozlaczne. Zbior
A — jako spdjny — zawieralby si¢ w jednym z tych zbiorow. Zatézmy, ze jest
zawarty w U. Zbior V' U S byltby spdjny na mocy twierdzenia Knastera—Kura-
towskiego o zbiorze rozspajajacym. Mielibysmy S € (VU S) € (X— A4), a zatem
zawieranie si¢ sktadowej S w istotnie wigkszym zbiorze spdjnym V' U S (bo V jest
niepuste) zwartym, a X — A. Sprzecznos¢.

Dowiedzione wczesniej twierdzenie o jedynosci punktu eksplodujacego jest
szczegbdlnym przypadkiem tego lematu.

Twierdzenie. Dopelnienie podzbioru spojnego wielopunktowego prze-
strzeni dwuspojnej nie zawiera podzbiorow spojnych wielopunktowych, inaczej:
przestrzen dwuspojna nie zawiera spojnych wielopunktowych rozigcznych.

Dowod. Niech 4 bedzie podzbiorem spdjnym wielopunktowym przestrzeni
dwuspojnej. Stwierdzenie jest oczywiste, jesli dopetnienie zbioru 4 jest spodjne.

Niech wiec dopelnienie zbioru 4 nie bedzie spojne. Rozpada si¢ zatem na dwa
zbiory U i V otwarte w nim i niepuste. Jesli zawiera przy tym zbior spdjny wielo-
punktowy, to ten zbidr i tym samym sktadowa S dopelnienia zbioru 4 zawierajaca
ten zbidr zawiera si¢ w jednym ze zbiorow U lub V. Przyjmijmy, ze w U. Dopetnie-
nie sktadowej S jest spdjne na mocy lematu. Dostajemy wiec rozpad przestrzeni na
zbior S 1 jego dopelnienie spojne. Oba zbiory sg wielopunktowe (dopetnienie zbioru
S dlatego, ze zawiera zbior A U V). Sprzecznos$¢ z dwuspojnoscia.

Dowiedlismy, ze w przestrzeni dwuspojnej kazde dwa podzbiory spojne wie-
lopunktowe przecinajq sie. Wtasnos$¢ ta charakteryzuje dwuspdjnosé, wyklucza-
jac rozpad przestrzeni na dwa zbiory spdjne wielopunktowe, co przyjeliSmy za
okreslenie dwuspdjnosci.

Dowiedlismy tez w szczegolnosci, ze jesli punkt rozspaja przestrzen dwu-
spojng, to jest punktem eksplodujagcym (w drugiej czesci dowodu — w ktorej
rozpatrywany byt przypadek rozspajania przestrzeni przez zbior A — z zatozenia
wielopunktowosci zbioru A nie korzystaliSmy).

Jeszcze jednym wnioskiem z ostatniego twierdzenia jest to, ze podzbior spoj-
ny wielopunktowy przestrzeni dwuspojnej jest dwuspojny.

Sledzac dowod twierdzenia o rozkladzie, ktére zapewnia zawieranie si¢ w zbiorach spoj-
nych wielopunktowych podzbioréw spdjnych wielopunktowych réznych od catosci, widaé, ze
nie zapewnia ono niczego wigcej niz istnienie podzbiorow spdjnych rézniacych si¢ od catosci
skonczong liczba punktéw. Dlatego waznym krokiem w teorii zbioréw spojnych bylo twierdzenie
P. Erdosa (1944) o zawieraniu si¢ w kazdym zbiorze spdjnym nieskonczonym (ptaskim) zbioru
spojnego wielopunktowego, roznigcego si¢ od catosci o nieskonczenie wiele punktow. Dalej pojsé
nie mozna — zadajac nieprzeliczalno$ci réznicy — bo, jak pokazata M.E. Rudin (1958), 2, na

5 P. Erd6s: Some remarks on connected sets. Bull. Amer. Math. Soc. 50 (1944), s. 442—446;
M.E. Rudin: 4 connected subset of the plane. Fund. Math. 46 (1958), s. 15—24.



plaszczyznie istnieje zbior spojny, ktorego kazdy podzbior spojny wielopunktowy rozni si¢ od
calosci o nie wigcej niz przeliczalnie wiele punktow. Konstrukcja wymaga hipotezy continuum.
Jesli nie wymagac wigcej niz warunku oddzielnosci 73, to, jak pokazat G. Gruenhage, istnieja
przestrzenie spdjne nieskonczone (wsrod nich przeliczalne 75), ktorych wszystkie podzbiory spoj-
ne wielopunktowe maja dopelnienia skonczone™; uzyta jest hipoteza continuum, co znaczy, ze
nie mozna w tym zakresie powiedzie¢ istotnie wigcej niz to, co wynika z twierdzenh Knastera
i Kuratowskiego.

Zbior MLE. Rudin jest dwuspojny, bo w dopetnieniach jego podzbioréw spdjnych wielopunk-
towych sa juz tylko zbiory przeliczalne, a te (zbiory sa ptaskie) nie mogg by¢ spojne. Z twierdzenia
Knastera—Kuratowskiego o rozspajaniu przez zbior spdjny wynika, ze zbior ten nie moze
mie¢ punktu eksplodujacego.

Zbiory dwuspojne bez punktow eksplodujacych byty znane wezeéniej z pracy EW. Millera’;
ich konstrukcja wymagata hipotezy continuum.

Przestrzen zbudowana przez M.E. Rudin nalezy do zakresu przestrzeni szeroko spojnych,
wyodrebnionych przez PM. Swingle’a, tj. przestrzeni spojnych, ktore nie maja innych podzbio-
réw spojnych wielopunktowych niz geste. Przestrzenie szeroko spojne (na plaszczyznie) daja si¢
budowac bez hipotezy continuum, wszakze z uzyciem pewnika wyboru’. Przestrzenie szeroko
spojne nie muszg by¢ jednak dwuspojne”.

Z twierdzenia Knastera—Kuratowskiego — wersja ze zbiorem jednopunktowym —
tatwo wynika, ze przestrzen szeroko spdjna nie ma punktow rozspajajacych (tym bardziej punktow
eksplodujacych); zatem, w szczegdlnosci, miotetki Knastera—Kuratowskiego nie sa szeroko
spojne, co jest zresztg bezposrednio widoczne.

Przestrzefn dwuspdjna bez punktu eksplodujacego nie musi by¢ szeroko spdjna’. Przestrzen
Millera jest szeroko spdjna, ale wynika to z dodatkowych wiasnosci, jakie daje konstrukcja.
Znany jest anons ML.E. Estill (Rudin): 4 biconnected set having no widely connected subset. Bull.
Amer. Math. Soc. 59 (1953), s. 346.

Odnotujmy bez dowodu nastepujace twierdzenie (Miller, 1937): przestrzen dwuspodjna bez
punktu eksplodujacego (tj. bez punktéw rozspajajacych) nie jest rozspajana przez zaden podzbior
skoniczony (por. odpowiednia wlasno$¢ przestrzeni spojnych z punktem eksplodujacym).

Po usunigciu z miotetki typu Knastera—Kuratowskiego jej punktu
eksplodujacego pozostatosc jest dziedzicznie niespojna. Nie musi by¢ wszak-
ze catkowicie niespojna: quasi-skladowe dopelnienia punktu eksplodujgcego
moga by¢ podzbiorami wielopunktowymi gestymi odcinkow miotetki Cantora
(zgodnie z przeprowadzong nicefektywna konstrukcja, oba zbiory maja punkty
we wszelkich ich pododcinkach; pierwsza z implikacji w (B) jest wigc nieod-
wracalna.

W miotetke¢ Cantora mozna wszakze wbudowac zbidér spojny, tak by na
kazdym odcinku miotetki mial, nie liczac jej wierzchotka, co najwyzej jeden
punkt.

" G. Gruenhage: Spaces in which the nondegenerate connected sets are the confinite sets.
Proc. Amer. Math. Soc. 122 (1994), s. 911—924.

" EW. Miller: Concerning biconnected sets. Fund. Math. 29 (1937), s. 123—133.

 PM. Swingle: Two types of connected sets. Bull. or the Amer. Math. Soc. 37 (1931), s. 254—
258.

" Wskazowka dla dowodu jest w Wykladzie VII.

8 M.E. Rudin: 4 biconnected set in the piane. Topology and its Appl. 66 (1995), s. 141—
148.
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Miotetki typu Wildera

Pokazemy tu konstrukcje zbiordw spdjnych o wspomnianej wyzej wiasnosci®.

Niech F bedzie rodzing wszystkich podzbiorow domknigtych miotetki Canto-
ra, przecinajacych continuum odcinkéw miotetki. Rodzina /" ma moc continuum.
Niech {F, : a < ¢} bedzie dobrym uporzadkowaniem rodziny F. W zbiorze F
wezmy punkt po. Majac w zbiorach F dla f < a po jednym punkcie p, wybranym
tak, ze naleza one do rdéznych od siebie odcinkéw miotetki Cantora, bierzemy
w zbiorze F, punkt p, nienalezacy do zadnego z odcinkéw miotetki, do ktorych
naleza punkty pg, f <a.

Zbudowany w ten sposéb zbior {p, : a < continuum}, powickszony o punkt
D, staje si¢ spojny (poprzedni dowodd sie przenosi).

Po usunigciu punktu p zbidr staje si¢ catkowicie niespojny, majac na kazdym
odcinku zawartym w miotetce Cantora co najwyzej jeden punkt. Nie ma wszakze
— co zapewnia nieefektywna konstrukcja — bazy zbioréw domknigto-otwar-
tych; nie jest wigc odwracalna takze druga implikacja w (6).

Uzylismy pewnika wyboru. Oryginalna konstrukcja Wildera (1927) byla efektywna. Row-
niez bez pewnika wyboru B. Knaster (1946) zbudowat dla kazdego n > 2 zbiory o osobliwosci
Wildera potozone w przestrzeniach euklidesowych E", ktore rozspajaja te przestrzenie®.

Nie kazdy zbior z punktem eksplodujacym mozna przerzedzi¢, usuwajac z niego pewne punkty,
tak by stat si¢ zbiorem o osobliwosci Wildera. Odpowiedni zbidor — na pltaszczyznie — zbudowat
R. Duda, konstrukcja wymaga jednak hipotezy continuum®.

W artykule przegladowym F.B. Jones wspomina inne przyktady zbioréw o osobliwosci Wil-
dera, m.in. swoj przyktad z 1942 roku, powstaty z wykresu funkcji addytywnej®*.

Co do przestrzeni spdjnych z punktem eksplodujacym stawiano hipotez¢®, ze punkt eksplodujacy
jest punktem statym kazdego odwzorowania ciaglego przestrzeni w siebie, o ile to odwzorowanie nie
jest constans. Hipoteza potwierdza si¢ dla miotetki Knastera—Kuratowskiego. H. Katsuura®
zbudowal wszakze przestrzen metryczng spojna z punktem eksplorujacym niemajaca tej wiasnosci.

Budowane w tym wykladzie przestrzenie byly metryczne i osrodkowe (nawet
ptaskie). Nie byty jednak zwarte. Zwarto$¢ (przy zatozeniu 7,) ktadzie tame temu
rodzajowi osobliwos$ci (co zobaczymy w nastepnym wyktadzie przy okazji lematu
Janiszewskiego).

8t R.L. Wilder: 4 point set which has no true quasi-components and which becomes connec-
ted upon the addition of single point. Bull. Amer. Math. Soc. 33 (1927), s. 423—427.

8 B. Knaster: O dwuswjaznych mnozestwach, jawlajuszczichsia kupiurami ewklidowych
prostranstw proizwolno wysokoj razmiernostki. Mat. Sbomik 9 (61) (1946), s. 7—18.

8 R. Duda: On biconnected sets with dispersion points. Diss. Math. 37 (1964).

8 F.B. Jones: Wilder on connectedness. Algebraic and Geometric Topology, Proceedings,
Santa Barbara 1977; Lectures Notes in Math. 664, Springer 1978, s. 1—6; F.B. Jones: Connected
and disconnected piane sets and the functional equation f(x) + f(y) = f(x + y). Bull. Amer. Math.
Soc. 48 (1942), s. 115—120; R. Maehara: On a connected dense proper subgroup of R, whose
complement is connected. Proc. Amer. Math. Soc. 97 (1986), s. 556—558.

8 J. Cobb, W. Voxman: Dispersion point and fixed points. Amer. Math. Monthly 87 (1980), s.
278—28l.

8 H. Katsuura: Dispersion points and continuous Junctions. Topology and its Appl. 28
(1988), s. 233—240.



Istniejg przestrzenie spojne taczace w sobie obie osobliwosci, jakie pojawity
si¢ dotad w tych wyktadach: sg przeliczalne i maja punkt eksplodujacy,
bedac przy tym klasy 75%.

Wykresy pochodnych

Jak dowiedli Kuratowski i1 Sierpinski wykres (wszedzie istniejacej)
pochodnej funkcji rzeczywistej jest podzbiorem spojnym plaszczyzny, i ze co
wigcej, wlasnos¢ te maja wszystkie funkcje klasy I-ej Baire’a o wlasnosci Dar-
boux®®. Twierdzenie Kuratowskiego—Sierpinskiego nie wychodzi wszakze
poza zakres pochodnych, bo jak dowiodt Maximoff®, dziedzing funkcji I-¢j
klasy Baire’a o wlasnosci Darboux mozna przeparametryzowaé homeomorfi-
zmem tak, by stata si¢ pochodng. Sama wtasno§¢ Darboux nie wystaczy dla
spojnosci wykresu, jak pokazuje znany przyktad Cesaro funkcji 1I-ej klasy
Baire’a”®. Nie bez znaczenia jest to, ze wykresy pochodnych sg topologicznie
zupetne”!.

Osobliwo$¢ funkcji rzeczywistej wszedzie rézniczkowalnej moze polegaé na
tym, ze pochodna zeruje si¢ na zbiorze ggstym, mimo ze funkcja nie jest stata.
Tego rodzaju funkcje budowali na przetomie XIX i XX wieku A. Koepcke
i D. Pompeju, majac na uwadze ich znaczenie w teorii catki’.

Nie odwotujac si¢ do specyficznych wlasnosci tego rodzaju funkcji, pomyslmy
wykres W funkcji g, ktora jest pochodng tego rodzaju funkcji.

8 P. Roy: 4 countable connected Urysohn space with a dispersion point. Duke Math. Journ.
33 (1966), s. 331—334; E.J. Vought: A countable connected Urysohn space with a dispersion
point that is regular almost everywhere. Coll Math. 28 (1973), s. 205—209; W. Gustin: Countable
connected spaces. Bull. Amer. Math. Soc. 52 (1946), s. 101—106. Inne prace na ten temat: J. Mar-
tin: 4 countable Hausdorj space with a dispersion point. Duker Math. J. 33 (1966), s. 165—167; G.
Miller: Countable connected space. Proc. Amer. Math. Soc. 26 (1970), s. 255—360; V. Kannan:
A countable connected Urysohn space containing a dispersion point. Proc. Amer. Math. Soc. 35
(1972), s. 289—290.

8 K. Kuratowski, W. Sierpinski: Les fonctions de clase I et les ensembles connexes punc-
tiformes. Fund. Math. 3 (1922),s. 303—313.

8 1. Maximoff: Sur la transformation continue de qquelques fonctions en derivees exactes.
Bull. Soc. Phys. Math. Kazan 3:12 (1940), s. 57—381; On continuous transformations of some func-
tions into an ordinary derivee. Ann. Scuola Norm. Sup. di Pisa 12 (1943), s. 147—160.

%0 S. Marcus: Functions with Darboux property and functions with connected graphs. Math.
Ann, 141 (1960), s. 311—317. W. Sierpinski: Dziatania nieskonczone, s. 140; por. takze Kuratow-
skiego: Topologie II, Warszawa 1953, s. 82. Wykresom niespojnym funkcji o wlasnosci Darboux
poswigcona jest praca Marcusa

1 W. Sierpinski: Sur les images des fonctions representables analytiquement. Fund. Math.
2 (1921),s. 179—188.

92 Z dziet klasycznych odnotujmy na ten temat komentarze z EW. Hobsona: The theory of
functions of a real variable and theory of Fourier’s series, 1926, a z p6zniejszych A.M. Bruckne-
ra: Differentiation of real functions. Springer, Lecture Notes in Math. 659, 1978; takze Wyktady 111,
autora (niepublikowane).
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Punkty wykresu W, reprezentujace zera funkcji g zajmujg pewng gesta czgsé
A 0si x-OW.

Poza osia x-6w wykres funkcji g nie zawiera zadnych podzbiorow spojnych
wielopunktowych. Istotnie, jesli S bytby takim zbiorem, to jego rzut na os$ x-ow,
jako zbidr spdjny wielopunktowy, zawieratby przedziat, a wiec i punkty zbioru
gestego A na ktoérym funkcja g si¢ zeruje, co jest niemozliwe.

Osobliwoscig jest juz samo to, ze zbidr spdjny W po odjeciu jego czgsci lezacej
na osi x-O6w staje si¢ dziedzicznie niespdjny. Ale t¢ osobliwo$¢ unaoczni si¢ jesz-
cze bardziej, jesli odcinek bedacy dziedzing funkcji g zredukujemy do punktu.
Otrzymana w ten sposob z plaszczyzny przestrzen ilorazowa pozostanie nadal
topologicznie plaszczyzng®. Obraz wykresu W jest zbiorem spojnym z punktem
eksplodujagcym — por. B. Knaster, K. Kuratowski (1925). Sam wykres W jest
jeszcze jednym przyktadem zbioru plaskiego, spdjnego i punktoksztattnego.

W pracach A. Lelka® pojawity sie zbiory spdjne z punktem eksplodujacym, powstate w sposob
podobny do tu opisanego, z wykresu pewnych funkcji potciagtych gornie o wlasnosci Darboux,
zerujacych si¢ na zbiorach gestych. Te specjalne miotetki osobliwe znalazly dla siebie miejsce
w pewnych konstrukcjach topologii dynamicznej®.

Porzadkowalnos$¢ przestrzeni spojnych

Przypomnijmy, ze przestrzen nazywamy porzgdkowalng, jesli istnieje upo-
rzadkowanie wyznaczajace jej topologie. Wyjasnimy tu za S. Eilenbergiem
(1941)* problem porzadkowalnosci przestrzeni spdjnych.

Przez przekatnie kwadratu X x X przestrzeni X rozumiemy zbioér D(X) =
{(x, x) : x € X}. Jesli X jest przestrzenig T,, a to bedziemy dalej zaktadac, prze-
katnia jest podzbiorem domknigtym kwadratu X x X. Symetrig kwadratu X x X
nazwijmy odwzorowanie ¢ kwadratu przeprowadzajace (x, y) na (y, x). Symetria
¢ jest inwolucja ciagta, a przekatnia stanowi jej zbior punktow statych.

Twierdzenie 1. Jesli topologia klasy T, przestrzeni (wielopunktowej) X jest
wyznaczona przez uporzqdkowanie, to dopeinienie przekgtni X x X jest niespdjne.
Doktadniej, dopetnienie przekgni ma rozpad na zbiory G = {(x,y) : x <y} i1 H=
{(x, ) 1y <x}, otwarte w X x X; mamy przy tym ¢(G) = H i tym samym — ¢(H)
= G dla opisanej wczesniej inwolucyi.

% Powotujemy si¢ na znane twierdzenie Moore’a, p. np. Kuratowski: Topologie I1, s. 380.

% A. Lelek: On plane dendroids and their end points in the classical sens. Fund. Math. 49
(1961), s. 301—319. por. na ten temat pracg JW. Charatonika: The Lelek fan is unique. Houston
J. Math 15 (1989), s. 27—34.

% JM. Aarts, Lex G. Oversteegen: The geometry of Julia sets. Trans. Amer. Math. Soc.
338 (1993), 5. 897—918.

% S. Eilenberg: Ordered topological spaces. Amer. J. Math. 63 (1941), s. 39—45. Por.
B. Halpern: 4 characterization of the circle and the interval. Pacific Math. J. 32 (1970), s.
373—414; H. Herrlich: Ordnungsfahigkeit zusammenhangener Raume. Fund. Math. 57 (1965),
s. 305—311.



Dowodd. Otwarto$¢ zbioréw G 1 H w X X X jest prosta konsekwencja wlasno-
sci 75, ktora maja topologie uporzadkowan.

Istotnie, wezmy (x, y) w zbiorze G. Mamy x <y. Niech Ui V' beda roztacznymi
soba przedzialami wokot tych punktow. Jest x' <y'dlax’ € Uiy’ € V; mamy wigc
(x,y) € Ux V € G, co dowodzi otwartosci w X x X zbioru G (to samo dotyczy
zbioru H).

Nie wykorzystaliSmy w pelni tego, ze topologia przestrzeni X jest topologia
uporzadkowania, lecz jedynie to, zZe przedziaty sg zbiorami otwartymi, tj. ze topo-
logia przestrzeni X zawiera topologi¢ wyznaczong przez uporzadkowanie <.

Istotny dla dalszych rozumowan bedzie nastgpujacy

Lemat. Niech X bedzie przestrzeniq spojng T,. Nie istnieje rozbicie zbioru
X x X — D(X) na podzbiory otwarte w nim i niepuste G i1 H takie, ze ¢(G) = G
1 ¢p(H)=H.

Dowoéd. Przypus$émy, ze tego rodzaju rozbicie na zbiory G i H istnieje. Ustal-
my x w zbiorze X i rozwazmy zbiory.

M=&eX:(x,x)eG}i{N,=x"€X:(x,x") € H}.

Zbiory te stanowig rozbicie zbioru X — {x} na podzbiory w nim otwarte. Sg
one otwarte rowniez w X, co jest konsekwencja warunku 7.

Na mocy twierdznia Knastera—Kuratowskiego o rozspajaniu przez
zbiory spojne, zbiory Mx U {x} i Nx U {x} sg spojne, a wobec domknigtosci
zbioru jednopunktowego {x} sa domknigte.

Ustalmy y w zbiorze M, i wezmy z w zbiorze N,, rdézne od y.

Z tego, ze y € M,, wnioskujemy, ze (x, ) € G. Ale (x, y) € N, X {y} i zbior
N, x {y} jest spojny (bo N, jest spojne), wiec N, x {y} C G. Wiedzac, ze z € N,,
wnioskujemy, ze (z, y) € G.

Z tego, ze z € N,, wnioskujemy (w ten sam sposdéb, co poprzednio, wobec
symetrii zatozen), ze (y, z) € H.

Ale (v, z) € Hi (z, y) € G jest sprzeczne z roztacznosciag zbiorow G 1 H (bo
z ¢(G) = G dostajemy ¢(z, y) = (3, z) € G).

Wniosek. Jesli X jest spojne i klasy T,, przekqtnia nie moze rozspajac
zbioru X x X na dwa sposoby. Doktadniej, jesli pary {G, H} i {U, V} repre-
zentujg dwa tego rodzaju rozbicia, to G = Ui H=V, lub (z uwagi na symetrig),
G=ViH=U.

Istotnie, majac dwa rozne rozbicia wspomniane w czesci szczegdlowej wnio-
sku, dla rozbicia na zbiory 4 = (G N U) U (H N V) i na zbidr B bgdacy dopelnie-
niem zbioru 4, mielibysmy ¢(4) = 4 1 ¢(B) = B, w sprzecznosci z dowiedzionym
lematem.

Przyjmijmy teraz, ze przekatnia przestrzeni X klasy 7, rozspaja jej kwadrat.
Niech G i H beda elementami jedynego mozliwego rozbicia jej dopetnienia.
Warunek 7, zapewnia otwarto$¢ w X x X zbioréw rozbicia. Wobec dowiedzio-
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nego lematu symetria ¢ przeksztatca te zbiory jeden na drugi. Mamy ¢(G) = H
19p(H)=G.
Przyjmijmy

(13) x<y,jesli (x,y) € Gorazy <x, jesli (x,y) € H

i”

Wykazemy, ze okreslona w ten sposob relacja ,,
zbior X.

Warunki (I’) 1 (3”) dla nieréwnosci ostrych z Wyktadu I (liniowos¢ 1 trychoto-
mia) sg spelnione w sposodb oczywisty.

Dla dowodu (2”) (przechodnio$ci) zauwazmy, ze dla kazdego ¢ ze zbioru X
zbiory A, = {u : u <t} 1B, = {u:u >t} sa otwarte w X (jako rzuty zbiorow G N
@y x X)iHN (X % {8).

Mamy X — {¢t} = 4, U B,, a zbiory 4, i B, sa roztaczne (wynika to z (1’) i (3)).
Z twierdzenia Knastera—Kuratowskiego o rozspajaniu przez zbior spojny
wnioskujemy o spdjnosci zbiorow {¢} U 4,1 {¢t} U B,.

Dla zakonczenia dowodu przechodniosci niech x <y i y < z. Pierwsza nierow-
nos¢ znaczy y € B,, skad y U B, € B,, wobec spojnosci pierwszego z tych zbiorow.
Druga nierowno$¢ znaczy z € B,, skad z € B,, a wigc x < z.

Z dowiedzionej wczesniej otwartosci zbioréw A4, i B, wnioskujemy teraz, ze
topologia na X zawiera topologi¢ wyznaczong przez okreslone przez nas upo-
rzadkowanie <.

porzadkuje (w sposob ostry)

DostalisSmy w ten sposob

Twierdzenie 2 (Eilenberg, loco cit.). Jesli X jest przestrzeniq T, spojng
i takq, ze przekgtna rozspaja jej kwadrat X x X, to jest doktadnie jedno rozbicie
dopetnienia przekqtni na zbiory otwarte, a topologia przestrzeni X jest topologiq
zawierajqcg topologie porzqdkowq wyznaczong warunkiem (13) przez wspomnia-
ne rozbicie.

Wobec rownorzednej (wobec inwolucji ¢) roli zbiorow G i H innym uporzad-
kowaniem moze by¢ jeszcze uporzadkowanie przeciwne do okreslonego.

Nie uzyskali$my porzadkowalnos$ci przestrzeni. Nie zawsze jest to mozliwe,
a przyktadem jest topologia ggstoSciowa prostej. Innymi przyktadami sa wspo-
mniane wczesniej wykresy (spojne) pochodnych (nieciggtych), w szczegolnosci
z osobliwosciami typu Pompeiu.

Ale sg przypadki, kiedy topologia zawierajaca topologie porzadkowa spdjna
jest po prostu topologia porzadkows. Jest tak na przyktad, kiedy topologia majo-
ryzujaca jest zwarta (spdjnos¢ nie gra tu zadnej roli). Innym przypadkiem jest
lokalna spojnos¢ topologii spdjnej majoryzujacej, co omowilismy w Wyktadzie 11
(Eilenberg, Grudzinski), w czg¢sci dotyczacej lokalnej spdjnosci. Odnotujmy
wiec jako wniosek

Twierdzenie Eilenberga. Przestrzen spojna, lokalnie spojna i klasy T,
ktorej kwadrat jest rozspajany przez przekgtniq, jest porzgdkowalna.



Dla zilustrowania geometrycznego znaczenia twierdzenia wyjdzmy od
spostrzezenia, ze triod (oznaczany dalej przez T), tj. figura w ksztalcie litery
T, nie jest porzadkowalna (ma punkt rozgalezienia, ktoérego otoczenia, jesli sa
dostatecznie male, maja brzegi co najmniej troéjpunktowe, podczas gdy punkty
przestrzeni uporzadkowanych maja dowolnie male otoczenia o brzegach co naj-
wyzej dwupunktowych). Z twierdzenia Eilenberga wnosimy, ze przekatnia
nie rozspaja produktu 7 x 7. Dowod bezposredni (geometryczny) tego faktu jest
ktopotliwy.
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Wyklad V. Kontinua

* Kontinua— okreslenie * Kontinua nieprzywiedIne * Twierdzenie Moore’a o punktach nie-
rozspajajacych * Pewna charakteryzacja topologiczna zbioru Cantora * Charakteryzacja to-
pologiczna odcinka * O charakteryzacjach topologicznych okregu * Odwzorowania otwarte
odcinka * Punkty rozgalezienia * Lemat Janiszewskiego * Twierdzenie Sierpinskiego

Kontinua — okres$lenie

Przestrzenie zwarte i spojne nazywane s3 kontinuami. Poza jednopunk-
towymi®’, najprostszymi kontinuami jest odcinek prostej rzeczywistej i odcinki
uogdlnione, tj. zbiory z topologiami wyznaczonymi przez uporzadkowania ciagte
1 majace elementy skrajne. Juz wérdd tych kontinudw — jesli nie sa metryczne
— moga powsta¢ zagadnienia nie do rozstrzygnigcia Srodkami ZFC (np. hipoteza
Suslina; por. Wyktad II).

Suma dwu kontinuéw majacych
punkt wspolny jest kontinuum. Produkt
skonczenie wielu, a takze ilukolwiek
kontinuéw jest kontinuum®. Zatem

kontinuami sg grafy takie jak triod
0 na rys. 28, oraz kostki euklidesowe,
wielosciany spojne, kostka Hilberta
1 — ogoblniej — kostki Tichonowa.
Innym zZrodtem nowych kontinuéw sag przekroje ciggdéw zstepujacych,

(14) OGO .,

znanych wczesniej kontinuéow (klasy 75); por. twierdzenie 9 Wyktadu 1I. Wycho-
dzac nawet z bardzo prostych kontinuow C,.

Jak osobliwy moze by¢ przekroj ciagu zstgpujacego juz bardzo prostych konti-
nuow na plaszczyznie, z ktorych kazde jest homeomorficzne z kwadratem ptaskim,
pokazuje przyktad kontinuum Janiszewskiego—Knastera (dokladniej omo-
wione w wyktadzie o kontinuach nierozktadalnych), ktorego opisem niech bedzie na
razie rys. 29.

Rys. 28. Triod i bardzo proste kontinuum ptaskie

7 Nie warto mysle¢ o kontinuach pustych: role obiektu zerowego odgrywa kontinuum jed-
nopunktowe.
% Kazda z tych operacji zachowuje zaréwno spojnos¢ (por. Wykiad II), jak i zwarto$¢.



Teoria kontinuéow (jesli mozna ja tak
nazwaé, bo przypomina raczej zbior faktow)
skupia si¢ na dwu biegunach: kontinuach
o budowie prawidlowej (odcinki, dendryty
i, ogodlniej, kontinua lokalnie spdjne) i o
budowie geometrycznie osobliwej (kontinua
nierozktadalne). Istnieje wyrazny podziat na
zagadnienia dotyczace kontinuéw metrycz-
nych i niemetrycznych.

Kontinua nieprzywiedlne
Rys. 29. Kontinuum Janiszewskiego—

Kontinuum X nazywane jest nieprzywiedl-  Knastera (trzecie przyblizenie).

nym miedzy punktami a i b, jesli nie zawiera

kontinuum mniejszego — wtasciwego — taczacego te punkty. Odcinki uogdl-
nione, w szczegolnosci odcinki prostej rzeczywistej, sa nieprzywiedlne migdzy
swoimi koncami. Sinusoida zaggszczona jest kontinuum nieprzywiedlnym mie-
dzy punktem koncowym a dowolnym punktem na odcinku zageszczenia. Konti-
nuum Janiszewskiego—Knastera jest nieprzywiedlne miedzy kazdym punktem
lezacym na brzegu jakiejkolwiek ze wsteg wystepujacych w konstrukeji (por.
rysunek) a dowolnym punktem nielezagcym na zadnym takim brzegu; w istocie,
jest wiecej tego rodzajow par punktéw (bedzie o tym mowa w rozdziale o konti-
nuach nierozktadalnych, Wyktad 1X).

Twierdzenie'®. Kontinuum klasy T, zawiera wraz z kazdymi dwoma punk-
tami kontinuum nieprzywiedlne miedzy tymi punktami.

Dowod. Niech X bedzie kontinuum 7,. Niech a i b beda punktami tego
kontinuum. Wezmy pod uwagg kontinua C zawarte w X takie, zea € Cib € C.
Rozwazmy tancuch!®® maksymalny w zbiorze wspomnianych wyzej kontinu6w
(w ich uporzadkowaniu czesciowym przez inkluzje). Przekroj tego tancucha jest
— wobec twierdzenia 9 z Wyktadu 11 — kontinuum. Jest to kontinuum nieprzy-
wiedlne migdzy a i b.

Zastuguje na przypomnienie dawny dowod Mazurkiewicza (1910), ktory przedstawimy
na przyktadzie mozliwie prostym, jakim jest kwadrat ptaski K, por. rys. 30, i dwa w nim punkty
A 1 B bedace jego przeciwleglymi narozami. Jednym z kontinuéw nieprzywiedlnych taczacych
w tym kwadracie 4 i B jest przekatnia 4AB. Ale postgpowanie prowadzace do istnienia kontinuéw

% L. Zoretti, 1909.

190 Twierdzenie pochodzi z prac Z. Janiszewskiego i S. Mazurkiewicza publikowanych w
latach 1910—1912. Jest w Tezie Z. Janiszewskiego: Sur les continus irreductible entre deux
points. ,Journal de ’Ecole Polytechnique” 16 (1912), s. 79—170 (wczesniej w Gauthiere-Vil-
lars 1911) i w pracy S. Mazurkiewicza: Sur la theorie des ensembles. CR Paris 151 (1910), s.
251—258. U podstaw wspodiczesnego dowodu lezy lemat Kuratowskiego—Zorna. W dawniej-
szych dowodach przeprowadzanych dla kontinuéw metrycznych uzywana byta zasada indukcyjna
Brouwera (por. Kérekjarto, s. 43) albo wprost indukcja z pewnikiem wyboru.

101 ¥ ancuch w znaczeniu takim, w jakim uzywa si¢ tego terminu w lemacie Kuratowskiego—Zorna.
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nieprzywiedlnych jest niejednoznaczne [moze, zaleznie od biegu indukcji, wyznacza¢ rozmaite
kontinua nieprzywiedlne od 4 do B].

Podzielmy kwadrat na p? rownych kwadratéw, por. rys. 30, i ponumerujmy je liczbami 1, 2,...,
p?> wedtug wlasnego wyboru. Usuwamy wnetrze kwadratu o numerze 1, jesli pozostato$¢ jest nadal
kontinuum taczacym A4 i B. Usuwamy wnetrze kwadratu o numerze 2, jesli nowa pozostatos¢ jest
nadal kontinuum taczacym A4 i B. Kontynujemy post¢gpowanie. Dostajemy ciag zstepujacy kontinu-
ow taczacych 4 1 B. Odnotujmy kontinuum X,,, ostatnie (najmniejsze).

B B
9 1 5 4 7
3 6 7 5 9
8 3 8 2 3
A A

Rys. 30. Kontinuum K, przy dwu réznych numeracjach i odpo-
wiadajace im kontinua nieprzywiedlne migdzy A i B

Wezmy liczbe ¢ wiekszg niz p. Podzielmy kwadrat K na ¢? rownych kwadratéw. Zal6zmy,
ze ¢ jest liczba pierwsza, podobnie jak liczby, ktore pojawia si¢ pozniej jako liczby podziatu
boku kwadratu K; uzasadnienie tego rodzaju zatozenia nastapi pdézniej. Ponumerujmy te
kwadraty liczbami 1, 2,..., ¢>. Usunmy z K, punkty z wnetrza kwadratu o numerze 1, je$li
pozostatos¢ jest nadal kontinuum taczacym punkty 4 i B. Usunmy z tej pozostatosci punk-
ty wnetrza kwadratu o numerze 2, je$li pozostalo$¢ jest nadal kontinuum taczacym 4 i B.
Postepujac tak dalej, po ¢» krokach, pozostaje nam kontinuum, nazwijmy je K,,, zawarte w K,,,
taczace punkty 4 i B.

Postepujac jak dotad, dostajemy dla liczb pierwszych p < g <r < ... ciag zstgpujacy K, D
K,, > K,, > ... podkontinuéw kwadratu K taczacych punkty 4 i B. Przekrdj tych kontindow jest
zapowiedzianym kontinuum nieprzywiedlnym.

1. Usuwanie wnetrz kwadratéw nie wyklucza, ze na liniach podziatu mogg pozostaé punkty
spoza K. Beda one usuni¢te w nastegpnym kroku, jesli w liczbie odcinkéw podziatu boku kwa-
dratu pojawi si¢ czynnik pierwszy dotad niewystepujacy. Dlatego za liczby p, ¢, r,... najlepiej
przyja¢ od razu pelny (rosnacy) ciag liczb pierwszych.

2. Na kazdym kroku konstrucji dokonujemy arbitralnej numeracji kwadratéw podziatu. Na
rys. 30 pokazujemy dla p = 3 rezultat K5 przy réznych numeracjach, co ilustruje role swobod-
nych wyboréow w tej nieefektywnej konstrukcji nazywanej indukcjq z pewnikiem wyboru.

Twierdzenie Moore’a o punktach nierozspajajacych

Niech punkt x rozspaja kontinuum X. Mamy wtedy rozpad (zbioru X — {x})
zbioru X — {x} na dwa zbiory domknig¢to-otwarte w X — {x}: sa to zbiory otwarte
w X, jesli X jest 7.

Ustalmy punkt ¢ w kontinuum X.

Jesli x, x = a, jest punktem rozspajajacym kontinuum X i X — {x} = U U
V" jest rozpadem, to ten spos$rod zbiorow U i V, do ktorego punkt a nie nalezy,
nazywany bedzie odgafezieniem w punkcie x (poza punktem a), wyznaczonym
przez dany rozpad.



Z twierdzenia Knastera—Kuratowskiego o rozspajaniu przez zbiory
spojne (por. Wyklad 11I) wynika, ze zbiory {x}U Ui {x} U V sq kontinuami.

Lemat o odgatg¢zieniach: Niech x i x' bedg roznymi od siebie punktami
kontinuum X klasy T,. Jesli V jest odgatezieniem w punkcie x i V' jest odgatezie-
niem w punkcie x' (oba poza punktem a, co implikuje m.in. a € V'ia & V'), to

XeV=xgVi{xtuvrcy,

xeV=x'¢Viixpulc/h.

.nm%’
X!
Rys. 31. Odgatezienia poza punktem a

Dowod (pierwszej implikacji; druga nie wymaga dowodu ze wzgledu
na symetri¢ zalozen). Przypusémy, ze x € V'. Zbiér {x} U V' U {x'} U V' jest
domknigety jako suma dwu zbioré6w domknietych. Zbior ten jest otwarty, bo jest
rowny V U V. Jest niepusty i jest rozny od calosci (punkt a nie nalezy do V' U
V"). Sprzeczno$¢ ze spojnoscia przestrzeni X.

Mamy wigc x € V. Kontinuum {x'} U V' jest wigc zawarte w X — {x}, a majac
punkt x’ w zbiorze V' domknigto-otwartym w X — {x}, musi by¢ zawarte w V.

Formalnie, odgalezienia V' (poza ustalonym punktem a) nalezy traktowac
jako pary {x, V}, gdzie V jest zbiorem otwartym w X — {x} i a ¢ V. Z lematu
o odgalezieniach wynika, ze relacja {x', V'} < {x, V} polegajaca na zawieraniu
{x"} U V" C V porzadkuje cz¢sciowo zbidr rozgatezien.

Niech £ bedzie tancuchem w zbiorze odgatezien (poza ustalonym punktem).

Przekroj N{ {x} UV : V € L} jest zbiorem niepustym jako przekroj tancucha
zbiorow (niepustych) domknietych (wlasnos¢ 7)) w przestrzeni zwartej. Ale rowniez

Przekroj N L jest niepusty.

Jest to oczywiste, jesli w L jest element ostatni. Jesli nie ma takiego elemen-
tu, to przekro] N L jest rowny przekrojowi kontinuow {x} U V, V € L, bo dla
kazdego elementu V tancucha £ istnieje inny element V'’ tancucha £ taki, ze {x'}
urcr

Jesli L jest tancuchem maksymalnym w zbiorze odgalezien (poza ustalonym
punktem), to zaden punkt zbioru N L nie rozspaja kontinuum.

Dowoad. Niech z € N L. Jesliby punkt z rozspajat kontinuum, to biorac jakie-
kolwiek odgatezienie W w punkcie z (poza ustalonym punktem) mieliby$my, na
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mocy lematu o odgatezieniach, {z} U W C V dla wszelkich V z tancucha L,
wbrew maksymalnos$ci tancucha.

Na mocy lematu Kuratowskiego—Zorna tancuchy maksymalne w zbiorze
odgatezien (poza ustalonym punktem) istniejg. Stad, wobec ostatniego z dowie-
dzionych twierdzen i niepustosci przekrojow tancuchéw zbioréw domknietych
niepustych w przestrzeniach zwartych, dostajemy

Twierdzenie. Kontinuum klasy T, ma w kazdym odgatezieniu punkty nie-
rozspajajgce.

W konkluzji — nieco upraszczajac — dostajemy jedno z najbardziej pod-
stawowych twierdzen w teorii kontinuow:

Twierdzenie Moore’a'??

dwa punkty nierozspajajqce.

. Kontinuum wielopunktowe T, ma co najmniej

Dowoéd. Niech X bedzie kontinuum wielopunktowym 7;. Niech a € X. Jesli
a nie rozspaja, to biorac jakikolwiek punkt x rozspajajacy (jesli takiego punktu a
nie ma, to nie ma czego dowodzi¢) i odgatezienie, poza a, w punkcie x, stwierdza-
my, na mocy ostatniego wniosku, istnienie w tym odgaltezieniu drugiego punktu
nierozspajajacego.

Jesli a rozspaja, to wezmy dowolny rozpad X — {a} = U U V w punkcie a.
Niech b bedzie dowolnym punktem w zbiorze U. Wtedy V jest odgatgzieniem
w punkcie a poza b. Na mocy ostatniego wniosku, w zbiorze V istnieje punkt
nierozspajajacy. Drugi, na tej samej zasadzie, istnieje w zbiorze U.

Odcinki uogdlnione, wérod nich odcinek prostej rzeczywistej, sa kontinuami
majacymi doktadnie dwa punkty nierozspajajace: wszystkie punkty, z wyjatkiem
skrajnych, rozspajaja.

Eilenberg (1934) dowidodt (dla kontinuéw metrycznych) twierdzenia bardziej szczegotowego:
jesli kontinuum (metryczne) przedstawi¢ w postaci sumy zbiorow spojnych, to istniejqg wsrod tych

zbioréw dwa takie, zZe jesli zsumowac wszystkie zbiory, z wyjqtkiem ktoregokolwiek z tych dwu, to

dostanie si¢ zbiér spéjny'®.

Pewna charakteryzacja topologiczna zbioru Cantora

Podzbidr otwarty niepusty zbioru Cantora jest badz homeomorficzny ze
zbiorem Cantora, jesli jest zwarty, badz homeomorficzny ze zbiorem Cantora
pozbawionym punktu, jesli nie jest zwarty. Nietrudny dowod pomijamy. Stwier-
dzenie to mozna wypowiedzie¢ w skrdcie tak: zbior Cantora ma z doktadnoscig
do homeomorfizmu dwa zbiory otwarte niepuste. Inaczej: sa doktadnie dwa typy
topologiczne wsrod zbiordw otwartych niepustych zbioru Cantora.

12 R.L. Moore: Concerning simple continuous curves. Trans. Amer. Math. Soc. 21 (1920),
s. 333—347 (przypadek kontinuéw metrycznych); A.D. Wallace: Monotone transformations.
Duke Math. J. 9 (1942), s. 487—506.

135S, Eilenberg: Sur les decompositions des continus en ensembles connexes. Fund. Math.
22 (1934), s. 297—302.



Okazuje si¢, z2 — G. Gruenhage i A.-H. Schoenfeld (1975) — nie ma
wsrod przestrzeni zwartych metrycznych, poza przestrzeniq dwupunktowq i zbio-
rem Cantora, innych o tej wlasnosci'®.

Oto szkic prowadzacego do tej konkluzji rozumowania.

Niech X bedzie przestrzenig zwarta metryczng majaca wiecej niz dwa punkty
1 majacag z doktadnoscig do homeomorfizmu dwa zbiory otwarte niepuste.

Z tego, ze X ma wigcej niz dwa punkty, wnioskujemy, ze ma ich nieskonczenie
wiele. Jako przestrzen zwarta musi mie¢ zatem punkty skupienia. Zawiera wigc
zbiory otwarte niezwarte (powstate po usungciu jednego punktu skupienia).
Skoro sa tylko dwa typy topologiczne, a jeden ze zbiorow otwartych — zbior X
— jest zwarty, to wszystkie zbiory otwarte niezwarte sg ze sobg homeomorficzne.
Wszystkie pozostate zbiory otwarte sg zwarte i s3 homeomorficzne z przestrzenia
X. A oto, nietrudne do stwierdzenia, dalsze wlasnoS$ci:

(15) X nie ma punktow izolowanych,
(16) X zawiera zbiory otwarte niespojne.

Wynika to z warunku 7, z uwagi na to, ze zbidor X ma nieskonczenie wiele
punktow. Zatem,

(17) wszystkie zbiory otwarte niezwarte sq niespojne
(18) X nie jest spdjne.

Jesli bytoby spojne, to jako kontinuum miatoby, na mocy twierdzenia Moore’a,
punkt nierozspajajacy. Usuwajac ten punkt, dostalibysmy zbior spojny. Tymcza-
sem jako zbior otwarty (usuniety punkt nie jest izolowany (15) ten zbior jest
niespojny (17). Sprzeczno$é.

(19) X jest catkowicie niespojne.

Dla dowodu zauwazmy, ze skladowe przestrzeni X nie moga by¢ d.-o, bo
jako d.-o. bytyby homeomorficzne z niespojng — na mocy (18) — przestrzenia
X. Zatem dopelnienia sktadowych przestrzeni X sa homeomorficzne — wobec
(17) — z dopetnieniami punktow (ktore nie sa izolowane) wobec (15).

W dopetnieniu kazdej sktadowej — ktora jest quasi-sktadowa, bo przestrzen
X jest zwarta T, — kazdy punkt ma otoczenie domknigto-otwarte w X — a wiec
zwarte — rozlaczne z rozwazang sktadows. Stad, w dopetnieniu kazdego punktu,
kazdy inny punkt mozna od niego odzieli¢ otoczeniem domknigto-otwartym w X.
To dowodzi catkowitej niespojnosci przestrzeni X.

Wobec (15) 1 (19), przestrzen X jest homeomorficzna ze zbiorem Cantora na
mocy znanego twierdzenia charakteryzujgcego zbior Cantora wsrdd przestrzeni
metrycznych zwartych!®.

194 A H. Schoenfeld, G. Gruenhage: An alternate characterization of the Cantor set. Proc.
Amer. Math. Soc. 53 (1975), s. 235—236.
195 Por. przyp. na s. 32.
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Na ten temat por. rowniez pracg¢ autora (1978) po§wigcona przestrzeniom zwartym 75 (nieko-
niecznie metrycznym), majacym dwa zbiory otwarte i niewyjasnionym dotad zwiazkom z hipoteza
Suslina!®, Dalsze rozwinigcie tych problemoéw mozna znalez¢ w pracy P. Nordena, S.P. Purisha
i M. Rajagopalana (1996)"%, ktorej autorzy rozwazaja rowniez problem przestrzeni o jednym
zbiorze otwartym.

Charakteryzacja topologiczna odcinka

Niech X bedzie kontinuum 7). Ustalmy punkt ¢ w kontinuum X. Wyznaczamy
tym samym uporzadkowanie cz¢$ciowe zbioru S punktéw rozspajajacych konti-
nuum X: jesli x i x' sg roznymi od siebie punktami zbioru S — {a}, to przyjmujemy
x <, x', jesli istniejg odgalezienia (poza a), V punktu x i V' punktu x' takie, ze
Xrurcr

Sprawdzenie, ze jest to rzeczywiscie uporzadkowanie cze$ciowe, polega na
nietrudnym zastosowaniu lematu o odgatezieniach.

Odnotujmy, ze

Zbiory P, = {y € S : x <, y} sq zbiorami otwartymi topologii zbioru S dzie-
dziczonej z X. Wynika to stad, ze zbiory te sg rowne sumie zbioréw S N V, gdzie
V' sa odgatezieniami w punkcie x (poza a), ktore sa otwarte w X.

Mowi sig, ze punkt x rozspaja kontinuum X miedzy punktami a i b, jesli
istnieje rozpad X — {x} = U U V' taki, ze a € Ui b € V. Precyzuje to pojecie
rozspajania: jesli punkt rozspaja, to rozspaja miedzy pewnymi punktami; zbior
S(a, b) punktow rozspajajacych migdzy a i b jest zawarty w zbiorze S wszystkich
punktoéw rozspajajacych.

Lemat. Niech a i b bedq punktami kontinuum X klasy T,. Zbior S(a, b) jest
tancuchem w zbiorze S uporzqdkowanym nierownosciami <, i lancuchem w
zbiorze S uporzgdkowanym nierownosciami <,. Jest x <, x' < x' <, x. Topologia
uporzqgdkowania <, zbioru S(a, b) jest zawarta w topologii dziedziczonej z X.

Dowod. Niech x i x" beda dwoma punktami zbioru S(a, b). Istniejg rozpady
X-—{x}=UUViX—{x'} =U"UV" gdzie a nalezy do Ui U' oraz b nalezy do V'
i V'. Poniewaz VN V'= @, a wigc jest {x} UV C V'lub {x'} U V' C V (na mocy
lematu o odgat¢zieniach) zaleznie od tego, czy x € V', czy x' € V.

Jest wiec x <, x" lub x' <, x.

Uporzadkowanie <, jest przeciwne do <,. Istotnie, jesli x <, x, gdzie x i x’
nalezg do S(a, b) (sa wiec rozne takze od b), to istniejg rozpady X — {x} =U U V
1X— {x'} = U'"U V'takie, ze a nalezy do Ui U’, bnalezy do Vi V' oraz {x'} U V'
C V. Po przejsciu do dopelnien dostajemy {x} U U C U’, co znaczy, ze x' <, x.

Zbiory M, = {x" € S(a, b) : x' <, x} i1 N, = {x" € S(a, b) : y<, x'} sg, na mocy
stwierdzenia, otwarte w topologii zbioru S(a, b) dziedziczonej z X, bo M, = S(a, b)

196 J. Mioduszewski: Compact Hausdorff spaces with two open sets. Coll. Math. 39 (1978),
s. 35—40.

7P, Norden, S.P. Purish, M. Rajagopalan: Compact spoaces of diversity two. Topology
and its Appl. 70 (1996), s. 2—24.



NP iN,=8(@a, b)NQ, gdzie P, ={x"€S:x'<,x}10,={x"€S:x"<,y}.

Poniewaz zbiory M, i N,, gdzie x 1y przebiegaja zbior S(a, b), generuja topo-
logi¢ uporzadkowania <, zbioru S(a, b), wigc topologia ta zawiera si¢ w topologii
dziedziczonej z X.

Uporzadkowanie zbioru S(a, b) rozszerzamy do uporzadkowania zbioru S(a, b)
U {a, b}, przyjmujac a < x < b dla wszelkich x ze zbioru S(a, b).

Topologia uporzadkowania <, zbioru S(a, b) jest na ogot mniejsza niz topo-
logia dziedziczona z X.

Niech X bedzie kontinuum, ktore sktada si¢ z: punktéw sinusoidy zaggszczonej
lezacej w potptaszczyznie x > 0, punktéw odcinka [—1, 1] osi y—6w i odcinka
[-1, 0] osi x-6w. Niech a = (-1, 0) i niech b bedzie najbardziej na prawo potozonym
punktem sinusoidy, rys. 32. Do zbioru S(a, b) naleza wszystkie punkty kontinuum
X, z wyjatkiem punktow (0, y), gdzie y
= 0, oraz punktéw a i b. Topologia upo- !
rzadkowania zbioru S(a, b) jest taka, jak !
topologia przedziatu na prostej, bo upo- !
rzadkowanie to jest ciggle. Zbiory bedagce @ ’
przekrojami ze zbiorem S(a, b) krazkow
otwartych o srodku (0, 0) i o promieniu
mniejszym niz 1 sg otwarte w topologii
dziedziczonej z X, nie bedac otwartymi Rys. 32. Topologia uporzadkowania zbioru
w topologii uporzadkowania <,. S(a, b) jest topologia przedziatu (a, b)

l

Lemat. Jesli wszystkie punkty, z wyjatkiem dwu punktow a, b, rozspajajg
kontinuum X klasy Ty, to kazdy z punktow x rozny od a i b rozspaja kontinuum X
miedzy a i b, co znaczy, ze X = S(a, b) U {a, b}.

Dowdd. Jeslix jestrézne od ai b, to X — {x} = U U V, gdzie Ui V sg otwarte,
niepuste i roztaczne. Na mocy wniosku z lematu o odgate¢zieniach, w kazdym ze
zbioréw U i V sg punkty, ktére nie rozspajaja kontinuum X.

Poniewaz a i b sa takimi punktami, wigc jeden z tych punktow nalezy do U,
a drugi do ¥, co znaczy, ze x rozspaja miedzy a i b.

Twierdzenie. Jesli wszystkie punkty, z wyjqgtkiem dwu punktow a i b, roz-
spajajg kontinuum X klasy T,, to topologia kontinuum X jest wyznaczona przez
uporzgdkowanie; tym uporzqdkowaniem jest uporzqdkowanie <, zbioru S(a, b)
U {a, b}, ktory jest w topologii tego uporzqdkowania kontinuum X; kontinuum X
jest odcinkiem (uogdlnionym) o koncach a i b.

D o w 6 d. Topologia uporzadkowania <, zbioru X = S(a, b) U {a, b} jest
zawarta w topologii kontinuum X. Ale topologia uporzadkowania jest 7,, a topo-
logia kontinuum zwarta, zatem minimalna wsrdd topologii 7, na tym kontinuum.
Stad obie topologie sg réwne.

Innym uporzadkowaniem wyznaczajacym topologie kontinuum X jest uporzadko-
wanie przeciwne. Innego juz nie ma (por. twierdzenie Eilenberga, por. Wykiad IV).
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7 dowiedzionego twierdzenia wnioskujemy'®®, ze kontinuum klasy T, jest

odcinkiem uogolnionym, jesli jest rozspajane przez wszystkie punkty, z wyjgtkiem
dwu, a wiec klasyczne.

Twierdzenie Moore’a (1920)'%”. Jesli kontinuum klasy T, osrodkowe jest
rozspajane przez wszystkie punkty, z wyjgtkiem dwu, to jest homeomorficzne
z odcinkiem liczb rzeczywistych.

Dowdd. Niech X bedzie kontinuum o$rodkowym klasy 7; rozspajanym
przez wszystkie punkty, z wyjatkiem dwu. Na mocy poprzedniego twierdze-
nia, topologia kontinuum X wyznaczona jest przez uporzadkowanie. Wobec
osrodkowosci, X zawiera zbidr D, gesty 1 przeliczalny. Zbior D dziedziczy
z X uporzagdkowanie geste, ktore, na mocy twierdzenia znanego Cantorowi
(por. Wykiad I), jest izomorficzne z uporzadkowaniem zbioru liczb wymiernych
na odcinku liczb rzeczywistych. Istniejacy izomorfizm przedtuza si¢ (twierdzenie
Cantora, Wyktad I) do izomorfizmu uporzadkowania kontinuum X z uporzadkowa-
niem odcinka. Jest to zapowiedziany homeomorfizm kontinuum X na odcinek.

Charakteryzacje topologiczne odcinka maja swa histori¢. Charakteryzacja Moore’a jest

najbardziej znana; w Topologie Il Kuratowskiego, s. 119, przypomniane sg charakteryzacje
Lennesa (1911), Sierpinskiego (1916) i Straszewicza (1918).

O charakteryzacjach topologicznych okreggu
Punkt nie rozspaja okregu. Natomiast kazda para punktow rozspaja okrag.

Twierdzenie (R.L. Moore: Concerning simple..., loco cit.). Kontinuum osrodko-
we T rozspajane przez kazdy zbior dwupunktowy jest homeomorficzne z okrggiem.

Dowod (por. Hall i Spencer, s. 172). Niech X bedzie kontinuum spelniajagcym
zalozenia. Zauwazmy najpierw, ze

(20) kontinuum X nie jest rozspajane przez punkty.

Istotnie, gdyby punkt a rozspajat X, to po jego usunig¢ciu pozostatos¢ rozpadia-
by si¢ na dwa zbiory otwarte U 1 ¥, ktére po dodaniu do nich tego punktu statyby
si¢ kontinuami. W kazdym z tych kontinuéw jest, oprécz ewentualnie punktu a,
jeszcze jeden punkt nierozspajajacy. Dostajemy w ten sposéb pare punktow, ktora
nie rozspaja X. Sprzecznosc¢.

Niech teraz x 1 y beda dwoma dowolnymi punktami kontinuum X. Wobec
zalozonej wlasnosci kontinuum, po ich usunieciu pozostatos$¢ rozpada si¢ na dwa
zbiory U1 V otwarte i niepuste.

Jeden ze zbiorow, U U {x, 3} lub V' U {x, y}, jest kontinuum (por. Wykiad
1V, koncowa uwaga na s. 56). Zauwazmy zatem, ze skoro jeden ze zbiordw jest
kontinuum, to musi nim by¢ i drugi, bo inaczej usunigcie z X jednego z punktow
x lub y rozspoitoby kontinuum X. Sprzecznos¢ z (20).

108 Zob. D. Wallace: Monotone transformations..., przypis 103.
19 R.L. Moore: Concernig simple..., przypis 103.



Mamy zatem X = 4 U B, gdzie 4 1 B s3 kontinuami dajacymi w przekroju
parg {x, y}.

Co najmniej jedno z kontinuuéw, 4 lub B, jest tukiem. Inaczej, kazde z nich
mialoby, poza {x, y}, punkty nierozspajajace. Para tych punktdéw nie rozspajalaby
kontinuum X. Sprzecznos¢.

Ale skoro jedno z kontinudw jest tukiem, musi by¢ tukiem i drugie, bo gdyby
nie, to bylby na tym drugim punkt nierozspajacy, rézny od x i y. Biorgc jakikol-
wiek rozny od tych punktéw punkt na kontinuum, ktére jest tukiem, dostaliby$my
pare punktow nierozspajajacych kontinuum X. Ta uwaga konczy dowod.

Nastepujaca charakteryzacja okrggu pochodzi z prac J.R. Kline’a (1924) i R.L. Wildera
(1931)M°,

Jesli kontinuum metryczne wielopunktowe nie jest rozspajane przez zaden podzbior spojny, to
jest homeomorficzne z okregiem.

Kuratowski (1924) dowiddt, ze jesli w kontinuum metrycznym wielopunktowym po usu-

nigciu jakiegokolwiek podkontinuum pozostaje ono semikontinuum, to jest ono homeomorficzne

z okregiem™.

Bing (1948) ostabit zatozenia Kuratowskiego, zaktadajac jedynie, ze i kontinuum ma nie
by¢ rozspajane przez zadne podkontinuum i po usunigciu jakiegokolwiek punktu ma pozostaé
semikontinuum!2.,

Odwzorowania otwarte odcinka

Podamy jeszcze jeden przyklad zastosowania twierdzenia Moore’a.

Odwzorowanie ciggle /' : X — Y nazywane jest odwzorowaniem otwartym,
jesli przeksztatca zbiory otwarte na otwarte, tj. otwarto$¢ zbioru U w X implikuje
otwartos¢ jego obrazu f(U) w Y.

Twierdzenie. Obraz otwarty odcinka jest odcinkiem, jesli jest klasy T.

W dowodzie bedziemy korzystaé z nastgpujgcego lematu o odwzorowaniach
otwartych.

Lemat'. Jesli f jest odwzorowaniem cigglym przestrzeni zwartej o wiasno-
sci T, i obraz zbioru otwartego U jest otwarty, to brzeg obrazu tego zbioru jest
zawarty w obrazie jego brzegu', of(U) € f(0U).

10" JR. Kline: Closed connected sets which remain connected upon removal of certain con-
nected subsets. Fund. Math. 5 (1924), s. 3—10; R.L. Wilder: Concerning simple closed curves
and related point sets. Amer. J. Math. 53 (1931), s. 39—55.

I C. Kuratowski: Contribution a I’étude de continus de Jordan. Fund. Math. 5 (1924),
s. 112—122. Przez semikontinuum rozumiemy zbidr, w ktérym kazde dwa punkty w tej pozostato-
$ci daja si¢ w niej polaczy¢ za pomoca kontinuum.

12 R.H. Bing: Some characterizations of arcs and simple closed curves. American Journal of
Mathematics, 70 (1948), s. 497—506. Collected Papers, s. 597—606.

13 G.T. Whyburn: 4dnalytic Topology..., s. 184. Zamieszczone tu dowody powstaly z rozmédw z J.
Krzempkiem, ktory podat — jeszcze inny — dowdd twierdzenia bez korzystania z twierdzenia Moore’a.

4 W przeprowadzanym dowodzie symbolem 04 oznaczony jest brzeg zbioru 4, tj. przekrdj
domknigcia zbioru 4 z domknigciem jego dopetnienia. Jesli A jest zbiorem otwartym, to 04 jest
domknigciem zbioru 4 pomniejszonym o sam zbior A.

75



76

Dowdd. Niech f bedzie odwzorowaniem ciaglym przestrzeni zwartej X
w przestrzen Y o wiasnosci 7. Niech U bedzie otwarte w X i takie, ze f(U)
jest otwarte w Y. Niech y bedzie punktem brzegu obrazu f{(U) zbioru U. Wobec
otwartosci f(U), warto$¢ f(y) nie nalezy do f(U). Stad,

(@) U i przeciwobraz punktu y sg rozlgczne.

Poniewaz Y jest przestrzenia 7, wigc y jest jedynym punktem w przekroju
domkni¢¢ swych otoczen. W rezultacie jest przekrojem przeciwobrazéw tych
wszystkich otoczen. Ale kazde otoczenie W punktu y przecina f{U ), co znaczy, ze
U N f(W) jest niepuste dla kazdego wspomnianego W. Zatem, wobec zwartosci
X, wnosimy, ze

(b) przekroj domknigcia zbioru U z przeciwobrazem punktu y jest niepusty,

oflu) = flov)

S)

......................

: ‘ ' Jeu) = oftl)
v .U d

Rys. 33. Odwzorowania nieotwarte

Ze zwiazkow (a) 1 (b) wnioskujemy, ze brzeg zbioru U i przeciwobraz punktu
¥ przecinajg si¢, co znaczy, ze punkt y nalezy do obrazu brzegu zbioru U. Zatem
of(U) U f(oU), bo y byto wziete dowolnie w zbiorze of(U).

Dowodd twierdzenia. Niech f bedzie odwzorowaniem odcinka [0, 1] na
przestrzen Y (klasy 75). Niech a i b beda dwoma (r6znymi) punktami nierozspa-
jajacymi przestrzeni Y.

Sktadowe dopetnienia przeciwobrazow punktéw a i b przedziatami odcinka
[0, 1]. Niech wigc przedziat W bedzie sktadowa przeciwobrazu punktu a. Obraz
brzegu sktadowej W sktada si¢ z jednego punktu a. Zatem, na mocy lematu,
brzeg obrazu f(W) sktadowej W redukuje si¢ do punktu a. Poniewaz punkt a nie
rozspaja przestrzeni Y, wiec f(W) =Y — {a}. Zatem b nalezy do f(WV).

Dotyczy to dowolnej sktadowej W, skad, wobec ciagglosci f, wnosimy, ze skta-
dowych W jest skonczenie wiele, i ze przeciwobrazy punktow a i b sa skonczone
i przedzielajg si¢ nawzajem.

Wartoséci odwzorowania f'w koncach odcinka sa rowne badz a, badz b.

Istotnie, wezmy pod uwage koniec 0. Niech x* bedzie najblizszym temu
koficowi punktem z przeciwobrazow punktow a i b. Niech przy tym f(x*) = a.
Odcinek W = [0, x™) jest jedng ze wspomnianych sktadowych, a punkt x’ —
jednym z punktoéw przeciwobrazu punktu a. Obraz f(W) zbioru W jest otwarty.
Zatem, na mocy lematu, brzeg jego obrazu zawiera si¢ w obrazie brzegu zbioru
W, a wiec redukuje si¢ do wartosci f(x'), tj. do punktu a.



Stad, jak poprzednio, (W) =Y — {a'}. Zatem, na W musi si¢ znalez¢ punkt ¢,
dla ktorego f(#) = a. Tym punktem, wobec zatozen co do [0, x”’), moze by¢ jedynie
punkt 0.

Niech teraz ¢ bedzie punktem przestrzeni ¥ r6znym od a i b. Pokazemy, ze ¢
rozspaja Y. Istotnie, gdyby tak nie byto, to powtarzajac poprzednie rozumowanie
dla pary punktow nierozspajajacych ¢ i (na przyktad) a, mieliby$my ¢ rowne f{0)
lub £(1), a wigc rdwne a lub b. Sprzecznos¢.

Pokazalismy w ten sposob, ze poza a i b nie
ma innych punktéw nierozspajajacych. Stad, na
mocy twierdzenia Moore’a, kontinuum Y jest
homeomorficzne z odcinkiem.

Latwo jest teraz dopowiedzie¢, ze odwzoro-
wanie otwarte odcinka rzeczywistego na odcinek
jest kawatkami Scisle monotoniczne z rownymi
sobie maksimami i rownymi sobie minimami,
przyjmowanymi na koncach odcinkéw monoto-  Rys. 34. Odwzorowanie otwarte
nicznosci. odcinka.

Odwzorowania otwarte odcinka na odcinek
mozna zrealizowac jako wielomiany Czebyszewa:

W,(x) = cos(n arc cos x), n catkowite,

ktore przeksztatcaja odcinek [—1, 1] na siebie”.

Punkty rozgatg¢zienia

Niech X bedzie kontinuum 7;. Niech x € X.
Jesli istniejg wigcej niz dwa zbiory domknig-
to—otwarte roztaczne niepuste w X — {x}, to
zbiér X — {x} ma wigcej niz jeden rozpad;
punkt x nazywany jest wtedy punktem roz-
galezienia'>.

Punkty rozgalezienia sa raczej wyjatko- :
wymi w kontinuach. Rys. 35. Punkt rozgatezienia

Lemat. Jesli x, y i z sq punktami kontinuum X klasy T,, to istnieje nie wigcej
niz jeden punkt rozspajajgcy kontinuum X miedzy kazdymi dwoma punktami
trojki {x, y, z}, tj. nie wigcej niz jeden punkt t taki, ze X — {t} = UU V' U W, gdzie
U, Vi W sq otwarte i rozigczne orazx € U,y € Viz € W.

* Na temat odwzorowan otwartych por. tytut przegladowy: L.F. McAnley: Open mapping and
open problems. Top. Cont., Arizona State Univ., 1967.

115 Nie powinno si¢ myli¢ punktow rozgatezienia w sensie tu podanym z punktami rzgdu > 3,
ktore — na mocy okres$lenia — maja dowolnie mate otoczenia o brzegach majacych trzy punkty
lub wiece;j.
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D o w 6 d. Jesliby ¢ bylo jeszcze jednym tego rodzaju punktem, to nalezatoby
do jednego ze zbiordéw U, V'lub W. Jesliby ' € U, to ¢’ nie mogloby rozspaja¢ mig-
dzy y i z, bo punkty te nalezg do kontinuum V' U {¢} U W omijajacego punkt ¢’.

Twierdzenie. Moc zbioru punktow rozgatezienia kontinuum T, nie przekra-
cza jego stopnia osrodkowosci.

Dowod. Niech X bedzie kontinuum 7; i niech D bedzie jego podzbiorem
gestym. Niech a bedzie ustalonym punktem w zbiorze R punktéw rozgalezienia
kontinuum X. Kazdej parze {x, y} punktéw ze zbioru D przyporzadkujmy punkt
b w zbiorze R rozspajajacy miedzy kazda parg trojki {a, x, y}; jesli takiego punktu
nie ma, to przyporzadkujmy parze {x, y} punkt a. Poprawnos$¢ okreslenia tego
przyporzadkowania wynika z lematu. Kazdy punkt zbioru R przyporzadkowany
jest pewnej parze ze zbioru D; istotnie, jesli b € R, to X — {b} = U U VU W,
gdzie U, V1 W sa otwarte i niepuste; jesli a € U, to biorac w zbiorach V'i W po
jednym punkcie ze zbioru D, dostajemy pare, ktorej przyporzadkowany jest punkt
b. Widzimy wiec, ze moc R < moc (D x D) = moc D.

Wniosek. Jesli kontinuum klasy T, jest osrodkowe, to zbior jego punktow
rozgalezienia jest co najwyzej przeliczalny'.

Lemat Janiszewskiego

Po usunigciu punktu przestrzen spdjna moze staé si¢ dziedzicznie niespojna
(miotetka Knastera—Kuratowskiego), a nawet catkowicie niespojna (por. kon-
strukcje z Wyktadu IIT). Nie moze si¢ to zdarzyé w zakresie kontinuéw. Wynika
to bezposrednio z nastgpujacego twierdzenia, ktore bedzie miato, niezalezne od
tego, znaczenie dla dalszego ciagu wyktadow.

Lemat Janiszewskiego!’. Niech X bedzie kontinuum kiasy T,. Jesli U
jest podzbiorem otwartym niepustym kontinuum X, roznym od catosci, i A jest
sktadowq zbioru U, to jej domknigcie clA ma punkty poza U.

Bardziej obrazowe sformutowanie: w kontinuach sktadowe zbioréw otwartych
dochodzq do brzegu. Jest znana rowniez wersja lematu Janiszewskiego ze zbio-
rem domknigtym zamiast otwartego (por. Kuratowski: Topologie II, s. 112),
majaca podobne znaczenie.

Dowdd. Przypusémy, ze domknigcie sktadowej 4 zbioru U jest zawarte w U,
wtedy A jest domknigte w X. Kontinuum X, bedac klasy 75, jest przestrzenia
normalng. Niech V bedzie zbiorem otwartym zawierajacym A i zawartym wraz
ze swym domknigciem w U. Zbidr A4 jest zatem sktadowa domknigcia zbioru
V. Zbidr A4 jest wigc quasi-sktadowa domknigcia zbioru ¥, na mocy twierdzenia

116 Twierdzenia o przeliczalno$ci zbioru punktéw rozgatezienia mozna znalezé w Menger:
Kurventheorie, s. 164, a takze w G.T. Whyburna: Analytic Topology..., s. 61,1 w C. Kuratow-
ski: Topologie 11, 46, V1, s. 223.

17 7. Janiszewski: These. Paris 1911, s. 45; ,,Oeuvres choisies”, s. 77; Bull. Acad. Sc. Cra-
covie 12 (1912), s. 907; ,,Oeuvres choisies”, s. 133.



z Wykiadu III istnieje zatem podzbidr d.-o. W domknigcia zbioru ¥, ktory jest
zawarty w V (wynika to ze zwartosci zbioru X—V'i tego, ze quasi-sktadowa 4 jest
zawarta w V). Zbior W, jako domknigty w domknigciu zbioru V, jest domkniety
w X, a jako otwarty w domknieciu zbioru V i zawarty w V jest otwarty w V,
a wiec otwarty w X. Jest zatem zbiorem d.-o. w X, niepustym (bo zawierajacym
A) 1r6znym od catosci (bo zbior V, w ktorym jest zawarty, jest rézny od catosci).
Sprzecznos¢ ze spdjnoscia X.

Z lematu Janiszewskiego wynika, ze wsrod przestrzeni zwartych T, nie ma
przestrzeni dwuspojnych.

Istotnie, z Wykiadu 111, s. 58, wiemy, ze przestrzen dwuspojna nie zawiera pod-
zbioroéw spojnych wielopunktowych roztgcznych. Tymczasem w kazdym kontinu-
um wielopunktowym 7, tego rodzaju dwa podzbiory zawsze si¢ znajda: wystarczy
wzigé dwa zbiory U i V, otwarte, roztgczne, niepuste, i sktadowe tych zbiorow,
jedng zbioru U, drugg zbioru V. Na mocy lematu Janiszewskiego te sktadowe
dochodza do brzegow U i V; sa wiec wielopunktowe i, oczywiscie, roztaczne.

Lemat Janiszewskiego ma udziat w dowo-

dzie twierdzenia bedacego w paraleli do zna- K

nego z teorii miary twierdzenia Steinhausa, Nl ®
ktére w odniesieniu do zbiorow ptaskich glosi, 7
ze zbior roznic x — y miedzy punktami x i y @

niepusty'®, n

zbioru miary dodatniej zawiera zbior otwarty /‘ 7 * |z]=1

Twierdzenie (Kallman, Simmons,
1985). Zbior roznic miedzy punktami nielezg-
cego na jednej prostej kontinuum plaskiego
zawiera zbior otwarty niepusty'®.

Rys. 36. Zbiér K—K i segmenty
katowe w nim zawarte

W dowodzie skorzystamy z twierdzenia Levy’ego o cigciwach, ktore glosi,
ze jesli p i q sq punktami kontinuum plaskiego, to dla kazdej liczby r, 0 <r < 1,
istniejg punkty x i y tego kontinuum takie, zex —y=r(p —q) bgdzx —y=(1 —r)
(p — q); znaczy to istnienie dla tego kontinuum cigciw xy rownolegtych do cigciwy
pq, ktorej diugosé jest r-tq bgdz (1 — r)-tq diugosci cieciwy pq'®.

Redukcja dowodu. Niech K bedzie kontinuum plaskim nielezacym na
prostej. Zauwazmy, ze istnieje wtedy na kontinuum K punkt p i sktadowa zbioru

8 H. Steinhaus: Surles distances des points des ensembles de mesure positive. Fund. Math.

1 (1920), s. 99—104. Twierdzenie Steinhausa dotyczy zbiorow na prostej; na wyzsze wymiary
zostato przeniesione przez Hadwigera; H. Hadwiger: Erweiterung eines Theoremes von Stein-
haus—Rademacher. Comm. Helv. Mathem. 19 (1946), s. 236—239.

” R.R. Kallman, FW. Simmons: 4 theorem on planar contnua and an application to au-
tomorphisms of the field of complex numbers. Topology and Appl. 20 (1985), s. 251—255.

120 Przez cigciwe zbioru rozumiemy odcinek o koncach w tym zbiorze, B. Levy (1934).
Twierdzenie wraz z dowodem mozna znalez¢é w pracy L.A. Lusternika: Wypuklyje figury i mno-
gogranniki. Moskwa 1956; przytoczone jest przez autora w Wyktadach z topologii, Topologia
przestrzeni euklidesowych. Katowice 1994. Dowdd dla kontinuéw bedacych tukami, por. D. Rol-
fsen: Knots and links. Berkeley 1976, s. 16.
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K — {p}, ktora nie lezy na jednej prostej. Punkt p, na mocy lematu Janiszewskiego,
lezy w domknigciu tej sktadowej. To domkniecie jest kontinuum wielopunktowym
nielezacym na zadnej prostej. Oczywiscie, punkt p nie rozspaja tego kontinu-
ulel‘

Twierdzenia wystarczy wigc dowies¢ dla kontinuéw (ptaskich) nielezacych na
prostej 1 nierozspajanych chociazby przez jeden punkt.

Niech wigc K bedzie tego rodzaju kontinuum i niech p bedzie punktem tego
kontinuum, ktory go nie rozspaja. Przyjmijmy — co nie zmniejsza ogélnosci — ze
p=0.

Dowdd twierdzenia. Ustalmy g w zbiorze K — {0}. Dla kazdego r, 0 < r <
1, co najmniej jedna z liczb zespolonych rqg badz (r — 1)g jest jest rowna pewnej
roéznicy x — y, gdzie x i y naleza do K; znaczy to, ze na promieniu wychodzacym
z punktu p = 0 i przechodzacym przez g leza punkty zbioru K—K.

W rzeczywisto$ci tych punktéw jest znacznie wigcej. Na promieniu
przechodzacym przez punkt g jest caty przedzial punktéw ztozonych z elementow
zbioru k—K. Jest tak dlatego, bo zbidr punktéw rq nalezacych do K—XK takich,
76 O <2 < %, jest domkniety (co wynika ze zwartos$ci zbioru K—K). Dotyczy
to rowniez zbioru punktdéw rq, gdzi % < r < 1. Co najmniej jeden z tych zbio-
réw zawiera przedziat (alternatywa dotyczy kazdej pary odcinkow symetrycznie
potozonych wokot é).

Niech f(z) = 1;; bedzie retrakcja zbioru K—{O} na okrag |z| = 1. Obraz [
jest tukiem na |z| = 1 nieredukujgcym si¢ do punktu (bo K nie lezy na zadnej
prostej). Przedziat lezacy na promieniu przechodzacym przez ¢ — istniejacy
na mocy poprzedniej uwagi — mozna zawsze zapisa¢ w postaci zU, gdzie U
jest odpowiednim przedzialem zbioru liczb rzeczywistych, gdzie przez zU
rozumiemy zbidr ztozony z elementow az, gdzie a nalezy do U.

Niech U,, U,, ... stanowig bazg¢ zbiorow otwartych na prostej. Niech L, bedzie
zbiorem tych punktéw z zbioru f(K — {0}), dla ktorych zbior zU, jest zawarty w
K—K. Na mocy poczynionych juz uwag, kazdy punkt zbioru f{K — {0} lezy w
pewnym L,. Zbiory L, sg zwarte, co wynika ze zwartosci zbioru K — K (rozbicie
zbioru K—K promieniami wychodzacymi z 0 jest rozbiciem poélciggtym gor-
nie).

Z twierdzenia Baire’a wynika, ze jeden ze zbiorow L, — niech bedzie to
zbior L,. — ma wnetrze niepuste. Niech W bedzie przedziatem zawartym w tym
zbiorze. Segment zU,», gdzie z € W, jest zbiorem otwartym niepustym zawartym
w K—K; por. rys. 36.

Twierdzenie Sierpinskiego

Lemat. Jesli kontinuum klasy T, jest rozbite na co najmniej dwa zbiory
domkniete, to dla kazdego ze zbiorow rozbicia zawiera ono kontinuum roztgczne

121 Tstnienie w tym kontinuum punktu nierozspajajacego dostaliSmy bez powolywania si¢ na
twierdzenie Moore’a.



z tym zbiorem i przecinajgce co najmniej dwa inne zbiory rozbicia, z ktorych
Jjeden moze byc¢ ustalony z gory.

Dowo6d. Niech M i1 N beda zbiorami rozwazanego rozbicia. Wobec nor-
malnosci istniejg zbiory otwarte U i V, roztaczne i takie, ze M C Ui N C V.
Niech C bedzie sktadowa zbioru V' majacg punkty w zbiorze N. Wobec lematu
Janiszewskiego, sktadowa C dochodzi do brzegu zbioru V. Jej domknigcie jest
kontinuum wielopunktowym roztacznym z M i przecinajacym N. Kontinuum to,
majac punkty na brzegu (gdzie nie ma punktow zbioru N), przecina jeszcze co
najmniej jeden element rozwazanego rozbicia.

Lemat ten jest istota nastepujacego twierdzenia'?

Twierdzenie Sierpinskiego (1918). Kontinuum klasy T, nie mozna rozbi¢
na przeliczalnie wiele podzbiorow domknigtych.

Dowo6d!?. Niech X bedzie kontinuum wielopunktowym 7, i niech X, X;,...
beda zbiorami ustalonego rozbicia tego kontinuum na zbiory domkniete. Na mocy
lematu kontinuum X zawiera podkontinuum K, takie, ze K; N X, = @, ktore prze-
cina jeszcze co najmniej dwa inne zbiory rozbicia. Stosujac to postepowanie do
K, w miejscu X i do rozbicia ztozonego ze zbioréw X; N K, dostajemy kontinuum
wielopunktowe K,, K, C K|, takie, ze K, N X, = 0 (lemat jest niepotrzebny, jesli
X, N K, = 0). Postepujac tak dalej, dostajemy (przez indukcje) ciag podkontinuéw
wielopunktowych K; D K, D ... kontinuum X takich, ze K, N X,, =0 dla m < n.
Przekroj kontinuéw K, jest zbiorem niepustym rozltacznym z kazdym ze zbiorow
X,. Sprzecznosc.

Nie mozna w tym twierdzeniu wyj$¢ poza kontinua. Sg zbiory spojne nie-
zwarte, ktére mozna rozbi¢ na przeliczalnie wiele zbiorow domknietych, nawet
spojnych. Przyktad — ptaski, niedomknigty — podat Sierpinski (1919)'*, wska-
Zujac, ze uzyskane rozbicie przenosi si¢ na rozbicie wykresu funkcji rzeczywistej
nieograniczonej nad tym zbiorem. Wykres ten jest podzbiorem domknigtym
W przestrzeni i spojnym.

Gary Gruenhage dowiodl, ze w pewnym wariancie ZFC (réwnie niesprzecznym co ZFC)
przestrzen E3 daje si¢ rozbi¢ na mniej niz continuum tukéw'®. Nie postugujac si¢ hipoteza con-

tinuum — $rodkami ZFC — Howard Cook dowiodl, ze rozbicie ptaszczyzny na tuki ma zawsze
continuum elementow. Jesli elementy rozbicia sa tamanymi, rzecz jest oczywista'?.

12 W. Sierpinski: Un théoréme sur les continus. T ohoku Math. J. 3 (1918), s. 300—303;
w Oeuvres choisies 11 w tomie, s. 268—271.
123 Por. dowodu ? Kerekjarty: ???...,s. 38.
124 Przytoczony w C. Kuratowski: Topologie 11, s. 115.
125 G. Gruenhage: R® can be the union of fewer that 2° many disjoint arcs. 6th Summer To-
pology Conference, Ann. of New York Acad. Sci. 659 (1992), s. 86—89.
126 H. Cook: Anons w Notices Amer. Math. Soc. 26 (1979), A-637; oraz notatka do Problemu
97 w ,,Continua with the Houston Problem Book” — New York — Basel, Hong Kong 1975, na s.
381. 81



Nie byloby problemu, jesliby rozbicie byto potciagte gornie'’. Ale, jak dowidédt Roberts
(1936), ptaszczyzny nie mozna rozbi¢ w sposob potciagty gornie na tuki — por. przeglad rozwoju
teorii kontinuéw J.J. Charatonika.

127 Rozbicie jest pdlciggle gornie, jesli suma elementéw rozbicia przecinajacych zbior do-
mknigty jest zbiorem domknigtym. Potciaglto$¢ gérna rozbicia zapewnia (przy zatozeniu, ze prze-
strzen jest zwarta 75) zachowanie wtasno$ci 7> przy przej$ciu do obrazu, jakim jest przestrzen ilo-
razowa. Obraz jest wigc kontinuum wielopunktowym klasy 7>, zatem mocy nie mniejszej niz c.



Wyklad VI. Lokalna spojnos¢ w zakresie kontinuow

* Twierdzenia Wildera * Kontinua lokalnie spdjne * Twierdzenie Mazurkiewicza—Mo-
ore’a * Kontinua lokalnie tukowo-spdjne * Twierdzenie Hahna—Mazurkiewicza * Wia-
snos¢ (S) Sierpinskiego * Jesli kontinuum nie jest lokalnie spdjne

Pojecie lokalnej spdjnosci nabiera specyficznego geometrycznego znaczenia,
jesli sie je odniesie do kontinuéw. Bedzie to przedmiotem tego wyktadu, z tym ze
nie bedziemy w nim wychodzi¢ poza kontinua metryczne, w ktorym to zakresie
problemy maja pewne zamknigcia. Kontinuom niemetrycznym poswigcony bedzie
wyktad nastepny. Zaczynamy wszakze od pewnego przygotowania ogolnego.

Przypomnijmy, ze w przestrzeni lokalnie spdjnej kazde otoczenie kazdego
punktu zawiera obszar, tj. zbior otwarty spojny, bedacy otoczeniem tego punktu;
obszary stanowig tez¢ topologii przestrzeni.

Twierdzenia Wildera

Niech a i b beda punktami przestrzeni. Przez laricuch od a do b rozumiemy
tancuch {U.,..., U,} ztozony z podzbiorow tej przestrzeni taki, ze a € U,ib € U,-

Rys. 37. Lancuch od a do b

Lemat (o istnieniu tancucha). Niech X bedzie przestrzeniq spojng, niech P
bedzie jej pokryciem zbiorami otwartymi i niech a i b bedg punktami przestrzeni
X. Istnieje tancuch od a do b zloZony z elementow pokrycia P.

Dowdd. Niech 4 bedzie zbiorem wszystkich punktéw przestrzeni X, ktore
mozna potaczy¢ z punktem « tancuchem o ogniwach nalezacych do pokrycia P.

Zbior A jest otwarty. Istotnie, jesli x € 4, to istnieje tancuch {U,,..., U,} C P
taki, ze a € U, i x € U,. Kazdy punkt y zbioru otwartego U, mozna rowniez pota-
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czy¢ z a tancuchem o ogniwach z P, mianowicie tancuchem {U.,..., U,}. Znaczy
to, ze kazdy punkt y z otoczenia otwartego U, nalezy do A.

Zbiér A4 jest domknigty. Istotnie, niech x bgdzie punktem skupienia zbio-
ru A. Niech U bedzie elementem pokrycia P takim, ze x € U. Niech y bedzie
punktem zbioru 4 N U. Poniewaz y nalezy do 4, wiec istnieje tancuch {U,,..., U,}
o ogniwach nalezacych do P taki, ze a € U, iy € U,. Ciag {U,,..., U,, U} zawie-
ra tancuch taczacy x z a. Lancuchem tym jest ciag {U,,..., U;, U}, gdzie k jest
najmniejszym wskaznikiem takim, ze U N U, = 0, po ewentualnym odrzuceniu
ogniwa U, jesli x € U,.

Zbior 4, jako domknigto-otwarty i niepusty (punkt a nalezy do A4), jest wiec
réwny, wobec spdjnosci X, catemu zbiorowi X. Znaczy to, za kazdy punkt zbioru
X mozna potaczy¢ z punktem a tancuchem o ogniwach nalezacych do P.

Twierdzenie Wildera (1927)28. W przestrzeni regularnej i lokalnie spéjnej
kazde dwa punkty obszaru dajg sie¢ w tym obszarze polgczyc¢ zbiorem domknigtym
spojnym.

Dowadd. Niech G bedzie obszarem przestrzeni regularnej i lokalnie spojnej X.
Kazdy punkt x obszaru G ma otoczenie otwarte i spojne U, ktore wraz domknig-
ciem zawarte jest w G. Zbiory U razem pokrywaja obszar G. Niech a i b beda
punktami tego obszaru. Na mocy lematu, istnieje tancuch od a do b ztozony ze
wspomnianych zbioréw. Suma domkni¢¢ elementoéw tego tancucha jest zbiorem
domknigtym w X, spojnym i laczacym w obszarze G punkty a i b.

Zatozenia lokalnej spdjnosci nie mozna opuscié, nawet jesli X jest metryczne.

Przyktad. Po wyjeciu punktu ¢ z wnetrza odcinka zageszczenia miotetki
na rys. 38 pozostanie zbidr spdjny, a wigc obszar. Punktéw a i b nie da si¢ poza
¢ polaczy¢ zbiorem domknigtym spdjnym (tj. za pomocg a kontinuum).

Jesli doda¢ zalozenie lokalnej zwarto$ci, to zbior  a
domkniety konstruowany w dowodzie twierdzenia
Wildera okaze si¢ zwarty, tj. okaze si¢ kontinuum.

Przestrzenie, w ktorych kazde dwa punkty mozna ¢

potaczy¢ za pomoca kontinuum, sg nazywane semi-
kontinuami. Uzywajac tego terminu, poprzednigj
uwadze mozna nadaé nastepujacg forme: Obszary

przestrzeni lokalnie zwartej T, i lokalnie spéjnej sqg RS- 38. Obszar w przestrze-
semikontinuami ni wielokrotnie spojnej

b

L. Mohler (1970) dowiodl, ze jesli w przestrzeni metrycznej, osrodkowej i lokalnie zwartej
wszystkie jej obszary sq semikontinuami, to przestrzen jest lokalnie spdjna (odpowiedz twierdza-
ca na pytanie Knastera (1937). W zakresie kontinuéw niemetrycznych twierdzenie przestaje byc
prawdziwe'?.

128 R.L. Wilder: The non-existence of a certain type of regular point set. Bull. Amer. Math.
Soc. 33 (1927), s. 439—446.

122 L. Mohler: 4 characterization of local connectedness for generalized continua. Coll. Math.
21 (1970), s. 81—8S5; 4 counterexample in non—metric continua theory. Coll Math 48 (1984), s. 209—
212.



Przestrzen jest lokalnie osrodkowa, jesli kazdy jej punkt ma otoczenie osrodkowe. Lokalna
osrodkowos$¢ nie implikuje osrodkowosci, nawet jesli przestrzen jest metryczna (przestrzenie
dyskretne), a takze gdy przestrzen jest spojna (dtuga prosta). Ale przestrzen metryczna, spojna i
lokalnie osrodkowa jest osrodkowa'".

Zalozenie metrycznosci mozna ostabi¢ do parazwartosci, co jest wskazéwka dla dowodu''.

Kontinua lokalnie spdjne

Najprostszymi kontinuami lokalnie spdjnymi sg odcinki prostej rzeczywiste;j,
a takze odcinki uogodlnione. Odcinki sg nieprzywiedlne migdzy swymi koncami.

Twierdzenie. Kontinuum lokalnie spojne T, nieprzywiedIne migdzy dwoma punk-
tami jest odcinkiem uogolnionym (metrycznym, jesli kontinuum jest metryczne).

Dowdéd. Niech X bedzie kontinuum 75, lokalnie spdjnym i nieprzywiedlnym
migdzy punktami a i b. Kazdy punkt x rézny od a i b to x rozspaja miedzy
a 1 b, bo w przeciwnym razie, na mocy lematu Wildera, istnialoby kontinuum
omijajace x taczace punkty a i b, co jest niemozliwe wobec nieprzywiedlnosci X.
Wobec twierdzen Moore’a i Wallace’a (Wyktad IV') kontinuum X jest odcinkiem
uogodlnionym; rzeczywistym, jesli X jest osrodkowe.

Poniewaz odcinki, takze uogolnione, sa nieprzywiedlne i lokalnie spojne, wigc
dostaliSmy jeszcze jedng charakteryzacje topologiczng odcinkdéw uogolnionych.
W szczegdlnosci, kontinuum T, jest homeomorficzne z odcinkiem prostej rzeczy-
wistej, jesli jest osrodkowe, lokalnie spojne i nieprzywiedine miedzy pewnymi
dwoma punktami.

Kontinuum nazywane jest dziedzicznie lokalnie spojnym, jesli kazde
jego podkontinuum jest lokalnie spdjne. Z ostatnio dowiedzionego twierdzenia
i twierdzenia o istnieniu kontinuéw nieprzywiedlnych (Wykiad 1V, s. 67) dosta-
jemy:

Wniosek. Kazde dwa punkty kontinuum dziedzicznie lokalnie spojnego T,
mozna w tym kontinuum polqczy¢ tukiem (fukiem rzeczywistym, jesli kontinuum
Jest metryczne).

Odnotujmy, na razie bez dowodu, ze kontinuum metryczne lokalnie spojne,
w ktorym kazde kontinuum nieprzywiedine jest tukiem, jest dziedzicznie lokalnie

30 W, Sierpinski: Sur les espaces metriques localement separables. Fund. Math. 21 (1933),
s. 107—113; Oeuvres choisies 111, s. 148—153; por. takze P.S. Aleksandrow: Uber die Metriza-
tion der im Kleinen kompakten topologischen Rdume. Math. Ann. 92 (1924), s. 294—301; Izbran-
nyje trudy. Tieoria funkcji diejstwitielnogo pieriemennogo i tieoria topotogiczeskich prostranstw.
Moskwa 1978, s. 95—104.

B R. Engelking: Topologia ogdlna, s. 332; 4.4.F. (c). Przestrzen topologiczna nazywana jest
parazwartg, jesli w kazde jej pokrycie zbiorami otwartymi mozna wpisac pokrycie lokalnie skon-
czone; przez rodzing zbior6w lokalnie skoriczong rozumie si¢ rodzing zbiorow taka, ze kazdy punkt
przestrzeni ma otoczenie przecinajace jedynie skonczenie wiele zbioréw tej rodziny.
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spojne (Kline, 1927)'%. Zatozenia lokalnej spojnosci kontinuum nie mozna
opusci¢, przyktadem jest tu miotetka z rys. 38.

Poczatkowo do$¢ trudno o przyktady kontinuéw dziedzicznie lokalnie spdj-
nych innych niz tuki i grafy. Wrocimy do tego tematu w koncu wyktadu.

Twierdzenie Mazurkiewicza—Moore’a

Kontinuum, w ktérym kazde dwa punkty mozna polaczyé¢ tukiem, jest
nazywane fukowo spojnym. Dowiedlismy wczesniej, ze kontinua T, dziedzicznie
lokalnie spojne sq tukowo spojne. Okaze sie, ze jesli kontinuum jest metryczne,
wystarczy zatozy¢ lokalng spojno$¢ samego kontinuum. Przystepujemy do dowo-
du tego waznego twierdzenia teorii kontinuow.

Oto (niewymagajaca dowodu) specjalizacja lematu o istnieniu tancuchow.

Lemat. Niech G bedzie obszarem kontinuum metrycznego lokalnie spojnego i
niech a i b bedq punktami tego obszaru. Niech € > 0. Istnieje tancuch U = {U,,...,
U,} od a do b zlozony z obszarow, ktorych domknigcia cl U, sq zawarte w G
i ktorych srednica jest < e.

Powiemy, ze tancuch V jest wpisany w tancuch U, jesli kazde ogniwo tancucha
V jest zawarte w pewnym ogniwie tancucha U.

Powiemy, ze tancuch V jest wpisany w tancuch U bez istotnych sfatdowan
jesli V jest wpisane w U, jesli dla kazdego odcinka {V;...., V;} tancucha V, ktorego
pierwsze ogniwo V; zawarte jest w U,, a ostatnie ¥, — w U,, suma ogniw tego
odcinka nie przecina si¢ z ogniwem U,_; 1 z zadnym ogniwem wczesniejszym,
oraz nie przecina si¢ z ogniwem U,; 1 z zadnym ogniwem podzniejszym.

Rys. 39. Lancuch V wpisany w lancuch U/ bez istotnych sfatdowan. Ogniwa V" 1V’ sa zawarte w jednym
ogniwie tancucha U/, a tancuch taczacy je w V sigga jedynie do dwu sasiednich ogniw tancucha U

Lemat(owpisywaniutancucha). Niechtd={U,,..., U,} bedzietancuchemztozonym
zobszarow kontinuum metrycznego lokalnie spojnego, ktory tqczy punkty aib. Niech
€> 0. Istnieje tancuch V wpisany w U bez istotnych sfatdowan tqczqcy a i b, ztozony
zobszarow o srednicy < € zawartych wraz z domknigciami w ogniwach tancucha U.

132 JR. Kline: 4 condition that every subcontinuum of a continuous curve be a continuous
curve. Fund. Math. 10 (1927), s. 292—301.



Dowdd. Ustalmy w kazdym ze zbiorow U; N Uy, po jednym punkcie ¢;. Korzy-
stajac z poprzedniego lematu potaczmy punnkty ¢, ; i ¢; tancuchem &, ztlozonym
z obszarow o $rednicy < ¢, ktore wraz z domknigciem sg zawarte w obszarze U._; U
U; U Uy, Lancuch 9, nie wychodzi poza sume kolejnych ogniw od U, do U...

Rys. 40. Usuwanie zb¢dnych ogniw tancuchoéw 91 £

Tak otrzymane tancuchy ¢ — dla par {c;,, ¢;} oraz dla par {a, ¢;} i {c,, b} —
faczymy w jeden tancuch, do ktorego zaliczamy wszystkie ogniwa tancuchow 9, spo-
$réd ktorych usuwamy — jesli trzeba — zbedne ogniwa. Dostaniemy w ten sposob
fancuch taczacy a i b w U, U ... U U, ktdrego ogniwa sg obszarami o $rednicy < ¢
zawartymi wraz z domknieciami w ogniwach tancucha . Przeprowadzona konstruk-
cja zapewnia, ze jest to tancuch wpisany w tancuch % bez istotnych sfaldowan.

Twierdzenie Mazurkiewicza—Moore’a (1913, 1920)3. Kazde dwa
punkty obszaru w kontinuum metrycznym lokalnie spojnym mozna w tym obsza-
rze polqczy¢ tukiem.

Dowdd. Niech G bedzie obszarem kontinuum metrycznego lokalnie spojnego.
Niech a i b beda punktami obszaru G. Na mocy pierwszego z lematow, istnieje
tancuch U' zlozony z obszaréw o $rednicy < 1 zawartych wraz z domknigciami
w obszarze G i laczacy a i b. Na mocy drugiego z lematéw, w tancuch ' mozna
wpisaé bez istotnych sfaldowan tancuch U’ zlozony z obszaréw o $rednicy < %
, zawartych wraz z domknigciami w ogniwach fancucha /', i taczacy a i b. Przez
indukcje dostajemy ciag tancuchow U', U?,... taczacych punkty a i b, ktorych ogniwa
sg zawarte wraz z domknigciami w obszarze G 1 ktore s3 przy tym takie, ze

(21) érednice ogniw fancucha U" sg < L

(22) domkniecia ogniw tancucha U"*! sg zawarte w ogniwach tancucha ",

(23) tancuch U" ! jest wpisany bez istotnych sfatdowan w tancuch U/".

13 R.L. Moore: On the foundations of plane analysis situs. Trans. Amer. Math. Soc. 17 (1916),
s. 131—164. Twierdzenie to — w innej, rownowaznej formie — w pracy Mazurkiewicza (1920);
por. dwie wczesniejsze (1913) cytowane juz prace tego autora. Obaj wymienieni autorzy formu-
towali swoje twierdzenia dla kontinuéw potozonych w przestrzeniach euklidesowych, co nie byto
istotnym umniejszeniem ogolnosci i zawgzeniem metody dowodu.
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Suma S, ogniw kazdego z tancuchow U” jest kontinuum taczacym w obszarze
G punkty a i b. Sumy te tworzg ciag zstepujacy. Ich przekroj C jest kontinuum
kontinuum (twierdzenie 9 z Wykfadu II) taczacym w obszarze G punkty a i b.
Wykazemy, ze C jest tukiem o koncach a i b.

Wezmy w tym celu x € C, a = x = b. Zbudujemy rozpad zbioru C — {x} na
dwa zbiory otwarte niepuste.

Punkt x nalezy do pewnego ogniwa L{ tancucha U'. Niech M, bedzie
odcinkiem tancucha U' od ogniwa plerwszego do ogniwa ' - (wlacznie),
aM odc1nk1em tancucha U' od ogniwa U 11 .3 do ogniwa ostatnlego Oczywiscie,
sumy M, 1 N tych odcinkow sa rozlaczne i punkt x nie nalezy do zadnej z nich.

Punkt x nalezy do pewnego ogniwa U lancucha ZP Niech M, bedzie
odcinkiem tancucha U/? od ogniwa pierwszego "do ogniwa U 3, a N, odcinkiem
fancucha Z/P od ogniwa U 3 do ogniwa ostatniego. Pomewaz U? jest wpisany
prosto w U', wigc najwczesniejszym ogmwem tancucha U, ktoére moze przecinad
sie z ogniwami odcinka N, jest ogniwo U! »-2 - Podobnie, najpozniejszym ogni-
wem fancucha U', ktére moze przecinaé si¢ z ogniwami odcinka M,, jest ogniwo
U 1,, - Stad, N, N M =0= M ﬂ N dla sum rozwazanych dotad odcinkow.
Ponadto jak poprzedmo M N N = 0 Punkt x nie nalezy do zadnej z tych
sum.

Postqpujqc tak dalej, dostajemy dwa ciagi zbioréw otwartych, M , M ;

i N, L N, 5 - takich, ze ich sumy M i N sa roztgczne i punkt x nie naleZy do
zadnej z mch Jest C— {x} =(CNM)U(C n N), bo jes’liy =x,y € C, to przy
dostatecznie dalekim » punkt y nalezy do M lub do N Dotyczy to réwniez
punktow a i b. Poniewaz jednak niemozliwe Jest by a nalezalo do N 1 b nalezato
do Mn , wiec dostajemy a € Mib € N. Zbiory CN M i CN N sa w1e;c niepuste.
Sa takze otwarte w C. PokazaliSmy zatem, ze punkt x rozspaja C. Na mocy
twierdzenia Moore’a (por. Wyktad V'), kontinuum C jest tukiem o koncach « 1 b.
Prawdziwe jest twierdzenie mocniejsze'*, wedtug ktorego kazde dwa punkty przestrzeni
metrycznej zupetnej, spojnej i lokalnie spojnej mozna potaczy¢ tukiem'*. Twierdzenie jest mocniej-
sze: obszar przestrzeni metrycznej zwartej jest przestrzenia a lokalnie zwartg, wigc homeomorficzng

z przestrzeniag metryczng zupetng'*’, a sa znane przestrzenie metryczne zupetne spojne i lokalnie
spojne, ktore nie sg lokalnie zwarte, np. ptaszczyzna bez podzbioru przeliczalnego gestego.

Odnotujmy nastgpujaca konsekwencje twierdzenia Moore’a o punktach nie-
rozspajajacych (Wykiad V): kontinuum lokalnie spojne niebedqce tukiem zawiera
krzywq zwyklq zamknietq bgdz triod.

134 Jak pisze L. Whyburn: Letters from R.L. Moore papers, Topology Proceedings 2 (1977),
s. 320—338; dowiedzione przez R.L. Moore’a w Bull. Amer. Math. Soc. 33 (1927), s. 141.

135 K. Menger: Zur Begrundung einer axiomatischen Theorie der Dimension. Monatshefte
fur Mathematik und Physik 36 (1929), s. 193—218; N. Aronszajn: Uber die Bogenverknupfung
in topologischen Raumen. Fund. Math. 15 (1930), s. 228—241; K. Kuratowski: Sur les espaces
complets, tamze, s. 300—309. Dowo6d mozna znalez¢ w Topologie 11 Kuratowskiego, s. 184, a takze
w Analytic Topology Whybur, s. 36—40, 1 w ksiazce Hockinga-Younga, s. 118.

3¢ Twierdzenie Aleksandrowa (1924); por. K. Kuratowski, A. Mostowski: Teoria
mnogosci. Monografie Matematyczne 27, Warszawa 1978, s. 373.



Dowod: Skoro kontinuum nie jest tukiem, to s3 w nim trzy punkty — a, b
i ¢ — nierozspajajace, istniejace na mocy twierdzenia Moore’a. Wobec tukowej
spojnosci kontinuum (twierdzenie Mazurkiewicza—Morre’a) istniejg tuki taczace
te punkty. Jesli chociazby jeden z tych (trzech) tukow przecina ktorys z tukow w
punkcie niekoncowym tuku, powstaje trojnog (rys. 41 po lewej). Jesli tuki tacza
si¢ z innymi tylko poprzez konce, to, jak latwo zauwazy¢, powstaje okrag (rys.
41 po prawej).

b a

Rys. 41. Jesli kontinuum lokalnie spojne nie jest tukiem

Wréémy do twierdzenia z Wyktadu V, w ktorym wykazaliSmy, ze obraz
otwarty odcinka jest odcinkiem. Teraz wystarczyloby wykazac, ze obraz otwarty
odcinka nie zawiera ani trojnogu, ani okregu'*’. Podany w Wykiadzie V dowod
dawat jednak wigcej, a mianowicie opisywat posta¢ odwzorowania.

Kontinua lokalnie tukowo spojne

Przestrzen (metryczna) jest lokalnie tukowo spojna w punkcie x jesli dla kaz-
dego ¢ > 0 istnieje 0 > 0 takie, ze jesli odlegltos¢ x’ od x jest mniejsza niz J, to
istnieje w tej przestrzeni tuk o Srednicy ¢ taczacy x i x'.

Jesli przestrzen jest spojna, to jej lokalna tukowa spojnos¢ pocigga tukowgq
spojnos¢; wystarczy w tym celu zauwazy¢, ze zbior punktéw, ktory z danym
punktem mozna polaczy¢ tukiem, jest (dla przestrzeni lokalnie tukowo spdjnej)
zbiorem domknigto-otwartym.

Twierdzenie. Przestrzen lokalnie tukowo spdojna w punkcie jest lokalnie
spojna w tym punkcie.

Dowdd. Niech x bedzie punktem przestrzeni. Niech U bgdzie otoczeniem
punktu x. Niech K(x, ) bedzie kula o srodku w x i zawarta w U. Z lokalnej
hukowej spojnosci w punkcie x wynika istnienie 0 > 0 takiego, ze kazdy punkt
x" odlegly o mniej niz ¢ od x daje si¢ potaczy¢ z punktem x tukiem zawartym
w K(x, r). Suma takich tukow jest zbiorem spojnym zawartym w U, do ktoérego
wnetrza, zlozonego z punktéw odlegtych od x mniej niz o J, nalezy punkt x.
Dostali$my otoczenie spojne punktu x zawarte w U.

137 Wskazowka: odwzorowanie pozostaje otwarte, jesli ograniczy¢ je do przeciwobrazu, ist-
niejacego na mocy zatozenia nie wprost trojnogu lub okregu. Por. F. Hausdorff, Gesammelte
Werke 111, s. 836.
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Kontinuum jest nazywane lokalnie tukowo spojnym, jesli jest lokalnie tukowo
spojne w kazdym punkcie. Z twierdzenia Mazurkiewicza—Moore’a dostajemy
w nietrudny sposéb.

Twierdzenie. Kontinuum metryczne lokalnie spojne jest lokalnie fukowo spoj-
ne.

Dowdd. Niech x bedzie punktem kontinuum metrycznego lokalnie spdjnego.
Niech ¢ > 0 bedzie dane. Korzystajac z lokalnej spojnosci kontinuum, rozwaz-
my otoczenie otwarte spdjne V punktu x (a wigc obszar), zlozone z punktow
odlegtych od x o mniej niz potowa &. Istnieje 0 > 0 takie, ze punkty odlegte od
X mniej niz o J lezg w V. Kazdy punkt tej kuli daje si¢ (na mocy twierdzenia
Mazurkiewicza—Moore’a) potaczy¢ z x tukiem zawartym w V. Luk ten, wobec
tego, ze punkty zbioru V sg odleglte od x o mniej niz polowa ¢, ma $rednice
mniejsza niz e.

Poniewaz unikanie odwrotne jest tez prawdziwe, wigc w zakresie kontinuow
metrycznych lokalna spojnosé jest tym samym co lokalna tukowa spojnosé.

Sama tukowa spojno$¢ nie pociaga lokalnej tukowej spdjnosci (przyktadami
sa miotetki, np. miotetka nad ciggiem zbieznym).

Liczba 0 w okresleniu lokalnej tukowej spdjnosci zalezy nie tylko od &, ale
i od punktu. Przestrzen metryczna jest jednostajnie lokalnie tukowo spojna, jesli
dla kazdego ¢ > 0 istnieje 0 > 0 takie, ze jesli odlegtos¢ punktu x" od punktu x jest
mniejsza niz J, to punkty te mozna w niej potaczy¢ tukiem o $rednicy mniejszej
niz e.

Twierdzenie. Jesli kontinuum (metryczne) jest lokalnie tukowo spojne, to
Jest jednostajnie lokalnie tukowo spojne.

Dowdéd. Niech ¢ > 0 bedzie dane. Dla kazdego x istnieje J, > 0 takie, ze kazdy
punkt odlegty od x o mniej niz J, mozna potaczy¢ z punktem x tukiem o srednicy
mniejszej niz polowa &. Wspomniane kule pokrywaja razem kontinuum. Niech ¢
> () bedzie liczbg Lebesgue’a tego pokrycia'®®. Jesli odlegtosé x od x’ jest mniejsza
niz liczba Lebesgue’a 0 pokrycia rozwazanymi kulami, to punkty x i x' nalezg do
pewnej jednej ustalonej kuli. Niech jej srodkiem be¢dzie a. Punkt x mozna wigc
potaczy¢ z a tukiem o $rednicy mniejszej niz potowa &; to samo dotyczy punktu
x'. Zatem punkty x i x’ daja si¢ polaczy¢ z sobg tukiem o $rednicy mniejszej niz
&, co konczy dowdd.

Twierdzenie Hahna—Mazurkiewicza

Zanim zbudowano ogdlng teori¢ kontinuéw lokalnie spdjnych bylo wiadomo,
ze kwadrat, inne kostki euklidesowe, a takze kostka Hilberta sa obrazami ciggty-

13 Liczba dodatnia nazywana jest liczbg Lebesgue’a pokrycia, jesli zbidry o $rednicy
nieprzekraczajacej tej liczby mieszcza si¢ catkowicie w pewnym elemencie pokrycia. Na temat
Lebesgue’a, por. odpowiednie rozdziaty o przestrzeniach metrycznych zwartych w podrecznikach
topologii.



mi odcinka prostej rzeczywistej. Zaktadamy znajomos$¢ chociazby jednej takiej
konstrukeji®®. Okazuje si¢, ze prawdg jest:

Twierdzenie Hahna—Mazurkiewicza (Hahn 1914; Mazurkiewicz
1913, 1920). Kontinua metryczne lokalnie spojne sq obrazami ciggtymi odcinka.

Dowod (wedtug Hahna 1928)“°. Niech X bedzie kontinuum metrycznym
lokalnie spojnym. Jako przestrzen metryczna zwarta kontinuum X jest obrazem
ciggltym zbioru Cantora'¥!. Ustalmy, Ze tym zbiorem Cantora jest zbior C potozony
na odcinku [0, 1]. Niech f'bedzie odwzorowaniem ciggtym C na kontinuum X.

Pokazemy, ze f ma przedtuzenie ciggle na caty odcinek [0, 1], co zakonczy
dowod.

Niech (ay, b)), (@2, b,),... bedzie zbiorem wszystkich sktadowych dopelnienia
zbioru C do odcinka [0, 1], ustawionym w cigg. Odleglosci migdzy a, i b, daza
do zera. Wobec ciaggtosci, daza do zera rowniez odlegltosci miedzy fla,) i f(b,).
Na mocy twierdzenia Mazurkiewicza—Moore’a, kontinuum X jest jednostajnie
lokalnie tukowo spojne (por. twierdzenie 4). Istnieja wigc tuki L, taczace punkty
fla)i f(b,), ktorych $rednice daza do zera.

Niech g bedzie przedtuzeniem odwzorowania f na odcinek [0, 1] takim, ze g |
[ a,, b,] jest dowolnie wzigtym homeomorfizmem odcinka [a,, b,] na tuk L,.

Odwzorowanie g jest ciagle.

Istotnie, niech x bedzie punktem zbioru C nieb¢dacym zadnym z punktéw a,
i b, 1 niech ¢ > 0 bedzie dane. Istnieje 0 > 0 takie, ze obraz zbioru C N (x — J, x
+ 0) przez odwzorowanie f jest zawarty w kuli o promieniu ¢ wokot f(x), a przy
tym takie, ze jesli punkty a, i b, naleza do przedziatu o promieniu J wokét x, to
huk L, jest zawarty we wspomnianej kuli. Wtedy obraz przez odwzorowanie g
przedziatu o promieniu ¢ wokot x jest rowniez zawarty w tej kuli. Jesli x = a,,, to
poprzednie rozumowanie daje ciggltos¢ lewostronng odwzorowania g w punkcie
x; cigglo$¢ prawostronng dostaje si¢ na tej samej zasadzie. Podobnie otrzymuje
si¢ ciggtos¢ odwzorowania g w punktach x = b,,. Oczywista jest ciagtos¢ odwzo-
rowania g w punktach spoza zbioru C.

Obrazy ciagle odcinka prostej rzeczywistej, jesli spelniajag warunek 75, sa
kontinuami metrycznymi (waga obrazu pozostaje przeliczalna, a to, wobec zwar-
tosci (pociagajacej normalnos¢), zapewnia metryczno$¢ na mocy twierdzenia
Urysohna). Okazuje si¢, ze sg takze lokalnie spdjne.

Twierdzenie. Obraz ciggly przestrzeni zwartej lokalnie spojnej jest lokalnie
spojny, jesli jest T,.

139 W. Sierpinski: Wstep do teorii mnogosci i topologii. Wyd. 2. Warszawa 1947, por. takze
Dodatek do tego wyktadu poswigcony odzorowaniom peanowskim.

40 H. Hahn: Uber stetige Streckenbilder. In: Atti del Congresso Internacionale dei Matema-
tici. V1. Bologna 1928, s. 217—220.

4 Twierdzenie z podstawowego kursu topologii, por. np. P. Aleksandrow: Wwiedieni-
je w obszczuju tieoriju mnozestw i funkcji. Moskwa—Leningrad 1948, dowiedzione niezaleznie
przez Hausdorffa i Aleksandrowa.
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Dowodd. Niech X bedzie przestrzenig zwartg lokalnie spojna, a f odwzoro-
waniem tej przestrzeni na przestrzen Y klasy 7,. Niech y € Y i niech V bedzie
otoczeniem punktu y. Dla kazdego x ze zbioru f~'(y) wezmy otoczenie spdojne U
punktu x takie, ze f(U) C V. Te otoczenia pokrywaja zbior /'(y), a wobec zwar-
tosci przestrzeni X, skonczenie wiele sposrdd nich, U,,..., U;, rdéwniez pokrywa
S7'(»). Suma f(U)) U ... UA(U) jest spojna iy € f(U)) U ... f(Uy) C V. Korzystajac
ze zwarto$ci X i1 zatozenia T, o przestrzeni Y, wnioskujemy o istnieniu otoczenia
W punktu y takiego, ze f (W) C U, U ... U U,. Mamy y € W C f(U)) U ... U A(U)),
co dowodzi, ze zbidr (spdjny) f(U)) U ... U f(U,) jest otoczeniem punktu y.

W ten sposob diagram wynikan si¢ zamyka i nastepujgce zakresy przestrzeni
metrycznych okazuja si¢ rowne:

kontinua R kontinua lokalnie
lokalnie spdjne hukowo spojne
N v
obrazy ciagte
odcinka

Wynikanie w kierunku lokalnej spojnosci dostaje si¢ z ostatnio dowiedzionego
twierdzenia, jesli wezmie si¢ pod uwage, ze odcinek jest kontinuum lokalnie
spojnym.

Zatozenie zwarto$ci jest w ostatnim z twierdzen istotne: obraz ciagly prze-
strzeni lokalnie spojnej moze nie by¢ lokalnie spojny. Swiadcza o tym obrazy
ciagle — nawet wzajemnie jednoznaczne — potprostej domknigtej potozone na
plaszczyznie, ktore moga wygladac jak na rysunkach nizej. Otrzyma si¢ lokalna
spojnose, jesli zatozy sie spojnosc przeciwobrazéw punktow.

a b

Rys. 42. a. Jedna z wersji tzw. okregu warszawskiego; b. Linia bedaca podzbiorem kontinuum
Janiszewskiego—Knastera, tego samego co na rys. 29 z Wykiadu V.

Pokazalis$my, ze kontinua metryczne lokalnie spojne okazaty si¢ tym samym co obrazy ciagle
odcinka. Ale dla ogdtu kontinuow metrycznych nie istnieje kontinuum metryczne, z ktoérego one
wszystkie moglyby by¢ otrzymane jako obrazy ciagle: Z. Waraszkiewicz (1934)¥? zbudowat
kontinuum kontinuéw ptaskich, ktére nie maja wspdlnego przeciwobrazu w postaci kontinuum
metrycznego.

2 7. Waraszkiewicz: Sur un probléme de M. Hahn, Fund. Math. 22 (1934), s. 180—205.



Wtasnos$¢ (S) Sierpinskiego
Na inny aspekt lokalnej spojnosci zwraca uwage nastepujace

Twierdzenie Sierpinskiego (1920)'%. Jesli kontinuum metryczne jest
lokalnie spojne, to (S) dla kazdego ¢ > 0 istnieje pokrycie skornczone tego konti-
nuum zlozone ze zbiorow spojnych o srednicy nieprzekraczajgcej e.

Dowod. Dla kazdego punktu wezmy otoczenie spdjne o srednicy nie prze-
kraczajacej ¢, istniejace na mocy lokalnej spojnosci. Sktadowe wnetrz tych oto-
czen (sa one zbiorami otwartymi) pokrywaja calos¢. Wobec zwartosci, pewna
skonczona ich liczba rowniez pokrywa catosc.

Wynikanie odwrotne jest takze prawdziwe i to bez zalozenia zwartos$ci.

Twierdzenie. Jesli przestrzen metryczna ma wilasnosé (S), to jest lokalnie
spojna.

Dowod. Niech x bedzie punktem przestrzeni metrycznej X i niech ¢ > 0
bedzie dane. Wobec wiasnosci (S), istnieja zbiory C,..., C,, domkniete, spojne,
o $rednicy nieprzekraczajacej 5, ktore razem pokrywaja X. Niech C,,..., C, beda
tymi spos$rdd nich, do ktorych nalezy punkt x. Zbior V' = C,U...U C,, jest spdjny
i ma $§rednice < g, a zbior W =X — (C,. U...U C,) jest otwarty. Jestx € W C V.
Zbior V jest wige otoczeniem spdjnym punktu x, majacym srednic¢ nieprzekra-
€zajacy &.

Przeprowadzony dowdd zapewnia istnienie pokrycia skonczonego ztozonego
z obszaréw o $rednicy nieprzekraczajacej e. Domykajac zbiory spdjne, o ktdrych
mowa w warunku (S), dostaniemy pokrycie skonczone ztozone z kontinuéw o $red-
nicy nieprzekraczajgcej . Uwagi te nie zapewniaja wszakze istnienia pokrycia kon-
tinuami lokalnie spdjnymi (domknigcia obszaréw nie musza by¢ lokalnie spojne;
por. domknigcie obszaru ograniczonego okregiem warszawskim, rys. 42 a).

Wiemy — twierdzenie Mazurkiewicza—Moore’a — ze kontinuum (metrycz-
ne) lokalnie spéjne jest obrazem ciggtym odcinka. Dowod, ktory przeprowadzili-
$my, odbiega jednak od znanych klasycznych konstrukcji, za pomoca ktérych
budowane byly przez Peano, Hilberta i p6zniejszych autoréw odwzorowania
odcinka na kwadrat. Polegaty one na wyjsciu od pewnych pokry¢ kwadratow
kwadratami o mniejszych $rednicach, ktore po ustawieniu w tancuchy dawaty
pewne naturalne mozliwos$ci budowania coraz lepszych aproksymacji zamie-
rzonych odwzorowan. Celem pracy Sierpinskiego bylo podanie ogélnego zary-
su wspomnianych konstrukcji. Na swoj sposob przeprowadzil t¢ konstrukcje
Banach'*. Dowdd zaczyna si¢ od wzmocnienia twierdzenia Sierpinskiego.

4 W. Sierpinski: Sur une condition pour qu’un continu soit une courbe jordanienne. Fund.
Math. 1 (1920), s. 44—060; Ocuvres choisies 11, s. 308—321. Wtasnos$ci (S) poswigcone sa rozdzia-
ty w Analytic topology Whybruna i Elementary topology Spencera i Halla, loco cit.

144°S. Banach: Wstep do teorii funkcji rzeczywistych. Monografie Matematyczne 17. Warsza-
wa—Wroclaw 1951, s. 158.
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Elementy pokrycia zostaja nieco powickszone tak, aby same mialy wtasnosci
(S), a wigc by po domknigciu byty kontinuami lokalnie spojnymi, co pozwala
kontynuowac postepowanie.

Ale jesli nie zalezy nam na szczegdétowym opisie postaci zmodyfikowanych
elementow pokrycia, to — wiedzac, ze wlasnos¢ (S) pocigga lokalng spojnos¢,
to samg konkluzje Banacha mozna dosta¢ z podanych juz dotad twierdzen.
Twierdzenie Sierpinskiego, jak i prowadzaca do niego argumentacje mozna
wtedy widzie¢ nastepujaco:

Twierdzenie Sierpinskiego (1920)'*. Kontinuum metryczne lokalnie
spojne ma dla kazdego € > 0 pokrycie skonczone zlozone z kontinuéw lokalnie
spojnych o srednicy nieprzekraczajgcej e.

Dowo6d. Niech X bedzie kontinuum metrycznym lokalnie spéjnym. Niech
&> 0 bedzie dane. Istnieje, wobec twierdzenia Hahna—Mazurkiewicza, odwzoro-
wanie ciagglte fodcinka [0, 1] na X. Niech 1,,..., [, bedg odcinkami pokrywajacymi
odcinek [0, 1] takimi, ze f{/) maja Srednice nieprzekraczajace . Zbiory f(I) sa
kontinuami lokalnie spdjnymi pokrywajacymi X.

Kontinua lokalnie spojne z twierdzenia Sierpinskiego moga zachodzi¢ na siebie wngtrzami.
R.H. Bing i E.E. Moise, niezaleznie od siebie (1949) wzmocnili twierdzenie Sierpinskiego,
dowodzac, ze kontinuum metryczne lokalnie spojne ma dla kazdego ¢ > 0 pokrycie skonczona
liczbe kontinuéw lokalnie spdjnych o $rednicy nieprzekraczajacej €, majacych wnetrza spojne i
rozlaczne's.

Wsrod konsekwencji tego twierdzenia odnotujmy istnienie metryki wypuktej wyznaczajacej
topologie kontinuum lokalnie spdjnego'’.

Jesli kontinuum nie jest lokalnie spdjne

Jesli kontinuum nie jest lokalnie spojne, to pojawia si¢ w nim pewna osobli-
wos¢, od ktorej zaczat badania nad lokalng spojnoscia S. Mazurkiewicz'®.

Niech x bedzie punktem, w ktorym kontinuum X klasy 7, nie jest lokalnie
spojne. Istnieje wtedy otoczenie U punktu x takie, ze zadne otoczenie punktu x
zawarte w U nie jest spdjne. Jesli wigc V jest otoczeniem punktu x zawartym w U,
to istnieje sktadowa Cj zbioru U rozna od sktadowej punktu x w zbiorze U, maja-
ca przekrdj niepusty ze zbiorem V. Na mocy lematu Janiszewskiego domknig¢cie
sktadowej C) majg punkty poza U (rys. 43) (mozna przyjaé, ze i poza domknigciu
otoczenia U).

Rodzina zbiorow C;, ma osobliwos$¢, ktora teraz opiszemy.

4 W. Sierpinski: Sur une condition...

146 R H. Bing: Partitioning a set. Bull. Amer. Math. Soc. 55 (1949), s. 1101—1110; Collected
Papers. Vol. 2, 401—410; E.E. Moise: Grille decomposition and convexication theorems for com-
pact metric locally connected continua. Bull. Amer. Math. Soc. 55 (1949), s. 1111—1121.

470d metryki wypuktej wymagamy, by dla kazdych dwoch punktow mozna byto znalezé
trzeci punkt lezacy ,,w pot drogi”.

148 S Mazurkiewicz: Sur les lignes deJordan. Fund. Math. 1 (1920), s. 61—81; Travaux,
s. 76—113.



Majac skonczenie wiele otoczen V..., V, (
punktu x zawartych w U, znajdziemy zawsze
jeszcze jedno takie otoczenie V, ktore jest roz-
faczne z kazda ze sktadowych odpowiadajacych Y
zbiorom V;, co jest mozliwe, bo te, jako sktadowe
zbioru U, sa domknigte w U. Mozna zatem
zbudowac¢ (przez indukcje) nieskonczenie wiele
sktadowych otoczenia U punktu x wystajacych
swymi domknieciami poza U, i ktére mozna
dobra¢ przy tym tak, by w dowolnym otoczeniu
punktu x byly punkty tych sktadowych. Rys. 43. Sktadowa C,

Wspomniane sktadowe tworza wigzke kontinudw wzajemnie roztgcznych, sku-
piajacg si¢ przy x i — wobec zwartosci — przy pewnym punkcie b spoza U™,
Jest to tego rodzaju osobliwo$¢, jaka majg punkty na odcinku zageszczenia wigzki
odcinkow {1/n} x [0, 1].

Jesli wiec kontinuum X nie jest lokalnie spojne w punkcie x, to

(24) istnieje otoczenie U punktu x, punkt b poza U, ciagi otoczen V, punktu
x 1 W, punktu b, o $rednicach dazacych do zera, oraz ciag K, Ks,... kontinuéw
wzajemnie roztgcznych kontinuéw K, przecinajgcych V i W .

Kazde podkontinuum nielokalnie spojne konti-
nuum X, wymusza pojawienie si¢ w kontinuum X
konfiguracji (24).

Zauwazmy, ze zaden zbior skoniczony nie rozspaja
kontimuum X migdzy x i b.

Istotnie, jesli zbiér domknigty 4 rozspaja miedzy
X1b, to

X-4=GUH

gdzie G i H roztaczne i takie, ze x € Gi b € H.
Z przeprowadzonych rozwazan wynika, ze nieskon-
czenie wiele sposrdd kontinuum K, ma punkty w obu
zbiorach G i H. Stad zbiér A ma punkty w nieskon- .
czenie wielu kontinuach K,. Zbiér (rozspajajacy) A ~ R¥S- 44- Konfiguracja (24)
nie moze by¢ skonczony.

Wniosek. Jesli kontinuum (klasy T,) nie jest lokalnie spdjne, to zawiera parg
punktow takq, ze zaden zbior skonczony nie rozspaja kontinuum miedzy punktami
tej pary.

Twierdzenie: Jesli w kontinuum pojawia sie konfiguracja (24), to zawiera
ono podkontinuum nielokalnie spojne.

149 Tworza one w granicy tzw. kontinuum konwergencji; por. K. Zarankiewicz: Sur les po-
ints de division dans les ensembles connexes. Fund. Math. 9 (1927), s. 124—171.
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W dowodzie'** wystarczy, wobec poczynionej uwagi, zajac si¢ jedynie przy-
padkiem, w ktorym samo kontinuum jest lokalnie spojne.

Niech wigc kontinuum X — lokalnie spdjne — zawiera konfiguracje (24)
zwigzang z punktem x. Rozwazmy dwa ciagi, a mianowicie cigg punktow x,
i ciagg punktow b,, nalezacych do K, zbieznych odpowiednio do x i . Lokalna
spojnos¢ kontinuum zapewnia mozliwos$¢ taczenia kolejnych punktow ciagu x,
hukami o srednicach dazacych do zera i skupiajacymi si¢ w punkcie x. To samo
mamy wokot punktu b. Kontinua K, i wspomniane tuki o numerach nieparzy-
stych przy x i numerach parzystych przy b tworza w sumie zbior spdjny — por.
rys. 45 — ktory mozna uzupehié¢, domykajac, do podkontinuum kontinuum X,
nielokalnie spdjnego w x, ktory ma osobliwos¢ sinusoidy zaggszczonej.

Podobny charakter ma dowod twierdzenia b .- b, bn.--

’ \

(na przemian), prowadzi w rezultacie do kontinuum
nieprzywiedlnego niebgdacego tukiem.

Kline’a, wspomnianego wczesniej] w tym wykta- .: ! N

dzie (s. 85): zawieranie si¢ w kontinuum lokalnie ! !

spojnym podkontinuum nielokalnie spéjnego wymu- .

sza zaistnienie konfiguracji (24), ktéra, wzbogacona .

budowanymi w przeprowadzonym dowodzie tukami .: K, .
1 1

Kontinuami dziedzicznie lokalnie spdjnymi sg
dendryty, ktorym przyjrzymy si¢ w Wyktadzie VIII. X e X
Osobliwos¢, jakg ma dendryt w postaci miotetki, pys 45 Konfiguracja sin-
ztozonej z odcinkdéw diugoséi 1/n wychodzacych x
z jednego punktu mozna zagescic, otrzymujac dendryt, a wigc kontinuum dzie-
dzicznie lokalnie spdjne majgce osobliwos¢ tej miotetki w kazdym punkcie.
Odpowiedni przyktad podat P.S. Urysohn's’.

Mozna bezposrednio sprawdzi¢, ze krzywa trojkatowa Sierpinskiego jest
dziedzicznie lokalnie spojna. Na drugim krancu jest dywan Sierpinskiego, ktory
zawiera obraz homeomorficzny kazdego, nawet najbardziej osobliwego kontinu-
um plaskiego.

150 Dowdd szkicujemy za P.S. Urysohnem: Memoire sur les multiplicites cantoniennes. In:
Trudy. T. 2., s. 570.

51 P.S. Urysohn: Memoire sur les multiplicites cantoriennes II, Verhandelingen der Kon.
Akademie van Wetenschappen Amsterdam, 1 sectie, 13, No 4 (1928), s. 1—172 (cytowana wyzej
praca z ,,Trudow II”).



Dodatek. Odwzorowania peanowskie

* Ogolna zasada konstrukeji * Odwzorowanie Peany * Odwzorowanie Hilberta * Od-
wzorowania Sierpinskiego 1 Polyi * Krotno$¢ odwzorowan peanowskich * O roznicz-
kowalnosci odzworowan peanowskich

Odwzorowania ciaggte odcinka liczb rzeczywistych w ptaszczyzne, ktérych
obraz ma wnetrze niepuste, bedziemy nazywac odwzorowaniami peanowskimi.

W klasycznych przyktadach chodzi o odwzorowanie na kwadrat, trojkat lub
inne proste figury ptaskie, i jedynie te nazywa sie¢ peanowskimi'>2.

Samo istnienie odwzorowania zapewnia twierdzenie Hahna—Mazurkie-
wicza, ale klasyczng ide¢ odwzorowan peanowskich oddaje petniej teoria oparta
na wilasnosci (S) Sierpinskiego, ktora w przypadku wielokatow ptaskich ma
cieckawe geometryczne egzemplifikacje.

Majac ustalone ¢ dodatnie, twierdzenie Sier- "
pinskiego zapewnia istnienie pokrycia figury .’
skonficzenie wieloma zbiorami spojnymi o $redni- \
cy nieprzekraczajacej . Wobec spdjnosci figury, & "
mozna te zbiory ponumerowac tak, by tworzyty ’
tancuch (tak jak robili§my to przy okazji dowodu ‘
twierdzenia Wildera), U,,..., U,, niekoniecznie
bez samoprzecie¢. Pozwala to na zbudowanie
odwzorowania ciagtego, okreslonego na odcinku /
podzielonym wcze$niej na n rownych odcinkow
tak, by j-t z kolei odcinek mial wartoSci w zbio- | | |
rze U,. Kazdy punkt figury jest tym samym w ’ 1 ’
odlegtosci nie wigkszej niz ¢ od pewnej wartosci
odwzorowania; p. rys. 46.

Jesli zadbamy o to, by elementy pokrycia mialy nadal wtasnosc¢ (S), to poste-
powanie mozna iterowac¢ (Banach).

Majac z gory dany ciag liczb dodatnich dazacy do zera, mozna zbudowac,
W opisany wczesniej sposob, odpowiadajace tym liczbom odwzorowania f,, tak

Rys. 46. Metoda klasyczna

152 Ksigzka W. Sierpinskiego: Wstegp do teorii mnogosci i topologii. Wyd. 2. Warszawa
1947, zawiera wyczerpujace informacje o klasycznych odwzorowaniach peanowskich. Por. row-
niez artykut A. Lelka: O funkcjach Peany. ,,Prace Matematyczne” 7 (1962), s. 127—140.
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by tworzyly ciag jednostajnie zbiezny. Granica tego ciggu jest odwzorowaniem
cigtym odcinka na rozwazang figure.

Metoda Sierpinskiego nie zapewnia efektywnos$ci konstrukceji. Ciag odwzo-
rowan buduje si¢ indukcyjnie, majac na kazdym kroku pokrycie skonczone, ktore
nalezy ustawi¢ w tancuch. Sama spdjnos¢ figury nie jest tego jednoznacznym
wskazaniem. Ale sytuacja geometryczna wskazuje zwykle jakie§ wyrdznienie,
tym samym pewne odwzorowania peanowskie uzyskane tg3 metoda maja pozor
efektywno$ci, majgc na mysli to, ze wzgledy estetyczne uwalniajg nas od poczu-
cia nieuzasadnionego wyboru.

Zaktadamy znajomo$¢ klasycznych konstrukcji. Beda one zreszta, w zmie-
nionej nieco konwencji, ale w sposob nietrudno rozpoznawalny, przypomniane
1 opisane.

Wzorujac si¢ na tych konstrukcjach lub je wykorzystujac, buduje si¢ odw-
zorowania ciggle na szescian i inne figury wielowymiarowe. Mozna pokazaé'>,
ze z istnienia odwzorowania ciggltego odcinka na kwadrat wynika formalnie
odwzorowanie ciagle odcinka na kostke Hilberta.

Ogolna zasada konstrukcji'*

Wielokat P, na ktérego brzegu wyrézniamy dwa punkty a i1 b, dzielimy na
wielokaty P,..., P; tak, by stykaty si¢ jedynie brzegami (por. rys. 47, strona lewa).
Nastepnie wielokat P rozcinamy wzdtuz linii podziatu tak, by otrzymac tancuch
laczacy a i b, ztozony z wielokatéw stykajacych sie jedynie wierzchotkami (por.
rys. 47, strona prawa). Otrzymujemy tancuch wielokatow, ktory numerujemy tak,
by numeracja byta zgodna z naturalnym geometrycznym porzadkiem tancucha,
W czym mie$ci si¢ wymaganie, by a € Pyib € P,.

Rozwazmy figur¢ p¥ bedaca sumag wielokatow tancucha. Te figure mozna
zrealizowaé w przestrzeni, chociaz w pewnych przypadkach réwniez na plasz-
czyznie.

Rozumiemy, ze ogniwa figury P sg przystajagce do odpowiednich wielokgtow
podziatu {P,,..., P;,} wielokata P.

/72 (&G4
a g’gﬁ ﬂgfa

Rys. 47. Podziat P,..., Py i taficuch P®

155 W. Sierpinski: Remarque sur la courbe peanienne. ,Wiadomo$ci Matematyczne” 42
(1937), s. 1—3.

154 Por. J. Mioduszewski, w ,,Delta” 7 (1977), s. 1—4 oraz Idem: Peano maps through cut-
tings. Center for Mathematical Culture, Special Issue (1990), s. 22—23.



Postgpowanie kontynuujemy. Na wielokatach P; dokonujemy podziatéw na
wielokaty P, i = 0,..., k(j), rozcinajac te wielokaty wzdtuz linii podzialow tak, ze
powstaje tancuch zlozony z wielokatow przystajacych do P, faczacych si¢ jedynie
wierzchotkami, i taczacy dwa wierzchotki wielokata P, te ktorymi styka si¢ on
z wielokatami sgsiednimi (por. rys. 48) (W szczegdlnosci, mogg to by¢ punkty a
1 b, jesli P, jest wielokatem P, lub P)).

Otrzymali$my lancuch P® — rzgdu 2 — i wielokaty P; rzedu 2, i = 1,..., k(j).

P a

Rys. 48. Lancuch 9?

Majac tancuch P” wielokatow rzedu n ztozony z wielokatow P;, ; , dzielimy
kazdy z nich na wielokaty P, , i, i=0,..., k (ji,..., J,) (liczba tych wielokatow na
kazdym wielokacie P; ; moze by¢ inna) tak, by powstal fancuch taczacy dwa
punkty wielokata P; ; , te ktorymi styka si¢ on z sasiednimi wielokatowymi.
Powstaje tancuch PV,

W ten sposob buduje sie ciag tancuchdéw (figur na ogdt przestrzennych) PO,
P2,..., zktorych kazdy nastepny jest rozdrobnieniem (w sensie opisanym wczes$-
niej) poprzedniego.

Bedziemy zaktada¢, ze liczba ogniw, na ktore rozpada si¢ wielokat P, ; , jest
> 2, 1 ze maksimum $rednic ogniw w tancuchu dazy do zera ze wzrostem rzgdu
fancucha.

Wizualnie cigg rozdrabniajacych si¢ tancuchow daje w granicy tuk, ktéry
przez operacje¢ odwrotng — sklejania rozci¢¢ — daje wielokat, od ktorego zaczy-
nali$my konstrukcje. Ta operacja odwrotna realizuje odwzorowanie peanowskie
granicznego tuku na rozwazany wielokat. Teoria granic wstecznych pozwala na
Scisty matematyczny opis zaréwno obiektu granicznego — a to, ze jest tukiem
wynika z twierdzenia charakteryzacyjnego Moore’a — jak i odwzorowania ciag-
tego z obiektu granicznego na aproksymujace go wielokaty, a w szczegodlnosci na
pierwszy z nich — kwadrat.

Pokazemy na sposéb arytmetyczny, ze opisana konstrukcja wyznacza odwzo-
rowanie ciggte odcinka — ustalmy, ze odcinka jednostkowego 7 = {x : 0 < x
< 1} — na wielokat P.

Dla opisu tego odwzorowania podzielmy odcinek / na rowne co do dhugosci
— stykajace si¢ koncami — odcinki /..., /; (odcinkow jest tyle, na ile wieloka-
tow dzielilismy wielokat P w pierwszym przyblizeniu).
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Podzial kontynuujemy. Odcinki /; dzielimy w podobny sposob na réwne co
do dtugosci odcinki 7;, i = 1...., k(j) (liczba k(j) ta sama co dla wielokata P)),
otrzymujac nastepny podziat.

Podziat n-tego rzedu sktada si¢ z odcinkéw I;; ,,, z ktorych kazdy dzielimy
na k(ji,..., j,) odcinkow réownych (liczba ta sama co przy wielokatach P;_;,),
otrzymujac podziat (n + 1)-ego rzedu.

Kazdy punkt x na odcinku 7 lezy dla kazdego n w jakim$ odcinku /;; ;, prze-
dziatlu n-tego rze¢du; w jednym takim odcinku Iub dwu; ten drugi przypadek ma
miejsce wtedy, gdy punkt x jest wspolnym koncem odcinkow przedziatu; jesli
n jest najmniejszym rzedem przedziatow, w ktorym to si¢ zdarza, to odcinki
Ly, Liyinse s Loy inp W ktOrych x lezy, przypisane sa punktowi x jednoznacznie,
natomiast w podziatach rzedéw wyzszych punkt x lezy w dwoch odcinkach 7,
i Qwo... 11, ;- 000..., gdzie symbolem w oznaczona jest najwyzsza mozliwa
cyfra, tj. k(j,..., ju)-

Punktowi x przypisany jest wigc ciag

iliZ' : 'im in+l' ..
liczb naturalnych, gdzie cyfra i,.,; przebiega wartosci od 0 do (..., i,) = .

P i,

li, ., /

Pi i

Rys. 49. Podzial odcinka 7, ; , i wielokata P; _; |

Jest jeden tego rodzaju ciag, z wyjatkiem punktow bedacych punktami
podziatu, ktorym odpowiadajg dwa ciggi'*>.

() iy FO®.. A ..yt + 1)000...

Odwzorowanie odcinka / na wielokat P okreslamy przypisujac punktowi x,
x € I, N I, N..., punkt lezacy w przekroju

(%) P, NP,N...

ktory nie zalezy od tego, ktorymi z dwu ewentualnych przedstawien () punktu
x si¢ postuzymy, bo przekroje (**) im odpowiadajace wyznaczajg ten sam punkt
— punkt styku wielokatow P, ; w1 P; (i +1)0.

Odwzorowanie jest wigc poprawnie okreslone. Jest ono odwzorowaniem na
caty wielokat P, bo kazdy punkt tego wiclokata lezy w jakims$ przekroju (**).

155 Opisane zostaly dobrze znane pozycyjne — o zmiennej zasadzie — rozwiniecia liczby
rzeczywistej, pochodzace z jednej z wezesnych prac Cantora.



Odwzorowanie jest ciagte. Wezmy bowiem p € P i ¢ > 0. Istnieje n takie, ze
wszystkie wielokaty n-tego przyblizenia, do ktérych nalezy p, sa zawarte w kole
o $rodku p i promieniu ¢ (przypomnijmy, ze Srednice wielokatow, na ktore dzie-
limy P, dazg do zera w miar¢ dokonywania nowych podziatéw). Niech x bedzie
punktem odcinka /, ktéremu przyporzadkowalismy punkt p. Punkt x lezy tylko
na jednym lub na dwu odcinkach przedziatu n-tego rzedu odcinka /. W kazdym
z tych dwu przypadkow, odcinka lub dwu odcinkow (wtedy x jest ich wspolnym
koncem), sg to otoczenia punktu x, ktore przez okreslone przez nas odwzorowanie
przechodza na jeden lub dwa wielokaty n-tego przyblizenia w przedziatach wie-
lokata P, do ktorych punkt p nalezy i ktére wobec doboru n mieszczg si¢ w kole
o srodku p i promieniu e.

Ogolny opis konstrukeji zostat przeprowadzony.

Punkty wielokata P nielezace na liniach podzialu sa warto$ciami jedno-
krotnymi odwzorowania. Jest tak, bo tego rodzaju punkt p lezy w doktadnie
jednym wielokacie kazdego z przyblizen i punkt x, w ktérym jest przyjety jako
warto$¢, jest jednoznacznie wyznaczony, bo w kazdym podziale odcinka 7 jest
tylko jeden odcinek odpowiadajacy wielokatowi, do ktérego nalezy p. Przekroj
tych odcinkdéw wyznacza punkt x. Punkty jednokrotne stanowia dla opisanych
odwzorowan zbior gesty typu Gs. Wartos$ci wielokrotne moga leze¢ jedynie na
liniach podziatu, ktore stanowig zbior F,—a [-ej kategorii. Wartosci wielokrotne
muszg si¢ pojawié, co wynika juz stad, ze odcinka nie mozna odwzorowac na
wielokat homeomorficznie.

Odwzorowanie Peany (1890)"°

Podzielmy kwadrat na 9 jednakowych kwadratow, rozcinajgc je w tancuch —
jak na rys. 50, i kontynuujac postgpowanie.

Punktami a 1 b sa tu przeciwlegle naroza kwadratu, a w nastgpnych przy-

blizeniach ten rodzaj rozcinania — mig¢dzy przeciwleglymi narozami kwadratow
— sie utrzymuje.

N
&Y
@

oy

Rys. 50. Odwzorowanie Peany

156 G. Peano: Sur une courbe qui remplit toute aire plane. Math. Ann. 36 (1890), s. 157—160;
por. Selected Works of Giuseppe Peano, London 1973; s. 143—149.
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Warto$ci wielokrotne leza na liniach podziatu, ktére stanowig siatke pro-
stopadtych i w zadnym punkcie nie schodza si¢ wigcej niz 4 rozcigcia. Zatem
krotnos$¢ wartosci nie przekracza 4. Nie pojawiajg si¢ wartosci krotnos$ci 3. War-
tosciami krotnosci 2 sa punkty kwadratu, przez ktore przechodzi jedno rozcigcie,
a warto$ciami krotnosci 4 sa punkty, w ktérych rozciecia si¢ krzyzuja. Przy
dalszych rozcigciach nowych liczb bedacych krotnosciami nie przybywa (!).
Krotnos$ciami warto$ci odwzorowania Peany sg wiec liczby 1 (tych warto$ci jest
zbior gesty typu Gy), 2 1 4.

Odwzorowanie Hilberta'’’

Dzielimy kwadrat na 4 rowne kwadraty. Rozcigcia teraz sg inne (por. rys. 51).
W ich wyniku tancuch taczy teraz dwa sasiednie wierzchotki kwadratu i ten wzor
rozcigé jest kontynuowany.

oT 3
b
g b =

Rys. 51. Odwzorowanie peanowskie Hilberta

Wartosci wielokrotne leza na siatce linii wzajemnie prostopadtych, scho-
dzacych si¢ co najwyzej po cztery. Stad najwickszg mozliwg krotnoscig jest 4.
Latwo wyr6zni¢ wartosci krotnosci 1, 2 1 4. Sa tu jednak (w odroznieniu od
odwzorowania Peany) wartosci krotno$ci 3, jest nig np. punkt kwadratu zazna-
czony krzyzykiem, ktory lezy wprawdzie na przecigciu si¢ linii prostopadtych
nastepnego podziatu, ale nie rozcigciu tancucha trzeciego rzedu, na ktorym lezys;
por. odpowiadajace temu punktowi punkty tancucha po lewej stronie rysunku,
oznaczone krzyzykami.

Odwzorowania Sierpinskiego i Polyi

We wczesnej konstrukeji Sierpinskiego'® trojkat prostokatny rownora-
mienny dzielony jest wysoko$cig na pot. Dokonujemy rozcigé jak na rys. 52.
Kontynuujemy podziaty i rozcigcia — od podstaw ku wierzchotkom katow pro-
stych. Krotnosciami odwzorowania sa liczby 1, 2 i 4.

157 D, Hilbert: Uber die stetige Abbildung einer Linie auf ein Flachenstiick. Math. Ann. 38
(1891), s. 459—460.
158 W. Sierpinski: Surune nouvelle courbe continue qui remplit toute aire plane. Bull. Acad.
Sci. de Cracovie, Serie A (1912), s. 462—478; Oeuvres choisies 11, s. 52—66. Por. rowniez I[dem:
102 O krzywych wypetniajgcych kwadrat. Wiadomo$ci Matematyczno-Fizyczne 23 (1912), s. 193—219.



George Polya'® zmodyfikowat konstrukcje Sierpinskiego, otrzymujac

odwzorowanie peanowskie odcinka na trojkat o krotnosciach 1, 2 i 3, tj. naj-
oszczedniejsze pod tym wzgledem z mozliwych. Proponowat dla tego celu troj-
katy prostokatne, ktorych proporcje bokow sa niealgebraiczne; mozna uniknaé
arytmetycznych trudnosci, dowodzac za pomocg twierdzenia Baire’a, ze dla tego
celu trojkatéw prostokatnych jest pod dostatkiem (chociaz nie tyle co u Polyi,
bo z pominigciem zbioru /-¢j kategorii). Tymczasem Sierpinski'®® proponuje
w tym celu wzig¢ trojkat pitagorejski o bokach 3, 4 1 5 1 dzieli¢ go wysokoscia.
Powstajg trojkaty podobne, ktére dalej w ten sam sposéb dzielimy, dokonujac
rozcigé jak na rys. 52. po stronie prawej. Teraz, w odréznieniu od poprzedniego
przypadku, wysokosci dzielacych trojkaty drugiego rzedu spodki si¢ nie pokry-
waja; ta prawidowos¢ utrzymuje si¢ we wszystkich dalszych podziatach. Nie jest
to wcale fatwa wlasnos¢ trojkata pitagorejskiego.

Rys. 52. Odwzorowania Sierpiniskiego (a) peanowskie Polyi—Sierpinskiego (b)

We wszystkich podanych przykladach punktem wyjscia konstrukcji byt
podzial figury na figury do niej podobne. Jeszcze jednym takim przyktadem jest
trojkat rownoboczny i jego podziat na cztery rowne trojkaty oraz zwigzane z tym
rozcigcie (por. rys. 53).

Rys.53.0dwzorowaniepeanowskiewyzna-
czone przez podziat samopodobny trojkata
rownobocznego

1 G. Polya: Uber Peanosche Kurve. Bull. Acad. Sci. Cracovie, Sci. math. et nat. Serie A
(1913), 5. 1—9.
10 W. Sierpinski: Wstegp do teorii mnogosci i topologii. ..
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Istnienie rozcigcia, jesli podzial jest juz dany, nie jest wcale oczywiste.
Nastepnym, raczej trudnym, zadaniem jest znalezienie rozcigé, ktore mogtyby
by¢ powtarzalne. W przypadku podziatow pokazanych na rys. 54 nie mozna si¢
oby¢ jednym wariancie rozcigcia, tak jak w podanych dotad przyktadach.

Rys. 54. Dwa podziaty na figury samopodobne, ktoére mozna rozwinaé w tancuchy.
Dla drugiego z tych podzialéw sposob uzyskania odwzorowania peanowskiego
podal W. De¢bski (praca nieopublikowana)

Liczne przyktady podziatéw figur na podobne do calosci mozna znalez¢ u Mar-
tina Gardnera w jednym z artykulow w ,,Scientific American™®'. Autor nie
zna rozcie¢ w tancuchy dla innych podziatow, poza tymi, o ktérych byta mowa.

Krotno$¢ odwzorowan peanowskich

Przez odwzorowanie krotnosci skonczonej rozumiemy odwzorowanie, ktorego
warto$ci przyjmowane sg w skonczonej liczbie punktow. W. Hurewicz (1933)
dowiodt, ze odwzorowanie peanowskie krotnosci skonczonej musi mie¢ warto-
Sci co najmniej trzech roznych krotnosci. Przedtem, z prac H. Hahna (1913)
1S. Mazurkiewicza (1915), bylo wiadomo, ze odwzorowanie peanowskie musi
mie¢ wartosci, ktorych krotnosé wynosi co najmniej 3'2. Twierdzenie Hurewicza
jest mato znane i nie znalazto si¢ w kursie topologii, nawet w tej formie, w jakiej
zostato tu wypowiedziane. Oryginalny dowod Hurewicza jest dowodem twier-
dzenia od razu o wiele ogdlniejszego, wymagajacego wyjscia poza elementarne
srodki topologii, ktorymi si¢ tu postugujemy.

Twierdzenie o trzech krotnos$ciach wyniknie tu z twierdzenia pomocniczego,
do ktérego dowodu przystepujemy.

Warto$¢ y odwzorowania f: X — Y nazwijmy wartoscig otwartosci, jesli dla
kazdego punktu x, w ktdérym jest przyjeta, warto$¢ ta lezy we wnetrzu obrazu jak-

161 P, takze M. Gardner: Matiematiczeskije Dosugi. Moskwa, Mir 1972; rozdziat 24 (ttum.
z ang., 1966, 1969). Por. rowniez G.E. Martin: Transformation Geometry. An Introduction to
Symmetry. Springer 1982, s. 129—130.

12 W. Hurewicz: Uber dimensionserhéhende stetige Abbildungen. Journ. fiir reine und an-
gewandte Math. 169 (1933), s. 71—78. H. Hahn: Uber die Abbildung einer Strecke auf ein Qu-
adrat. Ann. di Math., Seria 111, 21 (1913), s. 33—55; S. Mazurkiewicz: O punktach wielokrot-
nych krzywych wypetniajgcych obszar ptaski (Sur les points multiples des courbes qui remplits une
aire plane). Prace Mat.-Fiz. 26 (1915), s. 113—120; Travaux de topologie, s. 48—353.



kolwiek wzigtego otoczenia U punktu x, tj. jesli y € int f{U). Wartosci niebedace
warto$ciami otwartosci sg dla odwzorowan ciggltych — przy naturalnych zatozeniach
co do przestrzeni — raczej wyjatkowe: dla funkcji rzeczywistych sg to wartosci,
ktorych poziomice nie trafiajg wykresow w ekstremach lokalnych (rys. 55).

N\

N

Rys. 55. Jeszcze A. Schoenflies (1900), a potem Sierpinski
(1912) (nie zaktadajac ciagtosci) wiedzieli, ze poziomic prze-
cinajacych wykres w ekstremach wtasciwych jest nawyzej
przeliczalnie wiele

Niech X bedzie przestrzeniag metryczng zwarta i niech B bedzie jej ustalona
baza przeliczalng. Niech f'bedzie odwzorowaniem ciagltym przestrzeni X na prze-
strzen metryczng Y. Usunmy z Y brzegi zbioréw f{(4), gdzie 4 sa domknieciami
zbioréw z bazy B. Usuwamy w ten sposob przeliczalnie wiele zbiorow domknie-
tych rzadkich (brzegi zbioréw domknigtych sa rzadkie (i domknigte); zbiory f(A4)
sa domkniete, bedgc podzbiorami zwartymi przestrzeni metrycznej. Usuwamy
wigc z Y zbior I-tej kategorii typu F,. Pozostata Gd-a gesta sktada si¢ z samych
warto$ci otwartosci odwzorowania f.

Otrzymujemy w ten sposob zapowiedziane

Twierdzenie pomocnicze. Wartosci otwartosci odwzorowania ciggltego
przestrzeni metrycznej zwartej na przestrzen metryczng stanowiq w niej zbior

gesty typu G;.

Twierdzenie'®. Wartosci dwu najwyzszych krotnosci nie mogq by¢ warto-
Sciami otwartoSci odwzorowania peanowskiego, jesli lezqg we wnetrzu obrazu.

Wobec tego, ze wartosci otwartosci istnieja (czego dowiedliSmy), z wypowie-
dzianego twierdzenia wynika, ze odwzorowanie peanowskie musi mie¢ wsrod
swych wartoSci co najmniej trzy o roznych krotnosciach, co jest trescig zapowie-
dzianego na wstepie twierdzenia.

Dowod twierdzenia. Niech f: I — E? bedzie odwzorowaniem cigglym,
krotno$ci skonczonej, odcinka domknigtego prostej w plaszczyzne i niech y
bedzie warto$cig tego odwzorowania lezaca we wnetrzu obrazu. Niech

fﬁl(y) = {xly"'axk}a Xi 7£ xj, Jeéll i ;éj

Przyjmijmy, Ze y jest warto$cig otwartosci, i ze liczba £ jest jedna z dwu najwyz-
szych krotno$ci odwzorowania f.

16 W. De¢bski, J. Mioduszewski: Multiplicities of Peano maps. On a less known theorem
by Hurewicz. Ann. Mathematicae Silesianae 9 (1995), s. 11—15.
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Niech U, bedg przedzialami wokot x; wzajemnie rozlgcznymi. Wartos¢ y lezy
we wnetrzu kazdego ze zbiorow f(U). Niech W bedzie obszarem wokot punktu y
zawartym w przekroju zbiorow int f{(U)).

Wezmy pod uwage jeden ze zbioréw U, niech bedzie to zbior U, a w nim
otoczenie U punktu x; na tyle mate, by f({J ) zawieralo si¢ we wnetrzu obszaru
W. Nadal y € int f{{J ) (jest nawet y € int f{U), bo y jest warto$cia otwarto-
$ci). Z obu wymienionych przestanek wynika, ze brzeg zbioru f{U) rozcinajacy
obszar zawiera kontinuum wielopunktowe'**. Niech wigc C bedzie kontinuum
wielopunktowym!sS zawartym w brzegu zbioru f{{J ) i przy tym takim, ze zadna
z warto$ci odwzorowania f przyjeta na koncach przedziatu U nie nalezy do C.

Jesli ¢ € C, to ¢ € f{lU), bo wartosci przyjete na koncach przedziatu U nie
nalezg do C. Poniewaz brzeg zbioru f{([J ) jest rzadki w obszarze W, wiec punkt
c jest granicg ciggu punktow zbioru W lezacych poza zbiorem f{ {7 ). Punkty tego
ciagu sg warto$ciami odwzorowania f przyjetymi na punktach zbioru U, (bo
A(U) D W), przy tym lezacymi poza zbiorem {J . Ich punkty skupienia leza poza
zbiorem U i sg przeprowadzane przez odwzorowanie f na punkt c. Punkt c jest
wigc warto$cig odwzorowania f'w co najmniej jednym punkcie spoza U. Ponie-
waz punkt ¢ — jako punkt zbioru W — jest przyjety jako wartos¢ w kazdym
ze zbioréw (roztacznych) U, wigc jest wartosciag odwzorowania /' w co najmniej
k + 1 punktach.

W przypadku, gdy liczba £ jest najwieksza krotnoscia, dowod jest zakonczony
wobec otrzymanej sprzecznosci.

W przypadku, ktory pozostat, rozwazmy odwzorowanie f'zawezone do f'(C).
Z poprzedniego rozumowania, wobec dowolnos$ci ¢, odwzorowanie to jest stalej
krotno$ci (najwyzszej dla f), tj. tej samej krotnosci » dla kazdej wartos$ci.

Niech ¢’ bedzie warto$cia otwartosci rozwazanego odwzorowania zawezo-
nego. Jest f!(c") = {ci,..., c;}, gdzie wszystkie c; sa rozne. Niech V; beda otocze-
niami otwartymi punktow c’, zatézmy, ze wzajemnie roztagcznymi. Wartos$¢ ¢’
lezy we wnetrzach wzgledem C zbiorow f(V)).

Niech C’ bedzie kontinuum wielopunktowym zawartym w przekroju wngtrz
(wzgledem C) zbiorow f(V)'*°. Mamy

fCcHy=ciu...uc,

gdzie C; = V; N f7/(C"). Zbiory C} sa wzajemnie roztaczne (leza we wzajem-
nie roztacznych zbiorach V) i sa zwarte (co wynika ze zwartosci /7/(C") przy
roztacznosci zbiorow otwartych V). Poniewaz kontinuum C’ lezy w przekroju
zbiorow f(U)), wigc kazdy punkt tego kontinuum jest przyjety jako wartos$¢
w kazdym ze zbiorow V), co znaczy, ze w kazdym ze zbiorow Cj, przy tym
doktadnie raz, bo V; sa wzajemnie roziaczne. Stad wniosek, ze odwzorowanie f

164 Zbiér zwarty zerowymiarowy, a wigc niezawierajacy kontinuéw wielopunktowych, nie
rozcina zadnego obszaru plaskiego.
165 Tu i dalej skorzystac trzeba z lematu Janiszewskiego ,,0 dochodzeniu do brzegu”.

166 Istnienie kontinuum C' wynika z lematu Janiszewskiego ,,0 dochodzeniu do brzegu”.



zawezone do C; jest (dla kazdego j) wzajemnie jednoznaczne, a wobec zwartosci
jest homeomorfizmem na kontinuum C".

Zatem wszystkie C} sa podkontinuami wielopunktowymi odcinka /, a wigc
odcinkami, przy tym wzajemnie roztagcznymi. Kontinuum C’ jest wigc tukiem
lezacym we wnetrzu ptaskim zbioru f{(7).

f(l) C E?

c, c, c f
- —
o o o

Rys. 56. Dowodd twierdzenia Hurewicza

Niech ¢" bedzie punktem tuku C’ niebgdacym jego koncem (por. rys. 56).
Punkty ¢ przeciwobrazu f7'(c") = {c',..., ¢'/} sa punktami wewngtrznymi
odcinkéw Cj. Zatem suma C;U ... U C] jest otoczeniem przeciwobrazu f'(c"')
punktu ¢"; nadmienmy, ze jest to przeciwobraz pelnego odwzorowania f, bo
krotno$¢ warto$ci lezacych na C jest najwyzsza. Jako obraz otoczenia przeciwo-
brazu punktu ¢” obraz sumy odcinkow Cj jest otoczeniem punktu c” w f(I). Ale
z drugiej strony wiemy, ze lezy na tuku C’, rzadkim w f{/). Sprzeczno$¢.

Uwagi. Odwzorowanie peanowskie, jesli jest krotnosci skonczonej, musi mie¢
(jak byto dowiedzione) warto$ci co najmniej trzech krotno$ci. Czy wszystkie trojki,
czworki etc. sie realizujq? Klasyczne odwzorowania peanowskie sa odwzorowa-
niami nieprzywiedlnymi. Wartosci krotnosci 1 tworzg wtedy zbidr gesty typu Gs
pokrywajacy si¢ z wartosciami otwartosci odwzorowania. Czy tak jak we wszyst-
kich znanych przyktadach, muszq sie wtedy pojawi¢ wartosci krotnosci 27" Czy
jest mozliwe odwzorowanie peanowskie o krotnosciach 1 i o0?

To, czego dowiddt Hurewicz, jest twierdzeniem ogdlniejszym i orzeka z grubsza tyle, ze
jesli przestrzen metryczna osrodkowa nie odbiega za wiele wlasno$ciami od rozmaitosci, to kazde
jej odwzorowanie ciagte, ktorego obrazem jest przestrzen (metryczna osrodkowa) o wymiarze
wigkszym o m od wymiaru przestrzeni odwzorowywanej, jesli jego wartosci sg krotnosci skon-
czonej, musi mie¢ wartosci co najmniej m + 2 réznych krotnosci. W rozwazanym tu przypadku
odwzorowanie podwyzszato wymiar o 1, stad liczba 3.

Z dowiedzionego twierdzenia wynika, ze odwzorowania peanowskie krot-
nosci skonczonej nie moga by¢ otwarte. Wynika to jednak juz z twierdzenia
charakteryzujacego odwzorowania otwarte odcinka (Wyktad V, s. 75).

P. Salem i A. Zygmund (1945) zwrdcili uwage na odwzorowania peanowskie, okreslone

na |z| = 1, ktore otrzymuje si¢ w rezultacie przedtuzenia na |z| = 1 funkcji analitycznej danej na |z|
< 1'%, obraz zbioru |z| = 1 wypetnia calos¢ obrazu funkcji na |z] < 1.

17 W. Debski twierdzi, ze nie musza, jednakze odpowiedni przyktad nie jest znany autorowi.
18 R. Salem, A. Zygmund: Lacunary power series and Peano curves. Duke Math. J. 12
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Na istnienie odwzorowan peanowskich uzyskiwanych jako obrazy zbioréw osobliwosci funkcji
analitycznych zwrocit uwage W. Wolibner (1932), ktory dowiddt, ze funkcja zespolona zmiennej
zespolonej, ciggta, ograniczona i analityczna poza zbiorem doskonatym jej punktow osobliwych
przyjmuje na tym zbiorze wszystkie swe wartosci. Tego rodzaju funkcja jest wigc odwzorowaniem
peanowskim na kazdym tuku zawierajacym zbidr osobliwo$ci'®. Istnieja funkcje spetniajace zato-
zenia twierdzenia Wolibnera; D. Pompéju (1905). Jest takze przyktad P. Urysohna (1924). Na
temat tego kierunku poszukiwan por. ksigzki WW. Gotubiewa (1961) i P. Hille’a (1962)"°.

O rézniczkowalnosci odwzorowan peanowskich

Niech f bedzie odwzorowaniem cigglym odcinka liczb rzeczywistych
w plaszczyzne. Niech p(f) bedzie odcieta, a ¢(f) rzedng wartosci f{¢). Niech A4
bedzie zbiorem tych ¢, dla ktorych funkcja p(f) ma pochodng. Niech B bedzie
odpowiednim zbiorem dla funkcji ¢(z).

Twierdzenie. Zbiory f(A4) i f(B) sa miary zero.

Dowdd. Zbiory f(A) i f(B) sa mierzalne. Jest tak, bo zbiory 4 i B— jako zbio-
ry punktow rézniczkowalnosci funkcji ciggtych — sa borelowskie (por. przyp. 1),
a ich obrazy przez odzorowanie ciagle pozostajg zbiorami analitycznymi, a wigc
mierzalnymi. Wobec symetrii zalozen wystarczy zajac si¢ jednym z tych zbiorow,
np. zbiorem f{(A4).

Przypusémy, ze zbior f(A4) jest miary dodatniej. Z twierdzenia Fubiniego
wynika, ze wtedy dla nieprzeliczalnie wielu y sekcje poziome M, zbioru f(4)
sg zbiorami mierzalnymi miary (liniowej) dodatniej. Przeciwobrazy f~'(M,) tych
zbioréw M, — tj. zbiory 4 N ¢”'(y) — sa podzbiorami mierzalnymi odcinka.
Zbiory te sa wzajemnie rozlaczne (wobec wzajemnej roztacznosci zbioréw M,).
Poniewaz jest ich nieprzeliczalnie wiele, wiec co najmniej jeden z nich — niech
bedzie to zbior H = f'M, — jest miary zero. Funkcja p(f) ma pochodng w kazdym
punkcie ¢ zbioru H. Z twierdzenia Saksa o mierze obrazu — p. przypis 2 —
wnioskujemy, ze miara obrazu p(H) zbioru H jest nie wicksza niz Ju p'(d\dt,
gdzie p'(f) oznacza — istniejagcg w punktach ¢ zbioru H — pochodna.

Ale catka w tym oszacowaniu jest rowna 0, bo zbiér H jest miary zero. Zatem
miara zbioru p(H) jest réwna 0. Z drugiej strony zbior p(H) jest — wobec okres-
lenia zbioru H — rzutem sekcji M, na o$ odcietych i ma miar¢ dodatnia, taka jak
sekcja M,. Otrzymana sprzeczno$¢ konczy dowdd.

(1945), s. 569—578. Jest takze pdzniejsza praca na ten temat G. Piraniana, CW. Titusa i G.S.
Younga: Conformal mappings of Peano Curves. Michigan Math. J. (1952), s. 68—72.

160°W. Wolibner: O zbiorach wartosci funkcji analitycznych ograniczonych, wszedzie ozna-
czonych, o zbiorach osobliwosci punktoksztattnych, przyjmowanych na zbiorach swych osobliwo-
Sci. Sprawozdania z posiedzen Towarzystwa Naukowego Warszawskiego 25, 1932, Classe I11.

0 D, Pompéju: Sur la continuite’ des fonctions de variables complexes. Ann. Fac. Sci. To-
ulouse 7 (1905), s. 314; P. Urysohn: Sur une fonction analytique partout continue. Fund. Math.
3(1924), s. 144—150; WW. Gotubiew: Odnozacznyje analiticzeskije funkcji. Awtomorfnyje funk-
¢ji. Moskwa 1961, s. 140 i 438 (komentarz 32). P. Hille: Analytic function theory. I—I1. 1959—
1962.



Whioskujemy stad, ze jesli dla kazdego t chociazby jedna z funkcji — p lub
q — ma w t pochodng, to obraz odcinka przez funkcje ciggtq f =(p, q) jest miary
zero. Istotnie, zbiory 4 1 B wypelniaja wtedy bowiem cala dziedzing funkcji f,
a zbiory f(A) 1 f(B) — caty obraz. Wobec dowiedzionego twierdzenia obraz musi
by¢ miary zero.

W szczegolnosci zadna z funkcji sktadowych odwzorowania peanowskiego
nie moze mie¢ wszedzie pochodnej.

Dzigki zatozeniu ciaglo$ci odwzorowania moglismy w dowodzie twierdze-
nia korzysta¢ z mierzalno$ci obrazu'”!. Zbiory f(A) i f(B), jako obrazy ciagle
zbioréw borelowskich, sa analityczne, a wigc mierzalne; por. K. Kuratowski,
A. Mostowski: Teoria mnogosci. Warszawa 1978. Na temat problemu réznicz-
kowalnosci funkeji sktadowych w sytuacjach, gdy ciagtosci nie zaktadamy por.
prace M. Moraynego (1987) oraz M. Moraynego iJ. Cichonia (1984)7.

W klasycznych odwzorowaniach peanowskich Peany i Hilberta funkcje
sktadowe x(?) i y(¢) sa nigdzie nier6zniczkowalne.

Zauwazmy bowiem, ze odwzorowanie Peany przeksztalca odcinki dtugosci
1/9"na kwadraty o boku 1/3". Zatem dla kazdego ¢ znajda si¢ punkty ' w odleg-
losci od siebie nie wigkszej niz 1/9", dla ktérych odleglosci miedzy x(¢) i x(¢')
sa w odleglosci co najmniej 1/3". Odpowiedni iloraz réznicowy bedzie wiec nie
mniejszy niz 3". Stad nieistnienie pochodnej funkcji x w punkcie z. Dotyczy to
takze funkcji y.

To samo dotyczy odwzorowania Hilberta.

Trudniej jest o przyktady odwzorowan peanowskich, ktorych funkcje skta-
dowe bylyby w pewnych punktach rézniczkowalne. M. Szarek (praca magi-
sterska, 1999) zbudowal odwzorowania peanowskie, ktorych funkcje sktadowe
sa rozniczkowalne na pewnych zbiorach F, I-ej kategorii.

' Doktadne oszacowanie klasy borelowskiej zbioru punktow nier6zniczkowalno$ci funkeji
ciaglej podat Z. Zahorski; jest to zbior bedacy suma zbioru typu G; i zbioru G, przy czym ten
drugi jest miary zero. Wedtug J.S. Lipinskiego, A. Brudno (1943) uwolnit twierdzenie Zahor-
skiego od zatozenia ciagloéci. Zahorski dowiodt rowniez twierdzenia odwrotnego: kazdy zbior
wspomnianego typu jest zbiorem punktow nierézniczkowalnosci pewnej funkcji ciagle;j.

Twierdzenie Saksa. Jesli funkcja F okres§lona na przedziale ma w kazdym punkcie pod-
zbioru mierzalnego Q tego przedziatu pochodna, to

1F(Q) < Joir' ()l dt

Twierdzenie to zawarte zostato w Teorji catki S. Saksa (Warszawa 1930), s. 229. Wczesniej
mozna je znalez¢ w pracy S. Saksa: Sur les fonctions continues a un nombre derive sommable.
Fund. Math. 7 (1925), s. 290—295.

12 M. Morayne: On differentiability of Peano type functions I, II. Coll. Math. 53 (1987),
s. 127—132, 133—135, oraz M. Morayne ilJ. Cichon: On differentiability of Peano type func-
tions I11. Proc. Amer. Math. Soc. 92 (1984), s. 432—438.
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Wyklad VII. Kontinua niemetryczne

* Lukowa spojnos¢ i tukowa lokalna spdjno$¢ obrazow ciagtych odcinkéw uogolnionych
* Ich stopien osrodkowosci 1 waga * Nieprzenoszenie si¢ twierdzenia Hahna—Mazur-
kiewicza na kontinua niemetryczne * Odwzorowania na produkty X x Y * Wnioski co
do odwzorowan peanowskich * O kontinuach lokalnie spojnych, ktore nie sa tukowo
spojne

Pojecie lokalnej spdjnosci nie traci sensu i znaczenia w zakresie ogdlniejszym
kontinuéw niemetrycznych klasy 7.

Dostosujmy pojecia zwigzane z lokalng spojnoscia do tej ogdlniejszej sytua-
cji.

Kontinuum nazwiemy fukowo spojnym — w sensie ogolniejszym — jesli
kazde dwa jego punkty dadza si¢ w nim potaczy¢ tukiem uogdlnionym.tj. obra-
zem homeomorficznym pewnego odcinka uogoélnionego'™. Podobnie jak dotad,
kontinuum nazwiemy lokalnie tukowo spojnym w punkcie x, jesli kazde otoczenie
otwarte U punktu x bedzie zawierato otoczenie V' (nickoniecznie otwarte) punktu
x takie, ze kazdy punkt X" z otoczenia V' da si¢ potaczy¢ w U z punktem x tukiem
uogolnionym.

Lokalna tukowa spojnos¢ w punkcie pocigga lokalng spojnos¢ w tym punkcie
(dowod ze s. 89 bez zmian).

Kontinuum nazwiemy lokalnie tukowo spojnym, jesli jest lokalnie tukowo
spojne w kazdym punkcie. Jeszcze jednym zakresem kontinuéw sa kontinua
(klasy T5), ktore sg obrazami ciagtymi odcinkow (tukow) uogolnionych.

Z diagramu wynikan ze s. 92 prawdziwymi pozostaja dwa:

kontinua lokalnie spdjne < kontinua lokalnie likowo spéjne & obrazy ciggle
odcinkow uogolnionych.

Wynikanie (I) nie sprawia trudnosci i byta juz o tym mowa. Dowod wynika-
nia (II) jest nieco trudniejszy i wymaga przygotowania, co zrobimy w pierwszej
czesci wyktladu.

Dalszym celem tego wyktadu bedzie przedstawienie — przede wszystkim za
pracami S. MardeSicia — probleméw zwigzanych z odwrdoceniem wspomnia-
nych implikacji. Okazuje si¢, ze odpowiednich twierdzen odwrotnych nie ma, co
znaczy, ze twierdzenia Hahna—Mazurkiewicza i Mazurkiewicza—Mo-
ore’a nie dajg si¢ przenies¢ na kontinua niemetryczne 7. Te negatywne wyniki

15 Uzywa si¢ rowniez nazwy kontinuum uporzqdkowane.



poprzedzi przedstawienie wynikow dotyczacych budowy obrazow ciaglych kon-
tinuéw uporzadkowanych i ogoélniej — obrazéw ciggtych przestrzeni uporzadko-
wanych zwartych. Osobliwo$cig zakresu przestrzeni zwartych uporzadkowanych
sa trudnosci w odwzorowaniu ich na produkt dwu tego rodzaju przestrzeni, jesli
nie sg one metryczne. Stad nieistnienie zjawiska Peany w zakresie kontinuow
uporzadkowanych niemetrycznych. Na te osobliwos¢ zwrocit uwage po raz
pierwszy Mardesi¢ (1960), co bylo wazng motywacjg dla zainteresowania si¢
kontinuami niemetycznymi.

Lukowa spojnos¢ obrazow ciagtych odcinkow uogdlnionych

Wynikanie (II) w pewnych specjalnych sytuacjach mozna uzyskaé bardzo
prosto.

Niech fi [0, 1] — X (zatézmy, ze X jest T5) bedzie odwzorowaniem ciagtym
majacym skonczenie wiele wartosci wielokrotnych krotnosci skoniczonej, np. takim,
jak przedstawione trajektorig na rys. 57, ktéora ma samoprzecigcie w punkcie a.
Odwzorowanie to ma w punkcie a petle, co oznacza istnienie na odcinku [0, 1]
przedziatu (x, y) takiego, ze f{x) = f{y) = a. Likwidujemy t¢ petle przez usunigcie
z odcinka przedziatu (x, y) i sklejenie pozostatosci punktami x i y. Powstaje znowu
odcinek, a odwzorowanie wyznaczone na nim przez f nie ma juz petli w punkcie a.
W podobny sposob likwidujemy dalsze petle, jesli pozostaty.

f0) f(1)

Rys. 57. Obraz ciggty odcinka o skonczonej ilosci samoprze-
cig¢. Petla w punkcie a

Gdy samoprzecigé jest skonczenie wiele, mozna w ten sposob zlikwidowac
wszystkie petle 1 otrzymac tuk taczacy f(0) 1 f(1). Dowod wymaga wykonczenia
przez indukcje.

Petli moze by¢ wszakze nieskonczenie wiele. W celu ich usunigcie postuzymy
si¢ lematem Kuratowskiego—Zorna.

Przed sformutowaniem twierdzenia opiszemy ogolnie operacje, ktora pojawita si¢
Juz w rozpatrzonym przypadku szczegdlnym i ktora pojawi si¢ w dowodzie twierdze-
nia.

Niech A4 bedzie zbiorem uporzadkowanym liniowo bez luk i bez punktow
izolowanych (to drugie oznacza, ze skoki tego uporzadkowania sg ze sobg roz-
laczne). Niech ¢ : A — B bedzie odwzorowaniem ilorazowym zlepiajacym pary
punktéw w skokach. Topologia ilorazowa zbioru B jest tym samym, co topologia
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uporzadkowania okreslonego warunkiem b < b’ < a < a’, gdzie g(a)=big(a’) =
b’; uporzadkowanie zbioru B nie ma juz skokow. Jesli 4 jest zwarte 1 X jest 7.

Twierdzenie. Obrazy ciggle odcinkow uogolnionych sq tukowo spojne, jesli
sq T2.

Dowdéd. Niech fbedzie odwzorowanie cigglym odcinka uogélnionego 7 = [a,
S1w przestrzeni X klasy 7,. Niech a i b beda dowolnymi dwoma punktami zbioru
f(). Pokazemy, ze a i b mozna potaczy¢é w X tukiem uogoélnionym. Nie zmniejszy
ogolnosci dalszych rozwazan, jesli przyjmiemy, ze f(a) = a, f(f) = b, oraz ze
warto$ci a 1 b nie sg przyjmowane w zadnych innych punktach odcinka /.

WezZmy pod uwage podzbiory domknigte 4 odcinka / powstate przez usu-
wanie z wnetrz tego odcinka maksymalnych przedziatow, na ktérych koncach
odwzorowanie f przyjmuje te same wartosci. Otrzymujemy w ten sposob zbiory
A takie, ze

HaeAd, peA,

(2) jesli (x, y) jest sktadowa dopelnienia zbioru 4, to f{x) = f(y) 1 nie istnieje
przedzial wiekszy o koncach w zbiorze 4, rézny od calego odcinka 7, na ktérego
koncach odwzorowanie f ma te same wartosci.

Warunki (1) i (2) zapewniaja, ze zbiory f(A4) sa kontinuami tgczacymi w X
punkty a i b.

Jesli £ jest tahcuchem ztozonym z tych zbiordw, to przekroj N L tego tancu-
cha ma nadal whasnosci (1) i (2). Wlasno$¢ (1) jest oczywista. Aby sprawdzi¢ (2),
wezmy pod uwage jakakolwiek sktadowg (x, y) dopetnienia zbioru N £. Mamy
x € Aiy € B dla pewnych elementéw A4 i B tancucha £. Jest A C Blub B C 4,
zatem x 1y sa punktami jednego ze zbioréw 4 i B; przyjmijmy, ze zbioru 4. Bedac
koncami sktadowej dopetnienia zbioru N £, sa koncami sktadowej dopetnienia
zbioru A4. Jest wiec — wobec (2) — f(x) = f(y) i w 4 nie ma innej pary punktow
o tej wlasnosci, a wiec tym bardziej w N L.

Zatozenia lematu Kuratowskiego—Zorna sa zatem spelnione. Rozwazmy
zbidr A+ minimalny wsrdd zbiorow o wiasnosciach (1) i (2): mamy wigc o € 4«1
€ A+ oraz f(x) # f(v) dla punktéw zbioru 4. nie tworzacych skoku. Odwzorowanie
wyznaczone przez A~ wedtug uwag przed dowodem — okreslone na odcinku
uogolnionym B. powstalym z 4. przez zlepienie skokow — jest jednokrotne,
a jego obraz jest tukiem o koncach w a i b.

Twierdzenie w tej formie pochodzi od Kelleya (por. przypis na s. 39 (punkt (3) ksigzki Why-
burna (1942)); por. réwniez A.J. Warda'’. W przypadku metrycznym — jak pisze Kerékjarto
w Vorlesungen iiber Topologie na s. 93. — dowdd podat Kaluzsay, a takze Tietze. Ten rodzaj
dowodu spotykamy rowniez u Mazurkiewicza!”.

176 A.J. Ward: Notes on general typology II. A non-metric image of an ordered compactum.
Proc. Cambridge Phil. Soc. 61 (1965), s. 979—880.
77°S. Mazurkiewicz: Sur l'arithmétisation des continus. C.R. Varsowie 6 (1913), s. 305—
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Whiosek. Obrazy ciggte odcinkow uogolnionych sq lokalnie tukowo spdjne,
jesli sq T,.

Dowod. Niech f: I — X bedzie odwzorowaniem ciggtym odcinka uogolnio-
nego na przestrzen klasy 7,. Niech x € X. Niech U bedzie otoczeniem otwartym
punktu x. Dla kazdego y nalezagcego do /! (x) istnieje przedziat otwarty V taki, ze
y € VifiV) C U, gdzie V jest odcinkiem bedagcym domknigciem w [ przedziatu
V. Wobec zwartosci skonczenie wiele sposrod przedziatow V, niech beda to V7, ...,
Vi, pokrywa zbior £ (x). Obrazy f(V) sa, na mocy dowiedzionego twierdzenia,
kontinuami tukowo spéjnymi. Zbior K = f(V}) U ... U AV)) jest zawarty w U, jest
otoczeniem punktu x i jest kontinuum tukowo spdjnym jako suma skonczonej ilosci
kontinuéw tukowo spdjnych majacych punkt wspolny (punkt x). Jesli x'w K, a wigc
w U. Stad lokalna tukowa spdjnos¢ w punkcie x, bo U byto dowolne i znalezli$my
dla U otoczenie K punktu x zawarte w U czynigce zadoS¢ wymaganiom stawianym
lokalnej spojnosci.

Odnotujmy dla porzadku, Zze wobec wspomnianego juz twierdzenia (z Wykia-
du V, s. 92), obrazy ciggle odcinkow uogolnionych sq lokalnie spojne.

Przez okrgg uogdlniony rozumiemy kontinuum powstate z odcinka uogdlnionego przez skle-
jenie jego koncéw. Okregi uogoélnione nie sa juz kontinuami uporzadkowanymi, maja jednak na
sobie porzadek cykliczny.

Odwzorowanie ciagle g : § > X okregu uogélnionego S nazwiemy prostym, jesli okrag S nie
zawiera przedziatéw (x, x'), dla ktorych

(%) g(§ — (x, x) = X'i g(x) = g (x).

Wymagamy wigc, by parametryzacja g kontinuum X nie miata p¢tli, ktore mozna by usunaé
bez zmniejszenia zbioru wartosci.

Twierdzenie. Jesli przestrzen X jest obrazem cigglym okregu uogolnionego, to jest obrazem
pewnego okrggu uogolnionego przez odwzorowanie proste.

Dowdd. Niech f: S — X bedzie odwzorowaniem cigglym okregu uogélnionego S na przestrzen
(wielopunktowa) X. Wezmy pod uwage podzbiory domknigte 4 okrggu S taki, ze:

(3) sktadowa dopetnienia zbioru 4 sa maksymalnymi przedziatlami okr¢gu majacymi kofice w
A, na ktorych fprzyjmuje rowne warto$ci i po usunigciu ktorych obraz pozostalosci bedzie nadal
X.

Z wtasnosci (3) wynika, ze dla kazdego ze zbiorow 4 jego skoki sg albo rowne, albo roztacz-
ne.

Biorgc taficuch &£ ztozony ze zbioréw o wiasnosci (3), dostaniemy zbiér domkniety N £ majacy
nadal t¢ wlasno$¢. Na mocy lematu Kuratowskiego—Zorna istniejg zbiory minimalne ze wzgledu
na wlasno$¢ (3). Nlech 4+ bedzie tego rodzaju zbiorem. Zlepiajac skoki zbioru N £ (sg one wza-
jemnie roztaczne), dostaniemy okrag uogdlniony. Sposobem opisanym w poprzedniej konstrukeji
dostaniemy odwzorowanie — okazuje si¢ ono odwzorowaniem prostym — otrzymanego okregu
uogolnionego na X.

Nietrudno jest dowies¢, ze odwzorowania proste okregu na odcinek i na trojnog maja postac
taka, jak na rys. 58.
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Rys. 58 a. Odwzorowanie proste na odcinek Rys. 58 b. Odwzorowanie proste na trojnog

Z Wyktadu Il wiemy, ze stopien osrodkowosci kontinuow uporzadkowanych
jest rowny ich wadze. To samo jest prawda dla ich obrazow ciagtych, jesli sa 75.
Przy koniecznym wtedy zatozeniu spojnosci obrazu, wlasnos$¢ t¢ majg roéwniez
obrazy ciagle przestrzeni zwartych uporzadkowanych — niekoniecznie spojnych.
Za MardeSiciem i Papiciem (1960) przeprowadzimy dowodd tego ogdlniej-
szego twierdzenia w przypadku, kiedy obraz jest lokalnie spojny'’®. Zawiera to
w sobie zapowiedziane na poczatku twierdzenie o obrazach ciagtych kontinuow
uporzadkowanych, bo jak wiemy, obrazy ciggle kontinuéw uporzadkowanych sa
lokalnie spdjne.

Rodzina @ zbioréw otwartych niepustych jest nazywana p-bazg, jesli kazdy
zbiér otwarty niepusty zawiera pewien element rodziny %'”°. Nie wymagamy,
by element p-bazy byl otoczeniem z gory danego punktu x nalezacego do U.
Oczywiscie, bazy sa p-bazami. Przez p-wage rozumie si¢ minimum mocy p-baz
danej przestrzeni. Jest zawsze: stopien osrodkowosci < p-waga < waga.

Twierdzenie. W zakresie przestrzeni uporzgdkowanych p-waga jest rowna
stopniowi osrodkowosci.

Dowdd. Niech K bedzie przestrzenig uporzadkowang. Wystarczy dowiesé,
ze p-waga K < stopien osrodkowosci K. Niech D bedzie podzbiorem ggstym w
K. Biorac przedzialy niepuste o koncach w K oraz te sposréd odcinkow 1 pot-
odcinkow o koncach w K, ktore sg otwarte, dostaniemy p-baze w K o mocy nie
wiekszej niz moc D.

Odwzorowanie ciagle f: X = Y nazywane jest nieprzywiedlnym, jesli z f(A)
= Y wynika 4 = X dla podzbioréw domknigtych A przestrzeni X. Jesli f: X =

78S, Marde$i¢, P. Papi¢: Continuous images of ordered continua. Glasnik Mat.-Fiz.
i Astronom. 15 (1960), s. 171—178; por. P. Papi¢: Sur les images continues des continus ordonnés.
Symposium, Praga 1961, s. 296—297. Od zalozenia lokalnej spdjnosci uwolnit twierdzenie L.B.
Treybig: Concerning continua which are images of compact ordered spaces. Duke Math. J. 32
(1965), s. 417—422.

17" Jest to pojecie raczej naturalne, jesli przypomnimy, ze pojawia si¢ implicite w dowodzie
twierdzenia Baine'a. Nie wigzemy tego pojecia z pojeciem pseudobazy z Wykiadu I11.



Y jest odwzorowaniem ciaglym, X jest zwarte, a Y jest klasy 7, to istnieje 4
domkniete w X takie, ze f| 4 : A = Y jest nieprzywiedlne; dowod dostaje sie
przez zastosowanie lematu Kuratowskiego—Zorna.

Nie jest nieprzywiedlne rzutowanie pasa ptaskiego —1 < y < 1 na 08 x-ow,
natomiast jest nieprzywiedlne rzutowanie na o$ x-6w sinusoidy zageszczonej
(domknigcie wykresu funkeji y = sin %) w nim zawartej. Odwzorowania peanow-
skie budowane za pomoca rozcie¢ (Dodatek) sa wszystkie nieprzywiedlne.

Nie wymaga dowodu.

Lemat. W odwzorowaniu nieprzywiedlnym (przestrzeni zwartej T, na prze-
strzen T,) wnetrza obrazow zbiorow nalezgcych do p-bazy tworzg p-baze w
obrazie.

Twierdzenie. Jesli przestrzen X klasy T, jest obrazem cigglym przestrzeni
uporzgdkowanej zwartej, to jej p-waga jest rowna jej stopniowi oSrodkowosci.

Dowo6d. Przyjmijmy, co — wobec lematu — nie zmniejsza ogdlnosci, ze
X jest obrazem ciggtym przez odwzorowanie nieprzywiedlne f: K -5X z pew-
nej przestrzeni uporzadkowanej zwartej K. Jesli D jest zbiorem gestym w X,
to selektor rodziny zbiordéw f (x), gdzie x € D, jest zbiorem gestym w K (nie-
przywiedlno$¢ f) tej samej mocy co D. Na mocy wczesniejszego twierdzenia
przestrzen K ma p-baz¢ mocy nie wigkszej niz moc D; w rezultacie na mocy
lematu przestrzen X ma p-baze nie przekraczajaca mocy zbioru D. Nierownos¢
przeciwna jest ogélnie prawdziwa.

Tezy tego twierdzenia nie mozna wzmocni¢ tak, by p-wage zastapi¢ wagg (kontrprzyktad:
odcinek podwojonej prostej Sorgenfreya).

Kostki 72" dlam > R, maja, na mocy twierdzenia Hewitta—Marczewskiego—Pondiczery'ego,
stopiefn o$rodkowosci m, a wiec mniejszej niz 2. Tymczasem ich p-waga jest rowna 2". Zatem'*
na mocy dowiedzionego twierdzenia kostki te nie moga by¢ obrazami ciagtymi przestrzeni upo-
rzadkowanych zwartych. Nie daje si¢ tego stwierdzenia przenies¢ na I" z dowolnym wyktadnikiem
nieskonczonym; przeszkodza sa liczby kardynalne nieosiagalne.

Twierdzenie MardeSicia—Papicia. Jesli przestrzen lokalnie spojna T, jest
obrazem cigglym przestrzeni uporzqdkowanej zwartej, to jej waga jest rowna jej
stopniowi osrodkowosci.

Dowod. Niech f: K — X bedzie odwzorowaniem ciggtym (nieprzywiedl-
nym) z przestrzeni uporzadkowanej zwartej na przestrzen lokalnie spojna T,.
Majac podzbior gesty mocy m w przestrzeni X, mamy (por. poprzedni dowdd)
podzbidr gesty D mocy m w K.

Niech % bedzie p-baza w K zlozona z przedzialow o koncach w zbiorze D.
Moc p-bazy B nie przekracza m. Pokazemy, ze sktadowe wypuklosci zbioréw int

180 Tego, ze kostka I" nie ma p-bazy mocy < n dowodzi si¢ tak samo jak nieistnienia w tych

przestrzeniach bazy mocy < n.
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f U ..U W), gdzie {V,..., Vi} sa podrodzinami skonczonymi p-bazy %, tworza
baze w X mocy nie przekraczajacej m.

Istotnie, wymienione wyzej zbiory jako sktadowe zbiorow otwartych w prze-
strzeni lokalnie spdjnej sa otwarte. Ich ilo$¢ nie przekracza m, bo zbiorow f(V; U
... U K} jest nie wigcej niz m, a kazdy taki zbior ma nie wigcej niz m sktadowych,
bo X zawiera podzbidér gesty mocy m.

Niech U bedzie otwarte w X i niech x € U. Dla kazdego punktu y ze zbioru f
(x) wezmy otoczenie otwarte W tego punktu nalezace do B i takie, ze f{cl W) C
U, jesli takie otoczenie istnieje. Jesli takiego otoczenia nie ma, to y jest punktem
skoku y <y’ (lub skoku y' < y) zbioru K. W tym przypadku mamy zbior W = (z,
y], jesli y bedzie nalezat do skoku y' < ).

Okreslone w ten sposob zbiory W pokrywajg caty przeciwobraz ! (x) i (wobec
zawartosci) W, U ... U W, D [ (x) dla pewnej skonczonej ich ilosci. Jest f{cl W,
U... U W) C U. Zauwazmy, ze x € int f(W, U ... U W), bo dla pewnego otoczenia
H punktu x jest /' (H) C W, U ... U W,. Sktadowa punktu x w zbiorze int (W, U
... U W) jest zbiorem otwartym zawartym w U. Dowdd bytby wigc zakonczony,
jesliby wszystkie rozwazane zbiory W, nalezaty do 3.

Jesli zbior W, nie nalezy do B i jest postaci (z, ], gdziey € f!' (x),z€ Diy
jest punktem skoku y < y’ (jesli to bedzie skok y < y’, to postepowanie bedzie
znalogiczne), to zbidr W; powigkszony o zbior W bedacy potodcinkiem [y, z),
gdzie z € D, lub zbiorem jednoelementowym {y'}, jesli ' jest punktem izolowa-
nym w K (wtedy y' € D), tak aby ficl W') U flcl (W, U ... U W))) = Q. Istnienie
takiego zbioru W' wynika z cigglosci odwzorowania f wobec tego, ze f(y") & flcl
WU ..U W) (bo f(y") & U).

Zbiory V; réwne zbiorom W;, jesli te zbiory nalezaty do %, lub rowne zbiorom
W, powickszonym o opisany wyzej sposob, naleza wszystkie do p-bazy %. Skta-
dowa punktu x w zbiorze int f{cl (W, U ... U W), co uzupetnia dowod.

Wynika stad zapowiedziany wczesniej

Whiosek. Obrazy ciggle kontinuum uporzqdkowanych majq ten sam stopien
osrodkowosci co wage.

Obrazy ciggle discontinuow Cantora nazywane sa przestrzeniami diadycznymi, jesli sa .
Ciekawe jest pordwnanie tego zakresu przestrzeni z zakresem obrazow ciaglych przestrzeni
zwartych uporzgdkowanych. N.A. Szanin'®!' dowiodl, ze przestrzen diadyczna uporzqdkowana
Jjest metryzowalna (jest wtedy homeomorficzna z podzbiorem domknigtym prostej rzeczywistej).
Czy dla uzyskania tej tezy wystarczy zalozy¢, ze jest obrazem ciaglym przestrzeni zwartej upo-
rzadkowanej? Poprzednie twierdzenia dawatyby te konkluzje, jesli bytloby wiadomo, Ze przestrzen
diadyczna, ktorej stopien osrodkowosci rowna si¢ wadze, jest metryzowalna. Tak jednak nie jest's2.
Odpowiedz na postawione pytanie jest mimo to twierdzaca.

B'N.A. Szanin: O proizwiedienii topologiczeskich prostranstw. Trudy Mat. Inst. im. Stieko-
wa 24, Moskwa—Leningrad 1948.
182 Przyktadem jest kostka Tichonowa I, gdzie m jest liczba kardynalna nieosiagalna.



Twierdzenie (Mardesi¢—Papi¢, (1962)'%%). Przestrzenie diadyczne sq obrazami cigglymi prze-
strzeni uporzgdkowanych zwartych jedynie wtedy, kiedy sq metryzowalne.

Szkic dowodu. W topologii uporzadkowania waga w punktach nie przekracza liczby Suslina.
Stad wobec zatozonej zwartos$ci dla dowolnych podzbioréw domknietych istniejg bazy ich otoczen
o mocy nie przekraczajqcej liczby Suslina. Stad tez, jesli przestrzen (klasy T,) jest obrazem cigglym
przestrzeni uporzqdkowanej zwartej, to jej wagi w punktach nie przekraczaja jej liczby Suslina.

Liczba Suslina przestrzeni diadycznej jest < 8, (poniewaz na mocy twierdzenia Marczewskie-
20'%* liczba Suslina discontinuéw Cantora jest rowna N,. Stad na mocy twierdzenia Jesienina—Wol-
pina'® waga calosci przestrzeni jest < Ny, a to oznacza metryzowalno$¢ przestrzeni.

Do najbardziej spektakularnych twierdzen z omawianego zakresu naleza
twierdzenia ilustrujace trudno$ci zwigzane z odwzorowaniami kontinuéw upo-
rzadkowanych na produkt dwu kontinuéw uporzadkowanych.

Twierdzenie. Mardesi¢, 1960)%°. Produkt kontinuum uporzqdkowanego
przez odcinek liczb rzeczywistych, bedgcy obrazem cigglym kontinuum uporzgd-
kowanego, ma wtasnos¢ Suslina.

Dowéd. Niech f: C = X x [ bedzie odwzorowaniem ciaglym, gdzie C i X sa
kontinuami uporzadkowanymi, a / — odcinkiem liczb rzeczywistych. W kazdym
zbiorze U x [, gdzie U jest otwarte w X, mamy wartosci otwarto$ci odwzorowy-
wania f. Stad istnienie przedziatu J w C takiego, ze int f{J) jest niepuste. Rzut
p:(f{J)) zbioru f{J) na I zawiera wtedy przedziat odcinka I.

Przypus$émy, a contrario, ze X nie ma wlasnosci Suslina. Istnieje rodzina S
nieprzeliczalna przedziatéw U kontinuum X wzajemnie roztacznych. Przedziaty
J odpowiadajace (w opisany wyzej sposob) przedziatlowi U sa rowniez wzajemnie
roztaczne. Ustalmy baze przeliczalng B na 1. Wobec nieprzeliczalno$ci rodziny
odcinkéw J istnieje element V bazy B taki, ze p,(f(/)) D V dla nieskonczenie
wielu J. Z ciggowej zwartosci kontinuum C wnioskujemy o istnieniu ciggu
zbieznego punktoéw ¢, € C i ciaggu J, odcinkow J (roztacznych), takich, ze ¢, € J
i p/(fi/)) D V. Latwo stwierdzamy, ze ¢ — lim c, jest punktem niecigglosci dla
p: © f; oscylacja w ¢ jest dla odwzorowania p; © f co najmniej taka, jak $rednica
zbioru V.

183 S. MardeS§ié, P. Papié: Diadiczeskije bikompakty i nieprerywnyje otobrazenija uporia-
doczennych bikompaktow. Doktady AN SSSR 143 (1962), s. 529—531.

184 E. Szpilrajn (Marczewski): Remarque sur les produits cartésiens d'espaces topologiqu-
es. Doktady AN SSSR 31 (1941), s. 525—527. Twierdzenie Marczewskiego orzeka, ze discontinua
Cantora D" — niezaleznie od wagi —maja wlasnos¢ Suslina.

185°A.S. Jesienin-Wolpin: O zawisimostni miezdu lokalnym i intiegralnym wiesom w dia-
diczeskich bikompaktach. Doktady AN SSSR 68 (1949), s. 441—444. Twierdzenie Jesienina—
Wolpina orzeka, ze waga przestrzeni diadycznej jest rowna kresowi gornemu wag w punktach.
Dowdd por.: B. Jefimow: Diadiczeskije bikompakty. Trudy Mosk. Mat. Obszczestwa 14 (1965),
s. 211—247, s. 233.

186 S Mardesi¢: Mapping ordered continua onto product spaces. Glasnik Mat.-Fiz i Astro-
nom. 15 (1960), s. 85—89.
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Whiosek. Jesli produkt X % Y kontinuow uporzqdkowanych jest obrazem cig-
glym kontinuum uporzqdkowanego, to kontinua X i Y majq wilasnos¢ Suslina.

Dowdd. Niech f: C — X X Y bedzie odwzorowaniem odpowiadajagcym
zalozeniom. Odwzorowanie C > X x ¥ ' X x [, gdzie g : Y — [ jest odwzoro-
waniem spetniajagcym zalozenia dowiedzionego twierdzenia. Stad na mocy tego
twierdzenia X ma wtasnos¢ Suslina.

Aby wyciagna¢ dalsze wnioski, przypomnijmy nastepujace twierdzenie.

Twierdzenie Kurepy (1950)'%”. Kwadrat przestrzeni uporzqdkowanej nie-
osrodkowej nie ma witasnosci Suslina.

Dowod. Niech X bedzie przestrzenig uporzad- ¢
kowana nieo$rodkowa. Wezmy pod uwage rodziny fr---- S R
trdjek uporzadkowanych zbioru X takie, ze: ef---- - 5

(*) jesli mamy dwie trojkia <b <cid<e<f
nalezace do tej samej rodziny, to elementy jednej leza w b
jednym i tym samym przedziale wyznaczonym przez °[~~" b
punkty drugiej (moze to by¢ przedziat zewnetrzny). ;

Dla tréjek spetniajacych warunek (*) prostokaty f bt d el £1 |
(@,b) x (b, ) 1 (d, e) * (e, f) sa rozkaczne (rys. 59). Rys. 59. Twierdzenie Kurepy

Niech % bedzie tanczuchem ztozonym z rodzin
trojek o wlasnosci (*), uporzadkowanym cze$ciowo przez inkluzje.

Jesli dwie trojki naleza do U £, to nalezg do jednej rodziny o wlasnos$ci (*).
Stad U &£ ma nadal whasno$¢ (*). Na mocy lematu Kratowskiego—Zorna istnieje
rodzina maksymalna tréjek majaca wtasnos$c (*).

Niech ® bedzie tego rodzaju rodzing. Zbiér punktow trojek nalezacych do R
jest nieprzeliczalny, bo jesliby byl przeliczalny, to wobec nieosrodkowosci X ist-
nialby istniatby przedziat wolny od punktéw tych trojek i mozna by wen wstawic
jeszcze jedna trojke, powickszajac R.

Rodzina R jest wigc nieprzeliczalna. Nieprzeliczalna jest tez rodzina prosto-
katow wzajemnie roztgcznych odpowiadajacych trojkom tej rodziny.

Dowiedli§my w ten sposob, ze X x X nie ma wlasnos$ci Suslina.

Whiosek. Jesli istnieje odwzorowanie ciggle odcinka na swoj kwadrat, to
odcinek ten jest osrodkowy, a wiec jest odcinkiem liczb. rzeczywistych.

Dowdd. Przypusémy, ze istnieje odwzorowanie ciggte odcinka uogdlnionego
X na swoj kwadrat X x X. Na mocy twierdzen MardeSicia, X ma wtasnos¢ Susli-
na, skad X x X ma wlasno$¢ Suslina. Wobec twierdzenia Kurepy w przypadku
nieosrodkowosci X dostajemy sprzecznosc.

87 G. Kurepa: La condition de Suslin et une propriété caractéristique des nombres réels. CR
Acad. Paris 231 (1950), s. 1113—1114; The Cartesian multiplication and the celularity. Publ. Inst.
Math. Balgrad 2 (1962), s. 121—132. Podany tu dowod autor zna z pracy P. Simona: 4 note on
cardinal invariant of square. Comm. Math. Univ. Carolinae 14 (1973), s. 205—213.



Widzimy, ze dla odcinkéw uogdlnionych niemetrycznych nie ma odpowied-
nika odwzorowan peanowskich: ta osobliwo$¢ pojawia si¢ jedynie w przypadku
odcinka rzeczywistego.

Oczywiscie kontinuum metryczne lokalnie spojne zawsze ma odwzorowanie
ciggle na swoj kwadrat. Sg wszakze kontinua metryczne — z nieduzym odstep-
stwem od lokalnej spdjnosci — nie majgce odwzorowan na swoj kwadrat'®®,

Twierdzenie MardeSicia zostato p6zniej pochloniete przez nastepujace twierdzenie.

Twierdzenie Treybiga (1964)'®. Jesli produkt dwu przestrzeni T, jest obra-
zem cigglym przestrzeni uporzqdkowanej zwartej, to obie przestrzenie sq metry-
zowalne.

Redukcja dowodu. Niech f: K — X X Y bedzie odwzorowaniem ciggtym
przestrzeni zwartej uporzadkowanej na produkt dwu przestrzeni 7, (nieskonczo-
nych). Przestrzen Y jest wtedy obrazem przestrzeni K przez odwzorowanie K EN
X x Y2 Y Przestrzen Y (nieskonczona) jest ciggowo zwarta'”’, zawiera wigc
zbidr postaci {y} U {yi, ¥2,...}, gdzie y = lim y, i wszystkie punkty y, sa rdzne
od siebie i r6zne od y. Podprzestrzen X ({y} U {yi, ¥s,...}) jest rbwniez obrazem
cigglym przestrzeni uporzadkowanej, mianowicie swojego przeciwobrazu przez
odwzorowanie f 0 py.

Dowdd twierdzenia Treybiga sprowadza si¢ zatem do dowodu nast¢pujacego
prostszego twierdzenia.

Twierdzenie. Jesli f : K — X X N jest odwzorowaniem cigglym przestrzeni
uporzgdkowanej zwartej na produkt X x N, gdzie X jest przestrzeniqg T,, a N
przestrzenig {0} U {1, 1/2, 1/3,...} (ciag zbiezny na prostej wraz z granicg), to
przestrzen X jest metryzowalna.

Dowodd (Debski)?. Zbiory f! (X x {1/n}) sa domknieto-otwarte w K. Kazdy
z nich jest sumg skonczonej ilosci swoich sktadowych wypuktych w K; sktadowe

18 R. Engelking, A Lelek: Cartesian products and continuous images. Coll. Math. 8
(1961), s. 27—29; w pracy podany jest pewien warunek wystarczajacy do mozliwosci odwzoro-
wania kontinuum metrycznego na swoj kwadrat. H. Katsuura: The nonexistence of a continuous
surjection from a continuum onto ist square. Proc. Amer. Math. Soc. 111 (1991), s. 1129—1140;
postawiony jest problem: czy kontinuum nierozkladalne (metryczne) ma zawsze odwzorowanie na
swoj kwadrat? Uwagi na temat odwzorowan przestrzeni na swoj kwadrat zawiera rowniez artykut
A. Lelka: O funkcjach Peany. Prace Mat. 7 (1962), s. 107—140.

18 1. B. Treybig: Concerning continuous images of compact ordered spaces. Proc. Amer.
Math. Soc. 15 (1964), s. 866—871.

190 Twierdzenie o ciggowe]j zwartosci przestrzeni uporzadkowan zwartych (s. 20) nietrudno
przenosi si¢ na ich obrazy ciagle.

PI'W. Debski — dowdd przekazany autorowi w rozmowie. Uogélnienie: W. Debski, W.
Kulpa: 4 short proof that a compact ordered space cannot be mapped onto a nonmetric proeduct.
Proc. Amer. Math. Soc. 82 (1981), s. 312—313.
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te sg zbiorami domknigto-otwartymi, a wigc zwartymi. Niech @, bedzie rodzing
(skoniczong) obrazow, py(f(B)), sktadowych B zbioru f' (X x {l/n}). Rodzina @,
jest pokryciem skonczonym przestrzeni X zbiorami domknigtymi.

Pokazemy, ze jesli x 1 x’ sg r6znymi od siebie punktami zbioru X, to istnieje
n, oraz zbior py(f(B)) nalezacy do @, taki, ze jeden z punktéw nalezy do tego
zbioru, a drugi nie.

Istotnie, przypusémy, ze dla kazdego n punkty x i x' nalezag do pewnego
jednego zbioru px(f(B,)) nalezacego do @,. Z kazdego ze zbiorow B, wezmy po
jednym punkcie b,. Poniewaz przestrzen K jest ciggowo zwarta, wigc z ciggu {b,,
b,,...;} mozna wybra¢ podciag zbiezny. Niech b bedzie granica tego podciagu; dla
uproszczenia, niech sam ciag {b,, b,,...} spelnia warunki dla wspomnianego pod-
ciggu. Poniewaz zbiory B, sg roznymi od siebie sktadowymi wypuktymi zbioru
zwartego w K, wigc dla kazdego ciaggu {b,, b,,...}, gdzie b’, € B,, jest lim b’, = b.
W szczegolnoscei jest tak dla punktéw c, ze zbioréw B, takich, ze py(f(c,) = x.
Wynika stad, ze x = px(f(b)). Podobnie dostaniemy x" = px(f(b)). Jest wiec x =
x"; sprzecznosc.

Z dowiedzionej przestanki wynika, ze jeslix € X, to {x} =N {gw (x, @) : n
=1, 2,..}, gdzie gw(p, 9) oznacza gwiazde punktu p wzgledem rodziny zbioréow
@, tj. sumg tych elementéw rodziny &, do ktorych nalezy punkt x. Wobec tego,
ze @, jest skonczone i sktada si¢ ze zbioréw domknigtych, zbiory gw (x, @,) sa
domkniete. Niech U bedzie otoczeniem otwartym punktu x. Wobec zawartosci X
istnieje n- takie, ze N {gw (x, @) : n< n} C U. Wynika stad, zex € X — U {4
cAe@,n<nix¢g Ay C U.

Widzimy wigc, ze dopelnienia sum skonczonych zbiorow nalezacych do rodzi-
ny @ U @, U ... tworzg baze¢ zbioréw otwartych w X; jest to baza przeliczalna.

Dowiedzione twierdzenie byto wczesniej znane w szczegdlnym przypadku odwzorowan odcin-
kow uogolnionych (cytowana wezesniej praca MardeSicia i Papicia, 1960). Juz z tej prostszej
wersji wynika, ze produkt odcinka rzeczywistego przez jakikolwiek odcinek uogolniony niemetrycz-
ny, np. przez dtugi odcinek'?, nie jest obrazem cigglym Zadnego odcinka uogélnionego. Produkty
te sa kontinuami lokalnie tukowo spdjnymi klasy 7> i to o bardzo prostej budownie, co przekonuje
jeszcze w inny sposob o niemozliwos$ci przeniesienia twierdzenia Hahna—Mazurkiewicza na
zakres kontinu6w niemetrycznych.

Innym szczeg6lnym przypadkiem jest dowiedzione wczedniej twierdzenie MardeSicia orze-
kajace, ze jedynymi odcinkami uogolnionymi majgcymi odwzorowania ciggte na swoj kwadrat sq
odcinki prostej rzeczywistej.

Otwartymi dotad zagadnieniami sg charakteryzacje topologiczne (wewngtrzne) obrazow
cigglych odcinkow uogdlnionych (jesli te obrazy sa klasy 7>) oraz obrazéw ciagtych przestrzeni
topologicznych zwartych, jesli sa one kontinuami 75 lokalnie spojnymi'”®. Jak pokazat Treybig
i niezaleznie J. Nikiel'”, te dwa zakresy obrazow ciagtych pokrywaja sie.

192.G.S. Young: Representations of Banach spaces. Proc. Amer. Math. Soc. 13 (1962), s. 667—
668 (dowod, ze [0, 1] % [0, w:} nie jest obrazem cigglym przestrzeni zwartej uporzadkowanej).

195 S. Mardes$i¢: On the Hahn—Mazurkiewicz problem in non-metric spaces. Proceedings of
the Second Prague Symposium 1966, Praga 1967, s 248—255.

94 L.B. Treybig: 4 characterization of spaces that are the continuous image of an arc. Topo-
logy and its Appl. 24 (1986); J. Nikiel: Images of arcs — a nonseparable varsion of the Hahn_Ma-



Nie wystarczy dotaczy¢ — do zalozenia lokalnej spojnosci — zatozenia tukowej spdjnosci,
aby kontinuum 75 byto obrazem cigglym kontinuum uporzadkowanego. Przyktadem jest — wobec
twierdzenia Treybiga — produkt dwu kontinuéw uporzadkowanych, z ktérych jedno nie jest
metryczne. Jednakze — jak dowiddt J. Nikiel™ — kontinua 7, dziedzicznie lokalnie spdjne sa
obrazami cigglymi kontinuéw uporzadkowanych.

W zakresie niemetrycznym lokalna spdjno$¢ nie pocigga tukowej spojnosci. Pierw-
szy przyktad pokazujacy niemozliwos$¢ przeniesienia twierdzenia Mazurkiewicza—
Moore'a na kontinua niemetryczne pochodzit od Mardesicia (1960), ktory pdzniej,
w 1967 roku, korzystajac z hipotezy continuum, podat przyktad bardziej skrajny,
a mianowicie kontinuum lokalnie spdjnego 7, nie zawierajacego tukow'*.

Mozliwie prosty przyktad podali Cornette i Lehman'”’. Jest to kontinuum
lokalnie spdjne klasy 7, budowane jako przeciwobraz odcinka [0, w,].

Konstrukeja (Cornette—Lehman). Niech J bedzie dfugim odcinkiem, t;.
zbiorem liczb porzadkowych { < w,, ktorego skoki sg zapetnione odcinkami liczb
rzeczywistych, z dodanym na koncu punktem w;, z topologia wyznaczong przez
uporzadkowanie. Zilustrujmy dtugi odcinek liniowo jako o$ odcietych (por. rys. 60).

W produkcie J x [—1, 1] wezmy pod uwage podzbior X ztozony z odcinkoéw
Ex[-1, 1], 0 < & < w, oraz z zageszczajacych sie do odcinkow {& + 1} x [-1,1]
sinusoid y = sin (n/(1 — #) nad kazdym z pétodcinkéw 0 < ¢ < 1 taczacym w J
punkty §i & + 1.

1

-1 /

Rys. 60. Kontinuum X nie jest lokalnie spdjne w punktach odcinkow {&+ 1} x [-1,1]

zurkiewicz theorem. Fund. Math. 129 (1987), s. 91—120. Charakteryzacje wewnetrzng obrazow
ciagglych przestrzeni zwartych uporzadkowanych podata ostatnio M.E. Rudin (2000), preprint.

195 J. Nikiel: The Hahn-Mazurkiewicz theorem for hereditarily locally connected continua,
Wroctaw 1988, preprint.

% S. Mardes$i¢: On the Hahn—Mazurkiewicz theorem in metric spaces. Proc. Amner. Math.
Soc. 11 (1960), s. 921—937; S. Mardesic: 4 locally connected continuum whiuch contains no
proper klocally connected subcontinuum. Glasnik Mat. 2 (1967), s. 167—178.

Y7 J.L. Cornette, B. Lehman: Anothre locally connected not connected by ordered conti-
nua. Proc. Amer. Math. Soc. 35 (1972), s. 281—284. Niedawno S.A. Drozdowski podat przyktad
kontinuum 75 lokalnie spdjnego, nie tukowo spdjnego, ktore ma baze zbioréw otwartych o brzegach
przeliczalnych. S.A. Drozdowski: Primier perifericzeski sczetnogo lokalno swiaznogo kontinu-
uma, nie jawlajuszczegosia liniejno swiaznym. Mat. Zamietki 65 (1999), s. 659—666. Kontinua
majace bazy zbiorow otwartych o brzegach skonczonych sg dziedzicznie lokalnie spdjne i sa wobec
wspomnianego na s. 115 twierdzenia Nikla, obrazami ciagtymi kontinuéw uporzadkowanych.
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Zbidr X z topologia dziedziczong z produktu J x [—1,1] jest kontinuum. Utworz-
my produkt X x [0,1]. Linie sinusoidalne stajg si¢ teraz wstegami sinusoidalnymi
zageszcezajacymi si¢ do prostokatow P:., = {& — 1} x [0,1] x [-1,1]. Kontinuum X
x [0,1] nie jest lokalnie spdjne w punktach prostokatow P.. .

W prostokatach P.., = { — 1} x [0,1] x [-1,1] wezmy pod uwage podzbiory
przeliczalne D, = {d,, d.,...} ggste, majace rzuty na prostokat [-1,1] x [0,1], roz-
faczne i takie, ze w D, nie ma dwu punktéw o tej samej wspotrzednej z osi [0,
1] (dowdd istnienia rodziny zbioréow D, przebiega bez przeszkod przez indukcje
pozaskonczong zbiorze liczb & < w)).

Z kazdego punktu d; zbioru D, wystawmy odcinek L: réwnolegty do osi J,
ktorego rzut na o$ J jest pododcinkiem [1 — 1/n, 1] odcinka od & do § + 1. Po
dotaczeniu tych odcinkow do X x [0, 1] dostajemy kontinuum Y, ktore jest juz
lokalnie spojne w punktach prostokatow P:.,, & < w,. Dowod ilustruje rys. 61
ukazujacy rzut na J x [—1, 1].

W punktach prostokatow P, gdzie
& jest graniczne, kontinuum Y nie jest ﬂ m
lokalnie spojne. Budujemy nowe kon- L&
tinuum Z, ktére powstaje z Y przez
utozsamienie w kazdym prostokacie P,
gdzie & jest graniczne, punktow maja-
cych te sama wspotrzedng na osi [0, /

1]. Po tych utozsamieniach prostokaty
P, przechodza w odcinki w naturalny
sposob homeomorficzne z odcinkiem \J

1
1
1
1
[
I
1
1
1
H
1
1
[
1
I

[0, 1].
Kontinuum Z (ktére jest 7,, bo £
rozbicie przestrzeni Y prowadzace do  Rys. 61. Kontinuum Cornette'a—Lehman
wspomnianego utozsamienia jest pol-
ciggle gornie) jest lokalnie spojne we wszystkich punktach. Pokazemy, ze punkt
majacy J-ta wspotrzedng rowna w, nie ma w Z potaczenia tukiem uogdlnionym
z punktem J-tej wspotrzednej roéwnej 0.
W potrzebnym dla tego dowodu lemacie J nadal oznacza dtugi odcinek [0,
], a I odcinek liczb rzeczywistych.

Lemat. Jesli h : C — J X [ jest odwzorowaniem cigglym z kontinuum upo-
rzqdkowanego C = [a, b] takiego, ze h(a) € {0} *x I, h(b) € {w,;} X I, a punkt
b jest jedynym punktem, w ktorym h przyjmuje wartos¢ na zbiorze {w,} * I, to
isntieje o« 0= < w,, takie, ze na odcinku (o~ ;] zbior wartosci odwzorowan h
lezy na odcinku y = y« = p(h(b)), znaczy to, ze odwzorowanie p; o h : C — [0, 1]
przyjmuje wartos¢ statq p(h(b)) na pewnym przedziale wokot b.

Dowoéd. Niech U, D U, D ... bedzie bazg w punkcie y: = p,(h(b)).
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Rys. 62. Odwzorowania p; © h

Wobec cigglosci istnieje otoczenie V, wokodt punktu b takie, ze p,(h(V,)) C U,,
z czego wynika, ze dla kazdego n istnieje a,, a, < w,, takie, ze h(V,) C (a,, o]
x U,. Niech a- = sup o« Oczywiscie, a= < w,. Na przeciwobrazie 4™ ([0, @] X
1) odwzorowanie jest stale, rowne y.. Nad odcinkiem (a-, w,] zbior wartosci lezy
na prostej y = y-.

Wracamy do kontinuum Z. Niech C bedzie tukiem uogdlnionym [a, b],
a g: C — Zdrogg taczaca w Z punkty g(a) o J-tej wspotrzednej 0 z punktem
g(b) o J-tej wspotrzednej w,. Zalozymy, ze poza b nie ma na C punktu o J-tej
wspolrzednej w,. Na mocy lematu odwzorowanie p o g : C — [0, 1] jest state na
pewnym koncowym odcinku V odcinka C = [a, b].

Znaczy to, ze wartos$ci odwzorowania g : C — Z leza nad pewnym odcinkiem
(o, ] W plaszczyznie y = y. = p,(g(h)). Wobec doboru punktow, z ktorych
wystawione byty odcinki czynigce kontinuum Z lokalnie spdjnym na ptaszczyz-
nie y = y» nie ma tego rodzaju odcinkow. Odwzorowanie g| V : V' — Z jest wiec
odwzorowaniem odcinka uogélnionego na odcinek liczb rzeczywistych [—1, 1],
nie majacym przedzialow statosci.

Tego rodzaju odwzorowan nie ma z uwagi na nast¢pujace, majace wiasne
znaczenie, twierdzenie.

Twierdzenie (Pearsona 1976)"*. Odcinek uogolniony majgcy odwzorowanie
ciggle bez przedziatow statosci w odcinek liczb rzeczywistych jest odcinkiem liczb
rzeczywistych.

Dowodd. Niech f: [a,b] — [0, 1] bedzie odwzorowaniem odcinka (uogélnione-
g0) [a, b] w odcinek liczb rzeczywistych takim, ze f! (f) jest catkowicie niespojne
dla kazdego ¢. Pokazemy, ze [a, b] zawiera zbidr przeliczalny gesty, co wystarczy,
wobec twierdzenia Cantora (Wyktad I), do uzyskania tezy.

Niech 3 bedzie bazg zbiorow otwartych na [0, 1]. Dla kazdej pary P = {U,
U'} zbiordéw z bazy B takich, ze U’ C U, i ich przeciwobrazow ! (U') i f! (U),
rozwazmy przedziaty otwarte V7 ,..., Vi na [a, b] takie, ze £1 (U") C Vi U Vi,
U ' (U). Kofice przedziatow V7 ,..., Vi, biorac pod uwage wszystkie pary P,
tworza zbior (przeliczalny) gesty w [a, b], co jest oczywiste, jesli wzia¢ pod
uwage to, ze przeciwobrazy punktéw majg wnetrza puste.

18 B.J. Pearson: 4 metrization theorem for ordered continua. Glasnik Mat. 11 (1976),
s. 131—133.
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Wyklad VIII. Dendryty

Dziedziczna lokalna spojnos¢ i dziedziczna jednosprzegtowos¢ dendrytow * Punty roz-
gatezienia * Podbaza zlozona z odgatezien * Metryzowalno$¢ dendryttow rownowazna
ich osrodkowosci * Kofice * Retrakcje monotoniczne * Twierdzenie o punkcie statym

Kontinuum X jest nazywane dendrytem, jesli dla kazdych dwu jego punktow
a i b istnieje w nim punkt ¢, ktéry rozspaja miedzy a i b, tzn. istnieje taki punkt c,
ze X — {c} = U U V, gdzie Ui V sa otwarte, roztaczne i takie, zea € Ui b € V.

Tradycyjnie nazwa dendrytéw obejmuje si¢ jedynie dendryty metryczne, dla
dendrytéw niemetrycznych przeznaczajac inne nazwy, np. drzewa.

Podane tu okreslenie dendrytow'*’, chociaz proste, nie uwidacznia ich budowy.

Okaze sig, ze dendryty sa lokalnie spdjne, a doktadniej, ze sa tym samym co
kontinua 7, dziedzicznie lokalnie spdjne, w ktorych kazde dwa punkty dajg si¢
potaczy¢ doktadnie jednym tukiem majacym konce we wspomnianych punktach,
co odpowiada wlasnosci tradycyjnie stuzacej za okreslenie dendrytow metrycz-
nych (Menger, 1932) jako kontinuéw (metrycznych) lokalnie spdjnych, nie
zawierajacych krzywych zwyktych zamknietych?.

Wsrdd wiasnoscei okreslajacych dendryt nie wymienia si¢ zadnej wlasnosci
oddzielania, ale warunek 7, — co tatwo zauwazy¢é — zawarty jest w okresleniu
dendrytu.

To, ze tuki sq dendrytami, jest oczywiste.

Dendryty maja wiele wlasnosci formalnych wspélnych z tukami i s3 obrazami
ciagtymi tukoéw przez szczegoélnego rodzaju odwzorowania. Teoria dendrytow
jest zamknietym podrozdzialem teorii kontinudw. Na dendryty przechodzi wiele
twierdzen z teorii kontinuéw uporzadkowanych?’!, mimo ze, wylaczajac tuki, nie
sg one porzadkowalne.

99 G.T. Whyburn: Analytic topology, s. 88; L.E. Ward: 4 note on dendrites and trees, Proc.
Amer. Math. Soc. 5 (1954), 992—994. Ksigzka Whyburna jest najbardziej kompletnym zrédlem
twierdzen o dendrytach.

200 K. Menger: Kurventheorie (rozdz. 10 Die Baumkurven). Berlin—Leipzig 1932. Sposrod
wielu prac wezesniejszych wymienimy cytowana juz pracg K. Zarankiewicza (1927).

201 Na temat problemow zwigzanych z krotno$cig odwzorowan cigglych podwyzszajacych
wymiar dendrytu (temat z rozdziatu o odwzorowaniach peanowskich) por. W. D¢bski i J. Mio-
duszewski: Conditions which ensure that a simple map does not raise dimension. Coll. Math. 63

124 (1992),s. 173—185.



Typowym przyktadem dendrytu jest froid — kontinuum bedace suma trzech
tlukéw (nie redukujacych sie¢ do punktéw) majacych dokladnie jeden punkt
wspolny bedacy ich koncami (rys. 28). Okrag i kontinua zawierajace okrag nie
sa dendrytami.

Ogo6lne wtasnosci

Wiasnos$¢ okreslajaca dendryty przenosi si¢ na podzbiory spojne dendrytow,
w szczegodlnosci na podkontinua. Zatem:

1. Podkontinua dendrytow sq dendrytami.

Przypomnijmy, Ze jezeli kontinuum (klasy T,) nie jest lokalnie spdjne, to, jak
wiemy z konca Wyktadu VI, znajduja si¢ na nim dwa punkty, takie ze zaden punkt
nie rozspaja kontinuum mig¢dzy nimi. Wnosimy stad, ze

2. Dendryty sq lokalnie spojne,
skad, wobec 1, wnosimy, ze
3. Dendryty sq dziedziczone lokalnie spojne,

a stad dalej, ze kazde kontinuum nieprzywiedlne w dendrycie jest tukiem. Wobec
twierdzenia o istnieniu kontinuéw nieprzywiedlnych, wnosimy, ze

4. Dendryty sq tukowo spojne — a wobec 1 — dziedzicznie tukowo spojne.
Prawda jest wigcej, a mianowicie, ze

5. Kazde dwa punkty dendrytu lezq na doktadnie jednym tuku majgcym konce
w tych punktach.

Dowdd. Przypusémy, ze w dendrycie sg dwa rozne od siebie tuki, ktorych
koncami sg punkty a i b. Istniejg wtedy punkty p i ¢ nalezace do obu tukow
takie, ze odcinki tych tukéw miedzy punktami p i ¢ nie maja juz, oprocz p i g,
punktow wspolnych. Wtedy zaden punkt dendrytu nie moglby rozspaja¢ miedzy
p 1q; sprzecznosc.

Jedyny tuk taczacy w danej przestrzeni punkty a i b, majacy konce w tych
punktach, oznaczamy przez [a, b].

6. Kazdy punkt tuku [a, b] zawartego w dendrycie X, rozny od a i b, rozspaja
X miegdzy a i b.

Dowdd. Niech ¢ € [a, b] — {a, b}. Jesliby punkty a i b nalezaty do tej same;j
sktadowej zbioru X — {c}, to istniatby tuk taczacy je w X — {c} (twierdzenie
Mazurkiewicza—Moore'a). Poniewaz ten tuk omija punkt ¢, wigc jest rézny od
tuku [a, b]; sprzeczno$é z twierdzeniem 5.

DowiedliSmy w ten sposob, ze dendryty sq kontinuami klasy T,, dziedzicznie
lokalnie spojnymi, w ktorych kazde dwa punkty polgczone sq doktadnie jednym
tukiem.
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Twierdzenie to daje si¢ odwrocic.

Twierdzenie 122, Jesli kontinuum (klasy) T, jest (1) dziedzicznie lokalnie
spojne i (2) kazde dwa punkty sqg w nim koncami co najwyzej jednego tuku, to
kontinuum to jest dendrytem, doktadniej: jesli a i b sq punktami tego kontinuum,
to kazdy punkt tuku [a, b] rozspaja kontinuum miedzy a i b.

Dowod. Niech X bedzie kontinuum klasy 7, o wtasnosciach (1) i (2). Niech ¢
bedzie punktem tuku [a, b] r6znym od a i b (istnienie tuku wynika z dziedzicznej
lokalnej spojnosci). Jesliby zbior X — {c} byl spdjny, to wobec twierdzenia Wilde-
ra (Wyktad V1, s. 84) istniatoby kontinuum taczace w X — {c} punkty a i b. Wobec
dziedzicznej lokalnej spojnosci (1), w X — {c} istniatby tuk taczacy a i b (tym
hukiem byloby kontinuum nieprzywiedlne zawarte w juz istniejagcym) i bylby to
tuk inny niz [a, b]. Przeczytoby to wlasnosci (2).

Dowiedzione twierdzenie wraz z przedtem dowiedzionymi stwierdzeniami
1—S5 orzeka, ze wlasnosci (1) 1 (2) charakteryzuja dendryty w zakresie kontinuow
7.

W zakresie kontinuow metrycznych zatozenie (1) z twierdzenia mozna oslabi¢
do lokalnej spdjnosci, ale wtedy w dowodzie zamiast z lematu Wildera trzeba
skorzysta¢ z dalej idacego twierdzenia Mazurkiewicza—Moore'a. W ogdélnym
zakresie kontinuow 7, zatozenie lokalnej spojnosci nie wystarczy.*”

Biorac pod uwagg to, ze w kontinuach metrycznych z istnienia wigcej niz jed-
nego tuku taczacego dwa punkty wynika istnienie krzywej zwyklej zamknigte;j,
dostajemy nastepujacy wniosek.

Wniosek. Jesli kontinuum metryczne lokalnie spojne nie zawiera krzywej
zwyklej zamknietej, to jest dendrytem.

Podzbiory dendrytow
7. Podzbiory spojne dendrytu sq tukowo spdjne.

Dowdd. Jesli 4 jest podzbiorem spojnym dendrytu X, punkty a i b za$ naleza
do 4, to tuk [a, b] jest zawarty w A, bo inaczej punkt ¢ tego tuku nie nalezacy do
A, rozspajajac cate X miedzy a i b, rozspajatby zbior 4 (miedzy tymi punktami),
co wobec ¢ € A, jest niemozliwe.

8. Przekroj dwu podzbiorow spojnych dendrytu jest spojny.

Dowdd. Jesli a i b sg punktami takiego przekroju, to tuk [a, b] je taczacy jest
zawarty w jednym i w drugim zbiorze (co wynika ze stwierdzenia 6), a wigc jest
zawarty w tym przekroju. Dowodzi to spojnosci przekroju.

202 Twierdzenie pochodzi z pracy K. Mengera: Uber regulire Baumkurven. Math. Ann. 96
(1927), s. 576—582. Por. rowniez Kurventheorie tegoz autora.
203 Na temat dendrytéw w zakresie niemetrycznym patrz artykut przegladowy L.E. Warda:
Recent development in dendritic spaces and related topics. Studies in Topology, 1975, s. 601—607;
por. rowniez G.R. Gordh, Jr., L. Lum: Monotone retracts and some characterization of dendrites.
126  Proc. Amer. Math. Soc. 59 (1976), s. 156—158.



Kontinuum, w ktorym przekrdj dowolnych dwu podkontinuéow dajacych
w sumie catos¢ jest spojny, nazywane jest jednosprzegtym.

Twierdzenie 8 orzeka (z naddatkiem), ze dendryty sq jednosprzegte.

Okrag nie jest jednosprzegly. Jednosprzegglos¢ nie jest wlasnoscia wytacznie
dendrytow: kwadrat ptaski jest jednosprzegly (co nie jest oczywiste: por. rozdz.
10 Topologie Il K. Kuratowskiego), ale jest jednosprzegla sinusoida zagesz-
czajacy si¢ do odcinka.

Z twierdzenia 7, wobec 1, wynika jednosprzegtos¢ kazdego podkontinuum
dendrytu, tj. dziedziczna jednosprzegtosé. Kwadrat plaski nie jest dziedzicznie
jednosprzegly, ale sinusoida zageszczona jest dziedzicznie jednosprzegta.

Dowiedzione dotad twierdzenia skltadajg si¢ na wniosek, wedlug ktérego
kontinuum klasy T, dziedzicznie lokalnie spojne i dziedzicznie jednosprzegte jest
dendrytem. Ale prawdg jest wigce;j.

Twierdzenie. Kontinuum klasy T, lokalnie spdjne i dziedzicznie jednosprze-
gle jest dendrytem.

Dowodd. Niech X bedzie kontinuum klasy 7; lokalnie spojnym i dziedzicznie
jednosprzegtym. Niech @ i b beda punktami kontinuum X. Niech C bedzie kon-
tinuum nieprzywiedlnym miedzy a i b zawartym w X. Niech ¢ bedzie punktem
kontinuum C r6znym od a i b. Punkt ¢ rozspaja X migdzy a i b.

Jesliby tak nie bylo, to a i b nalezaloby do tej samej sktadowej zbioru X {c}, ktéra
(wobec lokalnej spojnosci X) jest obszarem. Na mocy twierdzenia Wildera (Wyktad
V1, s. 84) istnieje kontinuum K laczace poza punktem c rowniez punkty a i b. Wobec
dziedzicznej jednosprzegtosci przekroj C N K jest kontinuum. Jest to kontinuum
zawarte w C 1 r16zne od C (bo ¢ € C N K); sprzecznos¢ z nieprzywiedlnoscig C.

Wynikanie odwrotne byto dowiedzione wczesniej. Dostaje si¢ w ten sposob
charakteryzacj¢ dendrytow jako kontinudéw 7, lokalnie spdjnych i dziedzicznie
jednosprzegltych?*,

Na temat przestrzeni spdjnych — bez zaktadania ich zwarto$ci — o tej wlasnosci, jaka maja

na mocy okreslenia dendryty; por. ksigzki H. Koka i A.E. Brouwera, artykut przegladowy L.E.
Warda oraz prace WW Proizwotowa (1969, 1970)%".

Nietrudne sg dowody nast¢pujacych dwodch twierdzen:

9. Jesli w kontinuum dziedzicznie jednosprzeglym obszary sq semikonttinuami
(kazde dwa punkty mozna potaczy¢ za pomoca kontinuum), to przekroj kazdych
dwu obszarow jest obszarem.

10. Jesli w kontinuum lokalnie spojnym T, przekroj dwu obszarow jest obsza-
rem, to kontinuum jest dziedzicznie jednosprzegle.

204 L.E. Ward: Mobs, trees, and fixed points. Proc. Amer. Math. Soc. 8 (1957), s. 798—804.

205 H. Kok: Connected orderable spaces. Mathematical Centre Tracts 49, Amsterdam 1974;
A.E. Brouwer: Treelike spaces and related connected topoligical spaces. Mathematisch Centrum
Amsterdam 1967.

127



Z twierdzen 9 i 10 wynika (biorac pod uwage lemat Wildera), ze w zakresie
kontinuow lokalnie spojnych T, dziedziczna jednosprzegtosé jest rownowazna
temu, ze przekroj dwu obszarow jest obszarem.

Wiemy, ze kontinua 7, lokalnie spdjne i dziedzicznie jednosprzegle sa den-
drytami. JN. Simone?°® wykazal, ze kontinua klasy 7, dziedzicznie lokalnie
spojne 1 jednosprzegle sa dendrytami.

Punkty rozgatezienia

Punkt x jest punktem rozgatezienia kontinuum X, jesli X — {x} =U U VU W
sg zbiorami otwartymi, niepustymi i rozlagcznymi (to samo mozna wypowiedzie¢
inaczej: kontinuum X ma w punkcie X wigcej niz jeden rozpad na dwa zbiory
otwarte, niepuste i roztaczne). Typowym przyktadem punktu rozgatezienia jest
wierzcholek trojnogu, czyli jedyny punkt wspolny trzech odcinkow sktadajacych
si¢ na triod.

11. Jesli punkt jest wierzchotkiem triodu zawartego w dendrycie, to jest punk-
tem rozgalezienia dendrytu.

Dowod. Jesli x jest wierzchotkiem triodu [a, x] U [b, x] U [c, x] zawartego
w dendrycie X, to punkty a, b i ¢ nalezg do ré6znych sktadowych zbioru X — {x},
jesliby np. punkty a i b nalezaty do jednej sktadowej zbioru X — {x}, to tuk [a, &]
je taczacy zawarty bylby w tej skladowej, tymczasem tukiem taczacym a i b w
dendrycie (jest tylko jeden taki tuk) jest tuk [a, x] U [x, b] majacy punkt poza ta
sktadowa. Rozpad zbioru X — {x} na trzy zbiory otwarte dostaniemy, biorac, np.
sktadowa punktu a, sktadowa punktu b i dopetnienie ich sumy w X — {x}.

Pomijamy tatwy dowod implikacji odwrotne;.
Teraz juz nietrudno dowies¢, ze:

12. Dendryt nie majgcy punktow rozgatezienia jest tukiem.

Dowod. Niech a i b beda dwoma punktami, z ktoérych zaden nie rozspaja
dendrytu X. Ich istnienie zapewnia twierdzenie Moore'a z Wyktadu V. Niech [a, D]
bedzie jedynym tukiem taczacym w X punkty a i b. Pokazemy, ze [a, b] = X.

Przypusémy, ze tak nie jest i wezmy punkt x dendrytu X spoza [a, b]. Na
mocy uwagi po twierdzeniu 8, tuk [a, x] przecinatby si¢ z [a, b] wzdtuz pewnego
tuku [a, c]. W przypadku ¢ = a (lub ¢ = b) punkt a (lub punkt b) rozspajatby
dendryt na mocy 6. W przypadku a # ¢ # b punkt ¢ bylby punktem rozgalezienia,
na mocy 8. Oba przypadki sg przy naszych zatozeniach niemozliwe.

Jesli a i b sg punktami dendrytu, to przez (a, b) bedzie oznaczony tuk [a, b]
po odjeciu koncow.

206 JN. Simone: 4 characterization of hereditarily locally connected unicoherent continua,
128  Glasnik Matematicki 15 (1980), s. 203—207.



13. Jesli na (a, b) nie ma punktow rozgalezienia dendrytu, to (a, b) jest pod-
zbiorem otwartym dendrytu.

Dowo6d. Niech X bedzie dendrytem. Niech G bedzie skladowa punktu b
w zbiorze X — {a} i niech H bedzie sktadowg punktu a w zbiorze X — {b}. Przekroj
G N H jest obszarem (wynika to ze stwierdzenia nr 9) i zawiera zbior (a, b).
Pokazemy, ze G N H = (a, b), co zakonczy dowod.

Niech ¢ € G N H — (a, b). Poniewaz G N H jest obszarem, wigc kazdy punkt
na (a, b) daje si¢ polaczy¢ z punktem ¢ tukiem zawartym w G N H. Niech x
bedzie pierwszym, liczac od ¢, punktem na takim tuku nalezacym do (a, b).
Zbior [c, x] U [a, b] jest trojnogiem o wierzchotku x. Stad, punkt x jest punktem
rozgalezienia dendrytu wbrew zatozeniu, ze na (a, b) takich punktow nie ma.

Oczywiste jest odwrdcenie tego stwierdzenia.

Dendryty metryczne majq co najwyzej przeliczalnie wiele punktow rozgate-
zienia.

|
RN

Rys. 63. Dendryt, ktérego zbidr punktéw rozgalezienia
jest gesty

Wynika to z ogdlnego twierdzenia o punktach rozgalezienia kontinuéw
metrycznych z Wyktadu V. Nietrudno wszakze o dendryty (metryczne), ktorych
zbidr punktow rozgatezienia jest gesty w calosci (rys. 63).

Topologia dendrytu

Jesli X jest dendrytem, to sktadowe zbiorow X — {p}, p € X — nazywane
odgatezieniami w p — jako sktadowe zbioréw otwartych w przestrzeni lokal-
nie spdjnej sg otwarte. Zbiory te generuja topologie dendrytu. Ale wiecej mowi
nastepujace

Twierdzenie. Jesli D jest podzbiorem gestym dendrytu X, to skladowe zbio-
row X — {p}, gdzie p przebiega zbor D i zbior B punktow rozgaltezienia dendrytu
X, generujq topologie w X.

Dowodd. Niech U bedzie otwarte w X i niech x € U. W punktach p € U N
(D U B) wezmy pod uwage te sktadowe zbiorow X — {p}, do ktorych punkt x
nie nalezy. Sktadowe te — jak juz zauwazyliSmy — sg otwarte. Pokazemy, ze
pokrywaja zbior X — U.
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Istotnie, jesli y € X — U, to na tuku [x, y] jest punkt z taki, ze tuk [x, z]
jest zawarty w U. Na tuku [x, z] sa punkty zbioru D, jesli nie ma tam punktow
rozgatezienia. Niech p bedzie punktem tuku [x, z] nalezacym do D U B. Punkt p
rozspaja miedzy x i y, wiec y nalezy do pewnej sktadowej zbioru X — {p}.

Wobec zwartosci zbioru X — U skonczona ilo§¢ wspomnianych sktadowych
zbioréow X — {p} pokrywa X — U, a przekrdj tych sposréd nich, do ktérych nalezy
punkt x, jest otoczeniem otwartym punktu x zawartym w U.

Wiemy (Wyktad V), ze jesli kontinuum zawiera podzbior ggsty mocy m, to
moc zbioru jego punktow rozgatezienia nie przekracza m. Stad moc sumy obu
tych zbiorow nie przekracza m, tzn. ze nie przekracza gestosci. Z dowiedzionego
twierdzenia dostajemy

Whniosek?"". Dla dendrytow waga < stopien oSrodkowosci.

Nieréwnos$¢ przeciwna jest ogdlnie prawdziwa. Stad w zakresie dendrytow
metryzowalnosé jest rownowazna ich osrodkowosci.

Dendryty zachowujg si¢ wiec pod tym wzglgdem jak obrazy ciagle odcinkdéw
uogolnionych.

Dendryty sa obrazami ciagglymi odcinkéw. Dla dendrytéw metrycznych wynika to juz z ich
lokalnej spojnosci (twierdzenie Hahna—Mazurkiewicza) ogdlnie wynika to z dziedzicznej lokalne;j
spojnosci dendrytow (J. Nikiel (1988), por. uwaga w Wyktadzie VII, przypis 193).

Ale niezaleznie od tych ogélnych twierdzen znane sa specyficzne konstrukcje pochodzace jeszcze
od Mengera i przeniesione pdzniej na dendryty niemetryczne, w ktérych — przy odwzorowaniach z
okregow — punkt dendrytu przyjmowany jest tyle razy, na ile skladowych punkt rozspaja dendryt.

Od Eberhardta pochodzi nastepujace twierdzenie metryzacyjne: jesli dendryt ma wltasnosé
Suslina, wszystkie tuki w nim zawarte sq osrodkowe i ilos¢ jego punktow rozgatezienia jest co naj-
wyzej przeliczalna, to jest osrodkowy, wiec metryzowalny. Wskazowka: tuki bez konicoéw, na ktorych
dendryt nie ma punktéw rozgat¢zienia, sa zbiorami otwartymi (por. twierdzenie wyzej)>*.

Jesli opusci¢ zatozenie o przeliczalno$ci zbioru punktéw rozgatezienia, to twierdzenie staje si¢
réwnowazne hipotezie Suslina®”.

Istniejg dendryty dowolnej wagi, ktorych wszystkie tuki sa osrodkowe, np.
suma odcinkéw w kostce Tichonowa taczacych punkt O z punktami o jednej
wspotrzednej niezerowe;.

07 C. Eberhart: Metrizability of trees. Fund. Math. 65 (1969), s. 43—50; G.G. Miller:
Dendpritic continua. Doctoral Dissertation, University of Missouri, Kansas City 1968. Ogolniejsze
ujecie (zwarto$¢ zastapiona jest peryferyjng zwartoscig) mozna znalez¢ u WW. Proizwotowa:
O pierifiericzeski kompaktnych drewowidnych prostranstwach. Doktady AN SSSR 189 (1969),
S. 724—729; O nasledstwiennoj i kolektiwnoj normalnosti pierifiericzeski kompaktnogo driewo-
widnogo prostranstwa, Doktady AN SSSR 193 (1970), s. 1000—1003.

208 Zatozenie o przeliczalno$ci zbioru rozgatezien mozna zastapi¢ zatozeniem wihasno$ci
Suslina. B.J. Pearson: Dendritic decompositions of generalized closed curves. Coll. Math. 38
(1978), s. 197—212; por. takze prace przegladowa J. van Milla i E. Wattela: Dendrons, rapport
156, Vrije Universiteit, Amsterdam 1980.

209 3. van Mill, E. Wattel: Souslin dendrons, rappport 67, Vrije Universiteit, Amsterdam
1977.



Z ostatnio dowiedzionego twierdzenia mozna wydostac jeszcze jeden szczegot:
14. Jesli punkt nie rozspaja dendrytu, to odgalezienia, do ktorych nalezy,
tworzq baze otoczen wokol tego punktu.

Dowod. Niech U bedzie otoczeniem otwartym punktu x. Na mocy dowie-
dzionego twierdzenia istnieje zbidr V bedacy przekrojem skonczenie wielu odga-
fezien w punktach w punktach a,,..., a, — oczywiscie r6znych od x — taki ze x €
V C U. Luki [a, x],..., [a, x] maja tuk wspolny [a, x] zawarty w V. Na tuku [a, x]
sa punkty rozgatezienia dendrytu badz punkty ustalonego zbioru gestego. Niech
W bedzie odgalezieniem w ktérymkolwiek z punktéw. Mamy x € W C V C U.
Przestrzen jest nazywana superzwartg®’, jesli jej topologia jest generowana przez rodzing
zbiorow otwartych taka, ze kazde pokrycie ztozone z elementow tej rodziny zawiera pokrycie
dwuelementowe. Przestrzen superzwarta jest zwarta na mocy lematu Alexandera. Odcinki sa
superzwarte; superzwartos¢ odcinka [a, b] realizowana jest przez rodzing pétodcinkow [a, x) 1 (¥,
b]. Dendryty sq superzwarte. Superzwarto$¢ dendrytu realizowana jest (podobnie jak dla odcin-
ka) przez odgat¢zienia w punktach, tj. przez sktadowe dopetnien zbioréw jednopunktowych. W
nietrudnym dowodzie nalezy wzia¢ pod uwage nastepujaca wlasno$é odgalezien: Jesli U i V sq
odgalezieniami, U V, V¢ Ui UNV+# @, to UiV pokrywajq dendryt"..

Brzegi obszarow

Przez brzeg zbioru A w przestrzeni X rozumie si¢ zbior 04 =cl 4 N cl (X — A4),
tj. czg$¢ wspolng domknigcia zbioru i domknigcia jego dopelnienia; jesli 4 jest
zbiorem otwartym, to d4 = (X — A4) N cl 4.

Jesli U jest odgalezieniem kontinuum X w punkcie x, to oczywiscie oU =
{x}. Twierdzenie mozna teraz wyrazi¢ tak: topologia dendrytu jest generowana
przez zbiory (otwarte) o brzegach jednopunktowych i ma baze zlozong ze zbiorow
(otwartych) o brzegach skonczonych (elementami bazy sa przekroje skonczonej
ilosci odgatezien; ich brzegi sg skonczone, co wynika z ogolnie prawdziwego
wzoru: 0(4; N ... N A4) C o4, N ... N A4)).

Kontinua majgce bazy ztozone ze zbioréw (otwartych) o brzegach skon-
czonych nazywane sg regularnymi — krzywymi regularnymi. Przez krzywg
rozumie si¢ kontinuum jednowymiarowe, tj. majace baze zbioréw otwartych
o brzegach punktoksztattnych. Krzywe regularne sa lokalnie spojne — por.
koncowy wniosek Wyktadu VI. Dowiedli$my, ze dendryty sa krzywymi regu-
larnymi?'?.

20 7. de Groot: Supercompactness and superstensions. Symposium. Berlin 1967, Berlin 1969, s.
89—90. Nietrywialny jest dowod, ze wielo$ciany sa superzwarte. Przestrzenie metryczne zwarte sg
superzwarte; M. Strok, A. Szymanski: Compact metric spaces have binary bases. Found. Math.
89 (1974), s. 81—91. Wsrod licznych dowodow wyrdznia si¢ naturalnoscig dowdod W. Degbskiego:
Another geometric proof of supercompactness of compact metric spaces. Coll. Math. 48 (1984), s.
205—208. Wsrod przestrzeni zwartych 75 sa przestrzenie nie bedace superzwartymi: M.G. Bell:
Not every compact Hausdorff space is supercompact. General Top. and Appl. 8 (1978), s. 151—155.

21t Lemat Alexandra redukuje warunek zwartosci do zbiorow generujacych topologie¢. Dowdd
poprzez lemat Kuratowskiego—Zorna.

212 Jan van Mill, E. Wattel: Dendrons, loco cit.
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W zakresie krzywych regularnych pozostaje w mocy wynikanie: osrodko-
wos¢ = metryzowalnos¢ (Cornette, 1974; Miller, 1968). Krzywe regularne
metryczne stanowig jeden z obiektow teorii krzywych (kontinudw metrycznych
jednowymiarowych), tradycyjnemu rozdzialowi topologii, ktéremu poswiecona
jest w catosci ksigzka Mengera (1932) i duza czes¢ drugiego tomu Topologie
Kuratowskiego.

Kazdy punkt krzywej regularnej ma baze 7
otoczen o brzegach skonczonych; jesli ilos¢ 3
punktow na brzegach otoczen takiej bazy nie
przekracza liczby k, to mowimy, ze punkt jest
rzedu < k; mowi si¢, ze punkt jest rzedu k,
jesli tego k nie mozna zmniejszy¢. Jesli punkt
krzywej regularnej nie jest rzedu k dla zadne-
go k nat.uraln’ego, to méwi sig, Ze punkt jest okresli¢ ten dendryt jako sume odcin-
rzedu nieskoriczonego. kow wychodzacych z punktu {0, 0,...}

Punkt p dendrytu na rys. 64 jest jedynym  kostki Hilberta i majacych kierunki osi
punktem rze¢du nieskonczonego tego dendry-  wspétrzednych
tu, inne sa rzedu 2 i rzedu 1.

p 1
Rys. 64. Bardziej formalnie mozna by

Nie jest wcale prosty zwigzek punktow rzedu k z punktami, ktore rozspajaja dendryt na &
sktadowych. Jedna z nierownosci stabych jest oczywista, ale nie jest tatwo pokaza¢, ze jesli rzad w
punkcie jest > k, to z tego punktu wychodzi co najmniej & tukéw roztacznych poza tym punktem.
Jest to stynny n-Beinsatz Mengera.

Konce dendrytu

Punkty rzedu 1 sg nazywane koncami.

Na odcinku jedynie jego konce, tj. punkty nierozspajajace, sa punktami rzedu
1. Z twierdzenia 14 wynika, ze:

15. W dendrytach zbior koncow pokrywa sie ze zbiorem punktow nierozspa-

Jjajgcych.

Widzimy wigc, ze punkty dendrytu dzielg si¢ na rozspajajace i na te, ktore
sa koncami. Punkty rozspajajgce stanowiq podzbior gesty dendrytu: w kazdym
zbiorze otwartym niepustym, zawierajagcym (wobec lokalnej spojnosci) obszar
niepusty, w ktorym sg tuki nie redukujace si¢ do punktéw, a na nich punkty
rozspajajace dendryt. Z twierdzenia 14 wynika, ze zbior koncow dendrytu jest
catkowicie niespdjny. Jest wigc punktoksztattny. Pozostanie punktoksztaltny,
jesli bedzie powigkszony o dowolny podzbiér dendrytu o mocy mniejszej niz
continuum; Zarankiewicz, 1927 (locco cit.).

Latwym spostrzezeniem jest to, ze zaden podzbior zbioru koncow nie rozpsaja
dendrytu. Dendryt na rys. 63 zawiera podzbidr gesty ztozony z samych punktow
rozgalezienia. Sg to rozgatezienia rzedu skonczonego.



Sa dendryty, ktorych zbidr punktéw rzedu nieskoniczonego jest gesty w calosci. Tego rodzaju
dendrytem jest dendryt Wazewskiego—Mengera?"?, nazywany dendrytem uniwersalnym wobec tej
jego wihasnosci, ze kazdy dendryt metryczny mozna wen zanurzy¢ (Menger, 1927). Poniewaz kon-
strukcja daje si¢ przeprowadzi¢ na plaszczyznie, wigc wnioskuje si¢ stad, ze dendryty metryczne sq
zanurzalne w plaszczyznie®™. Tej whasnosci samo okre$lenie dendrytu nie zapewniata.

16. Jesli Y jest podkontiuum dendrytu X (jest ono wtedy dendrytem), to
domknigcia skladowych zbioru X — Y przecinajq si¢ z Y w pojedynczych punk-
tach. Sktadowe te sq odgatezieniami dendrytu X w tych punktach.

Dowod. Niech U bedzie sktadowa punktu a w X — Y. Niech b € Y. Niech
y bedzie pierwszym na tuku [a, ] punktem kontinuum Y. Mamy U N Y = {y},
czego si¢ tatwo dowodzi, biorac pod uwagg, ze Y jest dendrytem, a sktadowe zbio-
ru X — Y sg otwarte w X. To rowniez wystarcza dla dowodu dodatkowej tezy.

17. Jesli podkontinuum Y dendrytu X jest r6zne od X, to na mocy 16 sktadowe
zbioru X — Y sa odgatezieniami. W kazdym odgatezieniu jest (na mocy twierdze-
nia Moore'a z Wykladu V') co najmniej jeden koniec dendrytu X.

Stad zadne podkontinuum wilasciwe dendrytu Y nie zawiera calego zbioru
koncéw dendrytu X. Inaczej: jesli podkontinuum dendrytu zawiera wszystkie jego
konce, to jest rowne catosci.

Ogodlniej, niech S bedzie podzbiorem dendrytu X i niech D(S) bedzie najmniej-
szym podkontinuum dendrytu X zawierajagcym S. Zbior D(S) jest dendrytem,
ktorego zbior koncow jest zawarty w S. Dendryt D(S) nazwijmy generowanym
przez S.

Twierdzenie. Zbior koncow dendrytu osrodkowego jest zbiorem typu Gs.

Dowdd. Niech K(X) bedzie zbiorem koncow dendrytu osrodkowego X. Niech
A = {ay, a,,...} bedzie podzbiorem przeliczalnym i gestym dendrytu X zawartym
w X — K(X) (podprzestrzen X — K(X) jest rowniez osrodkowa, bo dendryty osrod-
kowe maja bazy przeliczalne i dlatego sa w dziedzicznie oSrodkowe). Dendryty
D, = D(a,...a,}) sa wszystkie zawarte w X — K(X). Pozostaje wykaza¢, ze U {D,
n=1,2,. CX—-KX).

Niech x € X — K(X). Punkt x rozspaja dendryt X. Jesli wiec X — {x} = U U V,
gdzie U1V sa otwarte, rozlaczne i niepuste. Jest a,, € Ui a, € V dla pewnych m
i n. Punkt x lezy na tuku [a,, a,], a wigc na dendrycie D a5 -

23 T. Wazewski: Sur les courbes de Jordan ne renfermant aucune courbe fermée de Jordan.
Ann. de la Soc. Pol. Math. 2 (1923), s. 49—170; K. Menger: Kurventheorie, X. 6, s. 318; takze tego
samego autora Zur allgemeinen Kurventheorie. Fund. Math. 10 (1927), s. 96—115.

214 Tstnieja dowody sptaszczalnosci dendrytow metrycznych nie wymagajace uprzedniej kon-
strukcji dendrytu uniwersalnego; HM. Gehman: Concerning acyclic continuous curves. Trans
Amer. Math. Soc. 29 (1927), s. 551—568. Sptaszczalno$¢ dendrytéw mozna by dosta¢ z pewnych
ogolnych twierdzen, np. z twierdzenia Claytora (1937), ktére charakteryzuje niesptaszczalne
kontinua, lokalnie spojne, przez zawieranie si¢ w nich pewnych elementarnych niesptaszczalnych
kontinuéw, ktorych dendryty nie zawieraja. Na temat kryteriow niesptaszczaklnos$ci w zakresie
pewnego typu kontinuéw por. artykut J.J. Charatonika: Planability of curves. Proc. Conf. Topo-
logy and Measure 7, Binz GDR, 1987, Greifswald 1988, s. 137—145.
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Twierdzenie o punktach statych dla dendrytow

Niech Y bedzie podkontinuum dendrytu X; wiemy z twierdzenia 16, ze
sktadowe S zbioru X — Y sa odgatezieniami w X, przy tym zbiory ¥ N cl S sa
jednopunktowe. Okreslamy odwzorowanie » : X — Y bedace na Y tozsamoscig, a
punkty sktadowych S zbioru X — Y przeprowadzajac w jedyny punkt zbioru ¥ N
cl S. Odwzorywanie r jest ciagle i jest retrakcja: nazwijmy je retrakcjq naturalng
dendrytu X na Y.

18. Jesli @ jest pokryciem dendrytu X zbiorami otwartymi, to istnieje den-
dryt skonczony Y C X taki, ze sktadowe zbioru X — Y sq zawarte w elementach
pokrycia 9.

Dowod. Bez zmniejszenia ogolnosci mozna przyjac, ze 9 jest pokryciem
skonczonym (zwarto$¢ dendrytu) ztozonym ze zbioréw z bazy topologii, ktorej
zbiory majg brzegi skonczone i ze konce dendrytu nie naleza do tych brzegow.
Dendryt Y generowany przez zbidr (skonczony) punktow nalezacych do brzegow
oU zbioru U nalezacych do @ jest zapowiedzianym dendrytem.

Wynika stad (wobec wczesniejszej uwagi), ze

19. Dla kazdego pokrycia dendrytu zbiorami otwartymi istnieje retrakcja
naturalna na dendryt skonczony, dla ktoérej przeciwobrazy punktow zawarte sq
w elementach tego pokrycia.

Pokrycia ¢ moga by¢ dowolnie drobne. Stad, w szczegolnosci, jesli X jest den-
drytem metrycznym, to dla kazdego € > 0 istnieje retrakcja naturalna dendrytu
X na pewien dendryt skonczony, bedaca g-odwzorowaniem.

Twierdzenie. Odwzorowania ciggle dendrytu w siebie majq punkty state.

Dowdd rozpada si¢ na kilka krokow i jest podobny do znanego dobrze dowo-
du twierdzenia o punkcie statym dla kostki Hilberta?".

Dowody dwu nastepujacych, dobrze znanych, stwierdzen pomijamy.

1. Odwzorowania ciggle odcinka w siebie majq punkty state’™s.

2. Jesli przestrzen jest sumq dwu podprzestrzeni domknietych o przekroju jed-
nopunktowym i na obu przestrzeniach odwzorowania ciggte majg punkty state, to
rowniez na catej przestrzeni odwzorowania ciggte majg punkty state’”.

3. Stqd wnioskujemy, ze odwzorowania ciggle na dendrytach skonczonych
majg punkty stafe.

25 Por. dowod w ksiazce autora Wyklady z topologii. Topologia przestrzeni euklidesowych,
s. 106.

216 Dotyczy to odcinkdéw niekoniecznie metrycznych.

27 Proste twierdzenie z trudnym dowodem: nie zaktada si¢ zadnych warunkoéw oddzielalno-
$ci; znane z jednej z prac K. Borsuka. Nie wystarczy zatozy¢, ze cz¢$¢ wspodlna podprzestrzeni
jest odcinkiem; R.H. Bing: The elusive fixed point property. Amer. Math. Monthly 76 (1969), s.
119—132.



Odnotujmy nastepujace ogolne, dobrze znane, kryterium istnienia punktow
statych.

4. Jesli f jest odwzorowaniem cigglym przestrzeni zwartej X klasy T, w siebie
i dla kazdego pokrycia @ przestrzeni X zbiorami otwartymi istnieje punkt x taki,
ze x i f(x) nalezq do tego samego elementu pokrycia 9, to f ma punkty state.

Dla zakonczenia dowodu nich f: X — X bedzie odwzorowaniem ciggtym
dendrytu. Odwzorowanie to spelnia warunki kryterium 3; istotnie, majac pokry-
cie @ dendrytu X zbiorami otwartymi, bierzemy dendryt skonczony Y zawarty
w X, majacy wlasno$¢ zapewniong przez 18. Niech » : X — Y bedzie retrakcja
naturalng istniejacg dla pokrycia ¢ i dendrytu ¥ na mocy 19. Odwzorowanie (r
o f)| Y: Y — Y ma punkt staty, na mocy wniosku z 1 i 2; ten punkt jest punktem
x czynigcym zado$¢ wymaganego w 4 kryterium dla pokrycia & (punkty x i f{(x)
nalezg bowiem do tego samego elementu pokrycia &).

Twierdzenie o punkcie statym dla dendrytow (w tej ogdlnosci) byto dowiedzione przez A.D.
Wallace'a (1941), L.E. Warda (1966) oraz w artykule J. van Milla i E. Wattela (1980)*'%. Dla
dendrytow metrycznych twierdzenie to znane byto juz w latach dwudziestych?”.

28 A.D. Wallace: A4 fixed point theorem. Bull. Amer. Math. Soc. 51 (1945), 413—416; inny
dowdd (i ogolniejsze stwierdzenie): L.E. Ward, Jr.: Mobs, trees, and fixed points. Proc. Amer.
Math. Soc. 8 (1957), s. 798—804; J. van Mill, E. Wattel: Dendrons.

29 Dowdd jest u Mengera, Kurventheorie, s. 312, z powotaniem sie na Scherrera (1926).
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Wyklad IX. Kontinua nierozkladalne

* Jeziora Wady * Kontinuum Knastera * O zbiorach szeroko spdjnych Swingle'a * Kom-
pozanty * Twierdzenie Mazurkiewicza o ilosci kompozant kontinuum nierozktadalnego
metrycznego * Kontinua solenoidalne i solenoidy * Kontinua fancuchowe

Kontinuum wielopunktowe jest nazywane nierozktadalnym, jesli nie daje sie
przedstawi¢ jako suma dwu podkontinuow wiasciwych (tj. réznych od catosci).
Nierozktadalnos$¢ jest osobliwoscia: odcinki, kostki, okrag, dendryty nie sa nie-
rozktadalne; mowi sie, ze sa rozkiadalne.

Rys. 65. Rozktady pewnych prostych kontinuéw
Rozktadalne sg wszelkie kontinua lokalnie spdjne. Ogoélniej:

1. Kontinua zawierajqce podkontinua wtasciwe o wnetrzu niepustym sq roz-

ktadalne.

Dowod. Niech X bedzie kontinuum, a C jego podkontinuum wilasciwym
o wnetrzu niepustym. Jesli C nie rozspaja, to X = C U cl(X — C) jest odpowiednim
rozktadem. Jesli C rozspajai X — C= U U V jest rozpadem na dwa zbiory otwarte
niepuste, to odpowiednim rozktadem jest rozktad X = (U U C) U (V' U C); to, ze
UU Ci VU C sg kontinuami, wiemy z Wyktadu 1V.

Kontraponujac, stwierdzamy, ze

2. W kontinuum nierozktadalnym podkontinua witasciwe sq zbiorami rzadki-
mi.

Stwierdzenie odwrotne jest oczywiste: jesli wszystkie podkontinua wlasciwe
sq rzadkie, to kontinuum jest nierozktadalne (bo suma dwu zbioréw rzadkich nie
moze da¢ catosci). Stad kontinuum jest nierozkiadalne wtedy i tylko wtedy, gdy
wszystkie jego podkontinua wlasciwe sq rzadkie.



Ze wspomnianego juz twierdzenia z Wykiadu IV wynika, ze

3. Kontinuum nierozktadalne nie jest rozspajane przez zadne podkontinuum.

W ogolnym watku tego wyktadu nie zaktadamy zadnych warunkéw oddzie-
lania, chociaz warunek 7; jest warunkiem naturalnym i w dalszych rozwazaniach
kontinua nie spetniajace tego warunku nie pojawia si¢ jako przyktady. Zasadnicza
cze$¢ wykladu bedzie dotyczyta kontinuow metrycznych.

Samo istnienie kontinudw nierozkladalnych jest raczej nicoczywiste.

Kontinua nierozktadalne odkryt L.E.J. Brouwer jako brzegi pewnych obsza-
row plaszczyzny. Jego praca Zur Analysis Situs®’ prostowata pewne sformuto-
wania Schoenfliesa’® co do budowy wspolnych brzegdéw obszaréw ptaskich.
Brouwer pokazatl, ze wspdlny brzeg obszardéw ptaskich moze nie mie¢ rozkladu
na dwie krzywe — jak pisat — i wskazat na przyklad wspolnego brzegu trzech
obszarow. Konstrukce Brouwera weszty do literatury w anegdotycznej formie
Jjezior Wady, ktoéra nadat im Yoneyama???. Oryginalny opis Brouwera przytacza

w swojej ksigzce Kerékjarto?.

Jeziora Wady — wspdlny brzeg trzech obszarow ptaskich.

Umies¢my wyspe F na morzu G, ktéra ma postaé kota z brzegiem. W ten
sposOb morze G = E? — F jest zbiorem otwartym. Na wyspie F' sg dwa jeziora,
zimne i cieple, oba bedace wnetrzami kot roztacznych.

,»Rozwazmy nastepujacy plan robot??*. W ciggu pierwszej godziny popro-
wadzimy po jednym, $lepo konczacym si¢ kanale, wychodzacym z obu jezior i
morza, tak by od kazdego miejsca pozostawionego ladu byto nie dalej niz 1 km
od wody morskiej i od wdd z obu jezior; kanaly nie powinny si¢ styka¢ z innymi
ani same ze sobg (por. rys. 66) i s3 uwazane — wraz z wodami jezior i morza
— za zbiory otwarte.

W nastepnej potgodzinie kazdy z kanaléw przedtuzamy tak, by od kazdego
miejsca pozostawionego ladu byto nie dalej niz 1/2 km od wody morskiej i od
wod z obu jezior. W nastepnej 1/4 godziny kanaly przedtuzamy tak, by od kazde-
go miejsca pozostawionego ladu, nie dalej niz 1/4 od wody morskiej oraz od wod
zimnej i cieplej z jezior itd.; po uptywie 1 + (1/2) + ... + (1/2") godzin kanaty beda
przedtuzone tak, ze odlegto$¢ kazdego miejsca pozostawionego ladu do wody
z morza i obu jezior nie przekracza 1/2" km. Po dwu godzinach robét z wyspy

20 L E.J. Brouwer: Zur Analysis Situs. Math. Ann. 68 (1910), s. 422—434.

21 A. Schoenflies: Die Entwicklung der Lehre von den Punktmannigfaltigkeiten II, Bd 2,
Teubner, Leipzig 1908, Jahr. der Deutschen Math. Ver., Ergdnzugsbénde.

22 K. Yoneyama: Theory of continuous sets of points. Tohoku Math. Journ. 12 (1917),
s. 43—158.

223 B.von Kerékjarto: Vorlesungen iiber Topologie. Springer 1923, s. 118.

24 P.S. Aleksandrow: Kombinatornaja topologia. Moskwa—Leningrad 1947, 68.
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Rys. 66. Jeziora Wady

pozostanie jedynie pewien podzbior domkniety rzadki, taki, ze dowolnie blisko
kazdego jego punktu znalez¢ mozna zaré6wno wode morska, jak i wody z obu
jezior: ten podzbidr jest wspolnym brzegiem trzech obszarow plaskich — morza
i obu jezior.”

Przy tak anegdotycznym i niejednoznacznym opisie trudno jest o dowdd nierozktadalnosci
wspolnego brzegu jezior Wady, na co zwracat uwage Urysohn, podajac na to pewne warun-
ki wystarczajace. Kuratowski dowiodt alternatywy: wspolny brzeg trzech obszardéw plaskich
jest albo kontinuum nierozktadalnym, albo sumg dwu kontinuéw nierozktadalnych?”. Knaster
pokazatl, ze drugi czton alternatywy Kuratowskiego si¢ realizuje??s. Pézniejsze modyfikacje kon-
strukeji Brouwera szty w kierunku uproszczen. Kontinuum zbudowane przez Janiszewskiego
(1911)** nie rozcina plaszczyzny; bardziej znane jest w formie, jakga nadat mu Knaster. Jest ono
najprostszym (w mozliwym do sprecyzowania znaczeniu) kontinuum nierozktadalnym.

W przestrzeni wspolnym brzegiem trzech obszaréw moze by¢ juz kontinuum lokalnie spdjne
(Wilder 1993), a nawet ANR (Lubanski 1953)*%,

Chociaz szczegdtowy opis odpowiednich przyktadow jest skomplikowany, a szczegdlowe
dowody wspomnianych wlasnos$ci nietrywialne, to wytlumaczenie faktu jest stosunkowo proste.
W przypadku (ptaskim) jezior Wady dtugosci kanatow budowanych w kolejnych etapach rosty
nieograniczeni: zbudowane poprzednio kanaty przegradzaty drogg i trzeba je byto obchodzi¢ na
catej ich dtugosci. W przestrzeni tréjwymiarowej zbudowany juz rurociag nie przegradza drogi
nowo budowanym jego odcinkom.

25 K. Kuratowski: Sur les coupures irréductibles du plan. Fund. Math. 6 (1924), s. 130—
145; Sur la structure des frontiéres communes a deux régions, Fund. Math. 12 (1928), s. 214—239;
por. roéwniez Topologie 11, s. 403—404; P.S. Urysohn: Mémoire sur les multiplicités Cantorien-
nes. Fund. Math. 7 (1925), s. 30—137; Fund. Math. 8 (1926), s. 225—359; por. Trudy po topologii.
Moskwa—Leningrad 1951, s. 355

26 B. Knaster: Quelques coupures singuliers du plan. Fund. Math. 7 (1925), s. 264—289.

27 7. Janiszewski: Thése. Paris 1911.

28 R.L. Wilder: Domains and their boundaries. Math. Ann. 109 (1933), s. 273—306; M.
Lubanski: An example of an absolute neighbourhood retract which is the common boundary of
three regions in the 3-dimensional Euclidean space. Fund. Math. 40 (1953), s. 29—38; P. Swingle:
Connected sets of Wada. Michigan Math. J. 8 (1961), s. 77—95. Okreslenie ANR-u mozna znalez¢

138  w czesci Topologia przestrzeni euklidesowych, s. 68, Wykiadéw z topologii.



Wezmy pod uwage kule K z wycigtymi w niej wnetrzami dwu kul roztacznych; mozna je uwa-
za¢ za podziemne zbiorniki wody, a zewngtrze kuli K za jeszcze jeden taki zbiornik. Powigkszamy
zbiorniki, prowadzgac z nich nie przecinajace si¢ tunele, tak by pozostalos¢ byta wspolnym brzegiem
wszystkich trzech tak powigkszonych zbiornikéw. Z obu kul i z zewng¢trza kuli K wyprowadzamy nie
przecinajace si¢ tunele docierajace do kazdego miejsca pozostatosci na odlegto$¢ <1/2. Nastgpnie
przedluzamy je tak, by dotrze¢ do kazdego miejsca pozostalosci na odlegtos¢ < 1/3. Na ogét nie
mozna tego zrobi¢ w ten sposob, by tunele byly prostoliniowe, bo trzeba obchodzi¢ (matymi tukami)
poprzednio prowadzone tunele. Poszerzone zbiorniki poszerzamy dalej w podobny sposob: rosng one
na ksztatt drzew. Mozna je prowadzi¢ tak, by dtugosci nowych galezi dazyty do zera. Pozostatos¢ po
przeprowadzonej konstrukcji nie jest wspolnym brzegiem wszystkich trzech zbiornikow i jest lokalnie
spojna (jest nawet ANR-em jako retrakt kazdej z danych na poczatku kul; odpowiednia retrakcje
mozna zbudowa¢ dzigki zmniejszajacym si¢ do zera dtugosciom kolejno dobudowywanych tuneli).

Najprostsze kontinuum nierozktadalne (wedlug Janiszewskiego).
Kontinuum to zapowiadali$my na s. 67 jako czg$¢ wspolng pewnego ciggu zste-
pujacego, C; O C, D ..., wsteg plaskich przedstawionych tam na rys. 29. Teraz
zmodyfikujemy nieco rysunek i przedstawimy szczegoty konstrukeji.

Wstega C, jest prostokat ABCD — zob. rys. 67 — dany jako suma tancucha
jednakowych kwadratow o boku a = AB, stykajacych si¢ ze sobg bokami. Bok
AB nazwijmy poczatkiem wstegi C,.

Ze wstegi C, usuwamy pasmo otwarte o szeroko$ci a/3 tak by pozostatos¢ C,
miata posta¢ wstegi o ksztatcie podkowy zapoczatkowanej odcinkiem AB'; jest to
spojny tancuch stykajacych sie ze soba kwadratow o boku AB' = a/3. Jest pewna
anomalia przebiegu tancucha: przy C i D kwadraty odlegte w numeracji o 2 moga
stykac¢ si¢ wierzchotkami.

Powtarzamy opisang operacje na wstedze C,, usuwajac z niej sSrodkowe pasmo
kwadratu o boku a/9, uzyskujac wstege C;, domknigta, w ksztalcie dwa razy
zgictej podkowy, zaznaczonej na rys. 67. Kontynuujemy postepowanie otrzymu-
jac zapowiadany cigg wsteg.

Rys. 67. Schemat konstrukeji kontinuum Janiszewskiego

Otrzymane kolejno kontinua C, tworza ciag zastepujacy C, O C, D ... Ich
przekrdj C jest zapowiedzianym kontinuum.

Kontinuum C jest nierozkiadalne. Istotnie, niech K bedzie podkontinuum wtasci-
wym kontinuum C. Istnieje n takie ze K nie ma punktow w pewnym niekoncowym
(tj. omijajacym punkt A) kwadracie wstegi C, — na rysunku 67 wyrdézniamy tego
rodzaju kwadrat na wstedze C,. Kwadrat ten rozcina wstege C,,; pozostatos¢ sktada
si¢ z dwoch czesei, z ktorych kazda w przecieciu z kontinuum C jest badz wiazka
Cantora, badz suma przeliczalnie wielu roztagcznych wigzek Cantora o poczatku
w A. W kazdym z tych dwoch przypadkow kontiuum K jest pododcinkiem pewne-
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go odcinka wigzki. Jest wigc rzadkie w kontinuum C; skad, wobec dowolnosci K,
nierozktadalnos¢ C.

Zbiory szeroko spojne Swingle'a

Jesli z pasma pojawiajacego si¢ w konstrukceji Janiszewskiego—Knastera usuniemy segment
rozcinajacy pasmo, to pozostato$¢ kontinuum rozpada si¢ na tuki, rzadkie w kontinuum, bgdace
sktadowymi tej pozostatosci. Jesli wiec podzbiodr spdjny kontinuum Janiszewskiego—Knastera nie
jest gesty, to lezy na jednym ze wspomnianych tukow.

Kontinuum Janiszewskiego—Knastera w oczywisty sposob spetnia warunek (W) z Wykladu
111 wymagajacy, by podzbiory otwarte, ktdre nie sa ggste w caloéci, zawieraty w swoich brzegach
zbory doskonate. Zastosujmy zatem do tego kontinuum konstrukcje Bernsteina — znang z Wykia-
du 11l —dajaca potozony w tym kontinuum zbidr spdjny nie zawierajacy zbiorow doskonatych
i majacy punkty w kazdym podzbiorze doskonatym (w szczegoélnosci w kazdym podkontinuum
wielopunktowym).

Z obu poczynionych uwag wynika, Zze zbidr ten nie ma innych podzbioréw spdjnych niz geste.

Tego rodzaju zbiory nazwali$my za Swinglem (w Wykiadzie IV) szeroko spojnymi.

Ich konstrukcja*® zasadniczo nie rézni si¢ od konstrukcji (nicefektywnej) miotetek Knaste-
ra—Kuratowskiego, ktore byty wbudowane w kontinua bedace lokalnie — pomijajac jeden punkt
— wiazkami Cantora.

Miotetki Knastera—Kuratowskiego nie sg szeroko spojne. Wsrdd nich sa takie, ktore moga byé
zbudowane efektywnie. Nie sa znane efektywne konstrukcje zbiorow szeroko spojnych. Nie kazdy
zbidr szeroko spdjny jest dwuspojny>. Zbiory dwuspojne bez punktow eksplodujacych moga byé
zarowno szeroko spojne, jak i nie szeroko spdjne?.

Kompozanty

Przez kompozante® punktu x w kontinuum X rozumiemy zbior tych punktow
kontinuum X, ktore dajg si¢ potaczy¢ z punktem x kontinuum réznym od catosci.
Oczywiscie kompozanta jest zbiorem spojnym.

Kompozantag puntku 0 w odcinku 0 < x < 1 jest jego przedziat 0 < x < 1,
kompozanta punktu 1 jest przedziat 0 < x < 1, a kompozanta punktu nie beda-
cego koncem jest caty odcinek. Kompozanty nie muszg by¢ wiec roztagczne. Na
okrggu kompozanty wszystkich punktéow sg rowne catosci.

4. Kompozanty kontinuum klasy T, sq w nim geste.

Dowodd. Niech X bedzie kontinuum klasy 7,. Niech x € X i niech U bedzie
podzbiorem otwartym niepustym kontinuum X. Pokazemy, ze kompozanta punk-
tu x ma punkty w U.

29 PM. Swingle: loco cit.

230 Nietrudno bowiem zbudowa¢ metoda Bernsteina zbior szeroko spdjny, tak by zawieral dwa
zbiory spdjne wielopunktowe roztaczne.

B Ostatnio M.E. Rudin, A biconnected set in the plane, Topology and ist Appl. 66 (1995),
41—48, opublikowata przyktad zbioru dwuspojnego bez punktu eksplodujacego, ktory nie jest
szeroko spojny.

22 S. Mazurkiewicz: Un théoréme sur les continus indecomposables. Fund. Math. 1 (1920),
35—39. Z. Janiszewski, C. Kuratowski: Sur les continus indecomposables. Fund. Math. 1

140 (1920), s. 210—222. C. Kuratowski: Topologie II. § 43. V1.



Niech V bgdzie zbiorem otwartym niepustym takim, ze cl V' C U. Niech
S bedzie sktadowa punktu x w zbiorze X — cl V (oczywiscie, zajmujemy si¢
jedynie przypadkiem, kiedy x nie nalezy do U). Domknigcie cl S skladowej
S jest — jako kontinuum ré6zne od X — zawarte w kompozancie punktu x.
Domknigcie sktadowej S, a wigc i kompozanta punktu x, maja punkty na
brzegu zbioru V (co wynika z lematu Janiszewskiego), a wigc maja punkty
w zbiorze U.

5. Kompozanty kontinuum nierozkiadalnego klasy T, sq rowne, jesli majq
punkty wspdlne; inaczej: kazde dwie sq roztgczne.

Dowdd. Niech a i b beda punktami kontinuum nierozktadalnego X. Niech
A bedzie kompozantg punktu a, a B kompozantg punktu b. Niech ¢ € 4 N B.
Niech x bedzie dowolnym punktem kompozanty A. Istnieja podkontinua rézne od
catosci, taczace punkt x z a, punkt a z c i punkt ¢ z b. Kazde z tych podkontinuéw
jest rzadkie w X wobec nierozktadalnosci X. Suma tych trzech podkontinuow
jest nadal podkontinuum rzadkim, a wigc réznym od cato$ci. Laczy ono punkt x
z punktem b. Stad x € B. Wykazalismy wiec, ze 4 C B. Wobec symetrii zatozen
jest takze B C A.

Kompozanty kontinuum nierozktadalnego (klasy 7;) stanowia wigc rozbicie
tego kontinuum na podzbiory spéjne i geste, sg kompozantami kazdego swojego
punktu; mozna je zatem nazwa¢ — w przypadku kontinuéw nierozktadalnych
— kompozantami kontinuow.

Oczywiscie,

6. Kontinuum nierozkiadalne klasy T, jest nieprzywiedlne miedzy kazdymi
dwoma punktami nalezqcymi do roznych kompozant.

7. Jesli kontinuum (klasy 7,) zawiera dwie kompozanty rozlaczne, to jest
nierozktadalne.

Dowod. Niech X bedzie danym kontinuum, 4 kompozanta punktu a, B kom-
pozantg punktu b, i niech 4 i B beda rozlaczne. Dla dowodu nierozkladalnosci X,
wezmy podkontinuum C kontinuum X, rézne od X, wykazujac, ze jest ono w X
rzadkie. Wobec 4 (gestos¢ kompozant) jest tak, jesli C omija 4 lub B. Niech wiec
C ma punkt x w 4 1 punkt y w B. Punkt x laczy si¢ w 4 kontinuum C z punktem
a. Suma kontinuéw x taczy si¢ w A kontinuum C' z punktem a. Suma kontinuow
C i C' jest kontinuum réznym od X (sg poza nig pewne punkty kompozanty
B). Zatem, punkt y lezy w kompozancie A punktu a, co jest niemozliwe wobec
roztacznosci kompozant 4 i B. Rozwazany przypadek jest zatem niemozliwy,
co konczy dowdd.

Zauwazmy — nie zakladajac nierozktadalnosci — ze jesli kontinuum jest
nieprzywiedlne miedzy a i b, to kompozanty punktéw a i b sa rézne (punkt b nie
nalezy do kompozanty punktu a, i na odwrot).
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Moga wszakze nie by¢ rozlagczne. Wtedy, jak tatwo zauwazy¢, ich suma
wypetnia cato$¢ kontinuum (przypomnijmy przypadek, kiedy kontinuum jest
odcinkiem). Korzystajac z tej uwagi, nietrudno juz dowies¢, ze:

Jesli kontinnum jest nieprzywiedlne miedzy kazda para punktow sposrod
danej trojki punktow, to jest nierozkladalne; doktadniej kompozanty punktéw
wspomnianej trojki sa wzajemnie roztaczne.

8. Kompozanty kontinuum metrycznego sq Fs-ami; sq I-ej kategorii, jesli
kontinuum jest nierozktadalne.

Dowodd. Niech X bedzie kontinuum nierozktadalnym metrycznym. Niech
x € X Niech @ bedzie bazg przeliczalng kontinuum X. Niech {U,, U,,...} bedzie
zbiorem tych elementow bazy B, do ktorych nie nalezy punkt x. Niech C, bedzie
sktadowg punktu x w zbiorze X — U,,. Sktadowa C, jest podkontinuum wilasciwym
zawartym w kompozancie C punktu x. Jest wigc C, U C, U ... U C.

Inkluzja przeciwna rowniez jest prawdziwa. Niech bowiem K bedzie podkon-
tinuum takim, ze x € K, i przy tym réznym od X. Jest U, N K = @ dla pewnego
n. Sktadowa C, (punktu x w zbiorze X — U,) zawiera K. Wynika stad, ze suma
kontinuéw C, pokrywa cata kompozante C punktu x.

Jesli kontinuum X jest nierozktadalne, to zbiory C, s rzadkie. Stad kompo-
zanta C jest zbiorem I-ej kategorii.

Stad, wobec twierdzenia Baire'a, dostajemy

Twierdzenie. (Mazurkiewicz, 1920). Kontinuum metryczne nierozktadalne
ma nieprzeliczalnie wiele kompozant.

Dla kontinuéw niemetrycznych (nie wychodzac poza klas¢ 75) twierdzenie przestaje by¢ praw-
dziwe: D.P. Bellamy, Indecomposable continua with one and two composants, Fund. Math. 101
(1978), 129—134. Przyktad Bellamy'ego jest zbudowany srodkami ZFC. Dla kontinuum nierozkta-
dalnego B0, o) — kompaktyfikacji Cecha—Stone'a potprostej — oszacowania ilosci kompozant,
zaleznie od wariantu ZFC. wahaja si¢ od 2° do 1; por M.E. Rudin, Composants and N, Proc. of the
Washington State Univ. Conf. on General Topology (1970), 117—119; D.P. Belamy, 4 nonmetric
indecomposable continuum, Duke Math. J. 38 (1971), 15—20; J. Mioduszewski, Copmposants of
PSR, Topology and Measure I, Proc. of the Conference, Zinnowitz GDR, 1974, Greifswald 1978,
257—283; A. Blass, Near coherence of filters II, Applications to operator ideals, The Stone-Cech
remainder of a halfline, order ideals of sequences and slenderness of groups, Trans. Amer. Math.

Soc. 300 (1987), 557—581.

*

Pojscie o krok dalej w oszacowaniu ilo$ci kompozant kontinuum nierozkta-
dalnego metrycznego jest juz trudniejsze.

Twierdzenie Mazurkiewicza (1927)*. Kontinuum metryczne nierozktadalne
ma continuum kompozant.

33 S, Mazurkiewicz: Surles continus indecomposables. Fund. Math. 10 (1927), s. 305—310.



Dowdd (Debski)***. Niech X bedzie kontinuum (metrycznym) nierozkta-
dalnym. Niech U, U,,... beda zbiorami otwartymi stanowigcymi baze topologii
kontinuum X (mozemy przyja¢, ze wszystkie U, sa rozne od X).

Zbudujemy zbior homeomorficzny ze zbiorem Cantora, zawarty w X, majacy
na kazdej kompozancie kontinuum X co najwyzej jeden punkt. Poniewaz zbior
Cantora ma moc 2%, wigc wyniknie z tego, ze kontinuum X ma co najmniej 2%
kompozant; kompozant nie moze by¢ wiecej, gdyz moc X = 2%o,

Aby zbudowaé zapowiedziany zbior Cantora, wezmy zbior U, (z bazy) i roz-
wazmy zbior otwarty niepusty V; taki, ze V; C cl V; C U,. Niech 4,1 A, beda
réznymi od siebie skladowymi punktow wewngtrznych zbioru X — V); sktadowe
takie istniejg, bo X jest kontinuum nierozktadalnym, dzigki czemu sktadowe zbio-
ru X — V] sa rzadkie w X — V| 1 w rezultacie jest ich nieskonczenie wiele.

Istniejg zbiory K, i K;, domknigto-otwarte w X — V), rozlaczne niepuste oraz
takie, ze A, C Ky 1 4, C K, (korzystamy z tego, ze sktadowe przestrzeni zwartych
T, sa zarazem ich quasi-skladowymi). Niech W, i /¥, beda zbiorami otwartymi nie-
pustymi o $rednicy < 1 takimi, ze W, C Ky 1 W, C K. Przyjmijmy (por. rys. 68):

Cy=cl W, C =clw.
Odnotujmy, ze
Comclzg, diam Cz< 1

(symbol diam oznacza $rednice), 1 ze kazda sktadowa zbioru X — V) przecina co
najwyzej jeden ze zbiorow C, i C;.

A, . lf\1
Kai i E EK1
/;[]; i ~—c,
c,” i
v, | U,

Rys. 68. Zbior Cantora jako selektor czgscio-
wy w kontinuum nierozktadalnym

24 Ten dowdd autor zna od W. De¢bskiego (okoto 1980). Wszakze okazalo sig, ze ten rodzaj
dowodu byt znany wczesniej z pracy K. Kuratowskiego: Application of the Baire category me-
thod to the problem of independent sets. Fund. Math. 81 (1973), s. 65—72, w ktorej konstrukcja selek-
tora czgsciowego w postaci zbioru Cantora wynika z ogolnego twierdzenia Mycielskiego o istnieniu
zbiordéw niezaleznych; J. Mycielski: Independent sets in topoligical algebras. Fund. Math. 55 (1964),
s. 139—147; dowod Debskiego nie wymaga powotywania si¢ na to twierdzenie, zawierajac je implicite.
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Jest to pierwszy krok indukeyjnej konstrukcji przyblizen zapowiedzianego
zbioru Cantora, ktora dalej przebiega jak nast¢puje.

Zalozmy, ze dla k < n zbudowaliémy zbiory C,, ,, i; = 0 lub 1, bedace
domknigciami zbiorow otwartych W, ., takie, ze

(M Cirirrie C Ciriy
()] Ciroig10 N Cipoipt =9
3) diam C;,.,, < Vk

Zat6ézmy ponadto, ze zbudowane sg juz zbiory otwarte V) zawarte wraz z domknie-
ciami w U, takie ze

(4) sktadowe 4;,_;, zbioru X — V¥ przecinaja co najwyzej jeden ze zbiorow C;, _;,
oraz takie, ze
(5) VVilmikq - Vk # Oa

a wigc takie, ze zbior V; nie wyczerpuje wnetrza zadnego ze zbiorow Cj,..;_;.
Zbudujmy teraz analogiczne zbiory dla k =n + 1.
W zbiorze U, ., (kolejny zbioér z bazy) zawiera si¢ wraz ze swoim domknie-
ciem zbidr otwarty V, ., taki, ze zbiory W, — V, . maja wnetrza niepuste.
Niech A4;,..;0 1 4;,...;,;) beda ré6znymi od siebie sktadowymi zbioru X — V, .,
takimi, ze

i1-+ip/ i1-in

Ailu-inin-ﬂ N VVil-uin 0 dla Iy41 € {09 1}

(sktadowych 4,,.., ;. ., jest teraz 2" '; kazdy ze zbioréw W,,.; jest przecinany przez
dwie sktadowe, 4;,....0 1 4;,_;,1; 1stnienie tego rodzaju sktadowych zapewnione jest
przez nierozkladalnos¢ kontinuum X, dzigki czemu sktadowe zbioru X — V, .| sa
w X — V, ., rzadkie). Niech K; beda zbiorami domknigto-otwartymi w X
V1, rozkacznymi i takimi ze

I-inin+1

Aiininr C Ko

Poniewaz zbiory otwarte K, .., — zawarte w W, _, — sa niepuste, wigc w
kazdym z nich wezmy pod uwagg podzbidr otwarty niepusty W,,.; ..., 0 srednicy
< 1/(n + 1). Sa to zbiory rozlgczne, a nawet wiecej: zawarte w zbiorach domknig-
tych roztacznych. Niech C;,...;.., beda domknieciami zbiorow W, .. ..,- Sa to
nadal zbiory rozlaczne i zawsze w poprzednio juz zbudowanych zbiorach C;,..;,.
Jest widoczne, ze razem ze zbiorami W, ..., 1 zbiorem oraz ze zbudowanymi juz
wczesniej zbiorami spetniaja warunki V, ., oraz ze zbudowanymi juz wczesniej
zbiorami spelniaja warunki (1)—(5).

Zbior C bedacy przekrojem zbiorow C, = U {C;
Cantora zawartym w X.

Pokazemy, ze punkty zbioru C lezg w roznych kompozantach kontinuum X.
Wykazemy, ze zadne dwa punkty zbioru C nie lezg na zadnym podkontinuum

:i;=0lub 1} jest zbiorem

1-in *



wihasciwym kontinuum X. Wezmy w tym celu punkty x i y ze zbioru C, x # y.
Niechx € C;; N Gy, N .1y € C;; N Gy, N ... Przypusémy, ze istnieje podkon-
tinuum witasciwe P kontinuum X takie,x € Piy € P.

Istnieje n takie, ze P jest roztaczne z U,. Sktadowa zbioru X — V, zawierajaca
kontinuum P faczy zbiory C,, ;1 C;, . Zbiory te musza by¢ rowne, tzn. ze musi
by¢i,=j, ..., i,=j,, W przeciwnym przypadku wobec C;, ;, C K;; .;,1C;,jn C Kjy.
roztagczne, wbrew (4). Poniewaz istniejg zbiory U, z bazy rozlaczne z P i
majace dowolnie duze wskazniki n, wigc i; = j, dla wszelkich k. Stad x = y;
sprzecznosc.

Dowod polegatl na zbudowaniu zbioru majgcego po co najwyzej jednym
punkcie z continuum kompozant. Wartosci tak zbudowanego selektora tworza w
podanej tu konstrukcji zbior Cantora. Jak pokazat H. Cook (1964), nie mozna
zbudowac pefnego selektora w postaci zbioru typu Fj; tym samym w postaci
zbioru Cantora®.

*

Jesliby kontinua nierozkladalne nie byty odkryte jako wspdlne brzegi obsza-
row, bylyby odkryte przez algebraikow. Konstrukcja, ktérg teraz opiszemy, ma
zrodla algebraiczne i wywodzi si¢ od Vietorisa**.

Niech C x [0, 1] bedzie wiazka nad discontinuum C*’. Niech / : C — C bedzie
homeomorfizmem na C. W wiagzce W(C) = C x [0,1] zidentyfikujmy punkty (c,
0) z punktami (%(c), 1). Otrzymana przestrzen ilorazowa W(C)/h jest przestrzenia
zwartg klasy 75, jesli C jest klasy 75, metryczna, jesli C jest metryczne. Niech p,
: W(C) — W(C)/h bedzie odwzorowaniem ilorazowym. Skleja ono dolny brzeg
C x {0} wiazki z jej gornym brzegiem C % {1} (w czym jest analogia ze wstega
Mobiusa).

Przestrzen ilorazowa W(C)/h nie musi by¢ spdjna. Jesli £ jest tozsamoscig,
to przestrzen ilorazowa jest suma roztacznych ze sobg okregow, bedacych jej
sktadowymi, ale

Lemat. Przestrzen W(C)/h jest spdjna, jesli

(6) AU)NC-U)#0 lub UNhKC-U)+0
dla kazdego podzbioru domknigto-otwartego U dicontinuum C.

Dowdd. Jesliby przestrzen W(C)/h nie byla spojna, to otrzymalibySmy jej
rozpad na zbiory domknigto-otwarte 4 i B, ktére dawatyby rozpad wigzki C x

25 H. Cook: On subsets of indecomposable continua. Coll. Math. 13 (1964), s. 37—63; tw. 4.
W tej samej pracy zob. tw. 8, inny dowod twierdzenia Mazurkiewicza.

36 L. Vietoris: Uber den hoheren Zusammenhang kompakter, Riume und eine Klasse von
zusammenhdngenden Abbildungen. Math. Ann. 97 (1927), s. 454—472.

7 Przez dicontinuum rozumie si¢ przestrzen zwarta 7> majacag bazg ztozona ze zbioréw do-
mknigto-otwartych. W celu §ledzenia dalszych rozwazan wystarczy mie¢ na uwadze zbior Canto-
ra.
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[0, 1] na ich przeciwobrazy p,' (4) i p,' (B). Jako podzbiory domknigto-otwarte
wiazki sg zbiorami postaci U x [0, 1] 1 V' x [0, 1], gdzie U i V' sa podzbiorami
domknigto-otwartymi discontinuum C, ktore w sumie daja C i sg roztaczne.

Dostajemy 2/(U) N V=@ = U N h (V) wobec roztgcznosci zbiorow p,' (4) i
p," (B), co przeczy (6).

Warunek (6) — dostateczny dla spojnosci W(C)/h — jest rowniez, jak tatwo
zobaczy¢, warunkiem koniecznym. Warunek ten w oczywisty sposob jest spet-
niony, jesli w C istnieje punkt x, ktorego jedna z orbit?*®, lub orbita dla ' {h" (x)
:n=0,1,2,.} jest ggstaw C.

Zbior A jest nazywany zbiorem niezmienniczym dla homeomorfizmu 4, jesli
h(4) = A. Warunek (6) orzeka, ze nie istniejg dla 4 zbiory niezmiennicze d.-o.
niepuste i rozne od catosci. Wobec zwartosci C, przestrzen W(C)/h jest wtedy
kontinuum.

Twierdzenie. Z istnienia punktu o orbicie gestej dla obu homeomorfizmow h
i h"'wynika nierozktadalnosé kontinuum W(C)/h.

Uwaga przez dowodem. W wyniku sklejenia koncow w wigzee C x [0, 1],
polegajacym na utozsamieniu punktoéw (c, 0) i (A(c), 1), odcinki wiazki sklejaja si¢ tak, ze
tworza linie (roztagczne ze sobg) bedace badz okregami (jezeli wychodzi si¢ od punktu
¢ o orbicie skonczonej), badz liniami bgdacymi obrazami ciaglymi wzajemnie jedno-
znacznymi prostej. Jezeli dla punktu x obie orbity sg geste w C, to linia wychodzaca z
X — oznaczmy ja przez L(x) — jest gesta w X. Linia L(x) i kazdy jej fragment koncowy,
jak rowniez poczatkowy, przecina kazdy podzbior otwarty niepusty kontinuum?¥.

Dowod twierdzenia. Przypusémy — a contrario — ze kontinuum W(C)/h
zawiera podkontinuum wilasciwe K o wnetrzu int K niepustym.

Rozwazmy punkt x w C, ktorego orbita {x, i(x), #*(x),...} jest gesta w C. Linia
L(x) — jako podzbidr gesty kontinuum X = C x [0, 1]/h — przecina zarowno
int K, jak i dopetnienie X — K kontinuum K. Doktadniej, wychodzac z punktu
bedacego obrazem punktu (x, 0) — linia L(x) — ktérej kazdy fragment koncowy
jest gesty w C % [0, 1]/h — po przejsciu w punkcie a przez X — K wchodzi do int
K w punkcie b, aby znalez¢ si¢ znowu w X — K w punkcie ¢. Przechodzi na linie
L(x') przechodzace przez punkt x' z dostatecznie malego otoczenia W punktu x.
Wiazka przechodzaca przez W wycina z K zbiér domknigto-otwarty w K. Majac
w tym zbiorze punkt b, kontinuum K lezy we wspomnianej wigzce catkowicie,
lezy wigc catkowicie, w jednym z odcinkow wiazki. Odcinki wigzki sg rzadkie
w X. Kontinuum K jest wiec rzadkie w X.

238 Przez h" jest oznaczona n-ta iterata odwzorowania i' = h, h**' = h o h*. Dla kompletno$ci
przyjmujemy /° = identyczno$¢. Przez h~' oznaczone jest n-ta homeomorfizmu /7.
29 Wystarczy zalozy¢ gesto$ci tylko jednej z orbit: nicopublikowana praca S. Turka (1986).
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a b C

Rys. 69. Pasmo od a do ¢ wiazki przez W trafiajace podkontinuum K w
punkcie b

*

Na zbiorze Cantora jest wiele homeomorfizméw majacych orbity geste. Kazdy
z nich wyznacza — w mysl opisanej konstrukcji — kontinuum nierozktadalne.
Ten rodzaj kontinuéw nierozktadalnych bedziemy nazywac solenoidalnymi.

Przyktady

1. Kontinuum nierozktadalne lezace na powierzchni torusa.
Niech a bedzie ustalong liczbg niewymierng. Zbior D = {no (mod 1) : n = 0,
1,...} jest gesty na odcinku [0, 1]**. Jesli na zbiorze C = [0, 1] x {0} U D x {1}
rozwazy si¢ uporzadkowanie leksykograficzne i topologie tego uporzadkowania,
to topologicznie dostaniemy zbior Cantora; por. Wykiad 11, s. 31.

Odwzorowanie 4 polegajace na przyprzadkowaniu punktowi (x, i) zbioru
C punktu ((x + a)(mod 1), i) jest — co tatwo wida¢ — poprawnie okreslone,
jest homeomorfizmem C na C majacym dla kazdego swojego punktu, ale orbity
geste. Niech W(C)/h bedzie uzyskanym przy okreslonym wyzej homeomorfizmie
h kontinuum nierozktadalnym.

Kontinuum to lezy na powierzchni torusa.

Zauwazmy w tym celu, ze zbior Cantora C opisany jest tu podzbiorem odcinka
K, ktory dostaje sig, jesli rozwazane poprzednio uporzadkowanie leksykograficz-
ne rozszerzy¢ na nadzbior (0, 1] x {0} U D x'[0,1] zbioru C, powstaty z C przez
dostawienie odcinkéw [0, 1] nad punktami zbioru D; geometrycznie polega to na
zapehieniu skokow zbioru C przedziatami liczb rzeczywistych; por. Wykitad 1.

@y @0
@1 ,-*"
D x {1} @1 (h(a), 1) z
h ) P
@, 1) > (h(a), 1) _ (h(a),0) q
P = (0,0) 9=010) s (h(a)b s
K (a, 0) (h(a), 0) (h@@),1)

Rys. 70. Zapetienie skokow zbioru C: (1) przed sklejeniem koncow, (2) po sklejeniu
koncéw p 1 g odcinka K

240 Twierdzenie pochodzace od Kroneckera (1884) — por. np. G.H. Hardy, EM. Wright: 4n
introduction to the theory of numbers. Oxford 1960, s. 375; tamze uwagi bibliograficzne; por. rowniez
uwagi historyczne u K. Petersena: Ergodic theory. Cambridge University Press 1983, nas. 156—158. 147



Homeomorfizm 4 przedtuzamy do homeomorfizmu 4" odcinka K przyjmu-

jac
h (a, 1) = (h(a), 1)
dla punktow (a, ) dostawionych odcinkéw (por. rys. 70).

Homeomorfizm 4" ma na koncach p = (0, 0) i ¢ = (1, 0) odcinka K wspdlng
warto$¢ (a, 0) Po skojarzeniu koncami p i q odcinka K na otrzymanym okregu
dostajemy homeomorfizm z niezmienniczym na nim zbiorem Cantora, na ktéorym
ten homeomorfizm ma wszystkie orbity geste*..

Otrzymany okrag oznaczmy przez S, a przez g : S — S okreslony home-
omorfizm. Rozwazmy walec S % [u, v]. Sklejajac brzegi walca tak, by punkt (s,
u) sklejal si¢ z punktem (g(s), v), dostajemy powierzchni¢ torusa, na ktorej lezy
topologicznie kontinuum nierozktadalne W(C)/h. Jest tak, poniewaz zbiér Cantora
z dolnego brzegu walca skleja si¢ ze zbiorem Cantora na gornym brzegu tak, ze
punkty (s, u) sklajaja sie z punktami (Ai(s), v) (rys. 71)**.

(s,u) /
[u,v]xS
\ (h(s), v)

S x {u} S x{v}

Rys. 71. Kontinuum nierozktadalne na torusie

2. Solenoid 2-adyczny. Punkty zbioru Cantora — jesli widzi si¢ je jako
ciagi X = XX 1X,..., Ztozone z zer i jedynek — 0 1 1 — mozna dodawac, zliczajac
kolejne cyfry mod 2, ale w taki sposob, ze jesli w wyniku dostaniemy 2, to
piszac 0, na nastgpnej pozycji dodatkowo dodajemy 1 (postgpowanie znane
z dodawania pozycyjnego liczb naturalnych). Elementem neutralnym jest ciag 0
=000 ... Latwo zauwazy¢, ze dodawanie ciggdw x,x;...x;, 000 ... konczacych sig¢
zerami jest w odpowiednio$ci z dodawanie liczb naturalnych x, + 2x, + ... + 2% x,
w ich zapisie dwojkowym. Ciag / = 1000 ... odpowiada liczbie 1. Sprawdza sig,
ze dla kazdego ciaggu x istnieje doktadnie jeden ciag y taki, ze x + y = 0, nazywa-
ny przeciwnym do x i oznaczany przez — x, zalezy w sposob ciagly od x. W ten
sposob zbiér Cantora staje si¢ grupg topologiczna; jej elementy sg nazywane
liczbami 2-adycznymi**. Przesunigcia o ustalony element s3 homeomorfizmami,

241 Nie bytoby tej osobliwosci, jesliby uzyty do konstrukeji homeomorfizm % okregu byt klasy
C?;, Denjoy, 1932. Por. uwagi w ksigzce W. Szlenka: Wstep do teorii gladkich ukladéw dyna-
micznych. Warszawa 1982, s. 65.

242 Por. WW. Niemycki, WW. Stiepanow: Kaczestwiennaja tieorija differencjalnych urawnie-
nij. Moskwa—Leningrad 1947, s. 314. Autorzy ksiazki przypisuja konstrukcje Poincare'mu. Konstrukcja
wspotczesnymi srodkami pochodzi od R.D. Andersona; por. réwniez prace E. Nunnally'ego: The-
re is no universal-projecting homeomorphism of the Cantor set. Coll. Math. 17 (1967), s. 51—52.

2 G. Bachman: Introduction to p-adic numbers and valuation. Academic Press 1964; ujecie

148 geometryczne: E. Hewitt, K.A. Ross: Abstract harmonic analysis 1. Springer 1963.



w szczegblnosci przesunigcie o 1, tj. przyporzadkowanie x — x + 1, jest home-
omorfizmem. Orbity tego homeomorfizmu sa geste; w szczegdlnosci, orbita
punktu 0 sktada si¢ z wszystkich punktéw postaci x,x; ...x, 000 ..., ktorym na
trojkowym zbiorze Cantora odpowiadaja lewe konce porcji, ktorych zbior jest
W oczywisty sposob gesty na zbiorze Cantora, a ktore sa w odpowiednio$ci
z liczbami naturalnymi 1, 2, ... (rys. 72). Geste sg rowniez orbity homeorfizmu
odwrotnego przesunigcie o — 1.

Rys. 72. Liczby 2-adyczne na zbiorze Cantora

Kontinuum solenoidalne W(C)/h otrzymane za pomocg homeomorfizmu 74,
bedacego przesunigciem zbioru C o jednostke 2-adyczng 1, jest nazywane sole-
noidem 2-adycznym.

Jest to najdawniej znane kontinuum solenoidalne, majace wiele rownowaz-
nych opiséw?***. Sposrod innych kontinuéw solenoidalnych wyrdznia si¢ tym, ze
jest grupa topologiczng. Wedtug L. Vietorisa (1927) jest to grupa ilorazowa (C
x E)/G, w ktorej C jest zbiorem Cantora z dodawaniem 2-adycznym, E grupa liczb
rzeczywistych, a G podgrupg grupy C x E zlozong z elementow postaci (ml, m),
gdzie m przebiega liczby catkowite. Jako grupa topologiczna solenoid 2-adyczny
jest przestrzenig jednorodng, tj. taka, ze dla kazdej pary jej punktow istnieje home-
omorfizm przestrzeni przeprowadzajacy jeden punkt pary na drugi (w grupie topo-
logicznej punkt @ mozna przeprowadzi¢ na b, przesuwajac elementy grupy o b — a).
Solenoid 2-adyczny nie jest sptaszczalny; wiecej: nie lezy na zadnej powierzchni?®.

24 L. Vietoris: locco cit., przypis 235, D. van Dantzig: Uber topologish homogene Konti-
nua. Fund. Math. 15 (1930), s. 107—25; A. van Heemert: Topologische Gruppen und unzerleg-
bare Kontinua. Comp. Math. 5 (1937), s. 319-326; w ksigzce WW. Niemyckiego i WW. Stie-
panowa: Kaczestwiennaja tieorija differencjalnych urawnienij, na s. 321, mozna znalez¢ petny
analityczny opis solenoidu 2-adycznego potozonego w E°. Autor ma tu okazje zwrdci¢ uwage na
homeomorfizm na discontinuum 2°¢majacy wszystkie orbity geste, S. Turek: Minimal actions on
Cantor cubes. Bull. Pol. Acad. Sci. Math. 51 (2003), s. 129—138, prowadzacy do konstrukcji kon-
tinuum, bedacego niemetryczng wersja selenoidu.

245 Dowdd niesplaszczalno$ci mozna znalez¢é w pracach M.K. Forta, Jr-a, Images of plane
continus. Amer. J. Math. 81 (1959), s. 341—346 1 R.H. Binga: 4 simple closed curve is the only ho-
mogenous bounded plane continuum that contains an arc. Canad. J. Math. 12 (1960), s. 209—230.
Dowod niezanurzalno$ci w powierzchni¢ mozna znalez¢ w pracy T. Mackowiaka i E.D. Tym-
chatyna: Continuous mappings of continua II. Diss. Math. 125 (1984), na s. 38. Ale na temat nie-
zanurzalno$ci w powierzchnie rowniez wezesniejsze prace: M.C. McCorda: Embedding of P-like
continua in manifolds. Canad. J. Math 19 (1967), s. 331—332, jak rowniez prace K. Borsuka: On
movable compacta, Fund. Math 66 (1969), s. 137—1461J. Krasinkiewicza: Continuous images
of continua and 1-movability, Fund. Math. 98 (1978), s. 141—164.
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Z tej ostatniej uwagi wynika, ze solenoid 2-adyczny nie jest homeomorficzny z kon-
tinuum solenoidalnym opisanym w punkcie 1 (ktore lezy na powierzchni torusa).

Jesli w solenoidzie 2-adycznym utozsami¢ do punktow pary a i —a elemen-
tow przeciwnych, dostaniemy kontinuum Janiszewskiego—Knastera. Nie jest to
bezposrednio widoczne, ale w duzym stopniu uwidacznia to opis tego kontinuum
dany przez Knastera.

Trojkowy zbior Cantora — ztozony z ciggow x = xox,..., x; € {0, 1} — sty-
tuujemy na odcinku [0, 1] osi x-0w plaszczyzny. Punkty symetryczne x = xox...
1x’ = xox/..., tj. takie, dla ktorych x’; = — x; (w sensie dziatania w grupie {0, 1}
mod 2) potaczmy w polptaszczyznie gornej potokregami, a punkty x =0 ... 0
I XXz . 1= x=0..0 1 x\s1xy1» ... (Symbolika ta sama co poprzednio), tj.
punkty reprezentujace elementy przeciwne w grupie 2-adycznej, potokregami
w potptaszezyznie dolnej (por. rys. 73). Otrzymujemy kontinuum. Widoczny jest
homeomorfizm — wigcej: to samo polozenie na plaszczyznie — z kontinuum
Janiszewskiego—Knastera danym przez opis na s. 67.

X —p —(x+1)

X« 1x

Rys. 73. Wersja Knastera kontinuum Janiszewskiego—Knastera

Kompozantg punktu 0 jest "potprosta" taczaca kolejno punkty 0 i —1 (gora),
punkty —1 i 1 (dotem), punkty 1 i —2 (géra) i w podobny sposob dalsze, zgodnie
zregulgx > (x+1) —»x+1—->@x+2) —»x+2— ..

Ogolnie, kompozant¢ punktu ¢ lezacego na zbiorze Cantora dostaniemy,
faczac kolejno poétokregami (dotem i gorg na przemian) punkty ... — ¢ — (¢ + 1)
—ct+l—o>—(c+t2)—>c+t2— ..

Jesli ¢ nie jest liczbg 2-adyczng catkowita (a wigc nie lezy na kompozancie
punktu 0), to komponanta tego punktu jest obrazem ciagtym prostej. Te kompo-
zanty sg obrazami cigglymi wzajemnie jednoznacznymi odpowiednich kompozant
solenoidu, ale nie sg z nimi homeomorficzne. Jak pozakat Bellamy?*®, niektore
z nich sa ze sobg homeomorficzne za pomocg pewnych homeomorfizmoéow catosci

26 D.P. Bellamy: Homeomorphisms of composants. Houston J. Math. 5 (1979), s. 313—318.



kontinum na siebie. Inne moga by¢ miedzy sobg homeomorficzne jedynie**’ za
pomoca specjalnych homeomorfizméw miedzy samymi kompozantami.

3. Shift i zwigzane z nim kontinuum solenoidalne. Produkt prze-
liczalnie wielu przestrzeni dyskretnych dwuelementowcyh jest homeomorficzny ze
zbiorem Cantora. W szczegdlnosci, topologicznie zbiorem Cantora jest produkt {0,
1}%, gdzie Z stanowi zbior liczb catkowitych, a {0, 1} — ustalona przestrzen dyskret-
ng o dwu elementach 0 i 1. Elementami produktu {0, 1} sg ciggi obustronne

(*) X XX X7,

zlozone z symboli 0 i 1. Jedna z wtasnosci operacji produktowania jest to, ze
kazda permutacja zbioru przestrzeni produktowanych wyznacza na produkcie
homeomorfizm. W szczegdlnosci przesunigcie o 1 na zbiorze Z, polegajace na
przyporzadkowaniu liczbie m liczby m + 1, wyznacza na {0, 1}* homeomorfizm.
Ten homoeomorfizm jest nazywany shiftem?#. Polega on na przyporzadkowaniu
ciggowi (*) ciggu powstalego zen po przesunigciu wstecz o jedno miejsce.

W odréznieniu od poprzednich przyktadow nie wszystkie orbity shiftu sg
geste. Wystarczy, aby ciag (*) byt okresowy, zeby orbita zapoczatkowana tym
ciggiem byta skonczona. W szczegolnosci, shift ma dwa punkty state: cigg zto-
zony z samych zer i cigg ztozony z samym jedynek.

Istniejg wszakze obie orbity geste.

Chcac to stwierdzi¢, zacznijmy od uwagi, ze zbidr wszystkich ciggow skon-
czonych o wartosciach 0 i 1 jest przeliczalny. Ustawmy je wszystkie jeden za
drugim, tak by tworzyly jeden cigg nieskonczony i by kazdy ciag skonczony
powtdrzyl sie w tym ustawieniu nieskonczenie wiele razy. Zadbajmy o to, by byt
to ciagg obustronny (to zawsze mozna zrobi¢, dodajac do otrzymanego juz ciagu
jednostronnego jego lustrzane odbicie). Utworzony w ten sposdb cigg obustronny
stanowi element produktu {0, 1}2.

Orbita tego elementu jest gesta w {0, 1}7.

Zbiory ciggéw obustronnych majacych na ustalonych miejscach ustalone
wartosci stanowig baze zbiorow otwartych w {0, 1}2.

Niech m; < m, < ... < m, bedg ustalonymi miejscami, za$ a,, a,, ..., a, @
=0 lub 1 — ustalonymi warto$ciami (warto$¢ a; na miejscu m;). Iterujac shift
dostatecznie wiele razy, naprowadzimy pomys$lany przez nas ciag obustronny tak,
by na miejscach od m, do m, dosta¢ z gory pomyslane wartosci, w szczegdlnosci
wartos¢ @, na miejscu m,, warto$¢ a, na miejscu m,, ..., warto$¢ a, na miejscu m;.
Stwierdzamy w ten sposob, ze orbita pomyslanego przez nas ciggu obustronne-
go przechodzi przez dany z gory zbidr z bazy zbiorow otwartych w {0, 1}%, co
dowodzi gestosci orbity.

27 W. Debski: Seminarium z topologii. Katowice 1993; C. Bandt: Composants of the hor-
seshoe. Fund. Math. 144 (1994), s. 231—241.

28 Angielskie stowo shift znaczy przesunigcie. Termin przyjat sie w jezyku polskim nie tylko
ze wzgledu na jednosylabowos¢, lecz takze i z uwagi na blisko§¢ brzmieniowa z czynno$cig prze-
suwania.
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Kontinuum solenoidalne dla shiftu r6zni si¢ topologicznie od poprzednich,
zawierajac wsrod swoich podprzestrzeni okregi, co wynika z istnienia orbit
skoniczonych dla shiftu, ale istnieje podzbior niezmienniczy dla shiftu w postaci
zbioru Cantora, na ktéorym shift jest homeomorfizmem opisanym w punkcie 1,

dajacym kontinuum solenoidalne lezgce na powierzchni torusa®.

*

Kontinua tancuchowe. Tak nazywa si¢ kontinua (metryczne), ktére dla
kazdego ¢ > 0 daja si¢ pokry¢ skonczong iloscia zbioréw otwartych o srednicach
< ¢ tworzacych tancuch (w sensie takim jak w Wykfadzie VI). Innymi stowami:
kontinuum (metryczne) X jest nazywane fancuchowym, jesli dla kazdego ¢ > 0
istnieje dlan pokrycie & = {U,, ..., U,} zbiorami otwartymi U, — nazywamy dalej
ogniwami — takimi, ze

(1) Uy N U, 20 & m—n| < 1.

Nerw N(?) pokrycia ma posta¢ kompleksu 1-wymiarowego uporzadkowanego
Uy <..<U,

ktorego bryla jest odcinek; w tej symbolice {U,, ..., Ui} sa zarowno ogniwami

tancucha jak i wierzchotkami kompleksu.

Niech g, : X — |N (9)| bedzie odwzorowaniem w nerw pokrycia?®,

Przeciwobraz gwiazdy wierzchotka U, — tj. sumy dwu przedzialow wokot
wierzchotka U, — jest zwarty w ogniwie U, (jest to ogélna wlasno$¢ odwzorowan
w nerwy pokry¢). Odwzorowanie gy jest zatem ¢-odwzorowaniem®', jesli ogniwa
U, maja Srednice < e. Stwierdzamy wigc, ze:

1. Kontinua tancuchowe majg e-odwzorowania na odcinek dla dowolnie
matych e.

Kontinua tancuchowe rozwazat w latach trzydziestych Z. Waraszkiewicz?,
okreslajac je przez wlasno$¢ wyrazong w 1. Latwo zobaczy¢, ze jesli kontinuum
ma dla kazdego ¢ > 0 odwzorowanie ciggte na odcinek o przeciwobrazach punk-
tow majacych $rednice < ¢, to jest tancuchowe. Okreslenie podane na wstepie
pochodzi od R.H. Binga (1951)*3.

Do oczywistych wlasno$ci nalezy dziedzicznos$¢: podkontinua kontinuéw
tancuchowych sq tancuchowe.

249 Ksigzka J. de Vriesa: Elements of topological dynamics. Kluwer 1996.

230 Nerw pokrycia i odwzorowanie w nerw pokrycia — w istocie w brylg¢ nerwu — naleza
do pojg¢ topologii majacych swoj poczatek w latach dwudziestych. Metoda jest oméwiona np.
w ksiazce autora Wykiady z topologii, Topologia przestrzeni euklidesowych, s. 115.

B Przez ¢-odwzorowanie rozumiemy odwzorowanie, dla ktorego przeciwobrazy punktow
maja $rednice < e.

22 7. Waraszkiewicz: O pokrewienstwie kontynuéw. Wiad. Mat. 43 (1936), s. 1-—57.

23 R.H. Bing: Snake-like continua. Duke Math. J. 18 (1951), s. 653—663. Kontinua wezowe lub
tasmowe u Waraszkiewicza sa innymi uzywanymi terminami dla kontinuéw tancuchowych.



Rys. 74. Kontinuum tancuchowe

Najprostszym kontinuum (wielopunktowym) tancuchowym jest odcinek.
Innymi kontinuami sg: sinusoida zageszczona i kontinuum nierozktadalne Jani-
szewskiego—Knastera. Kontinua te sg zamknigte we wstegach szerokosci < &,
ktore mozna dzieli¢ na segmenty o $rednicy < &, a te z kolei poszerzy¢ do zbiorow
otwartych tworzacych tancuchy, co ilustrujg rys. 75 i 76.

)

Rys. 75. Lancuch dla sinusoidy Rys. 76. Lancuch dla kontinuum
zageszczonej Janiszewskiego—Knastera

*

Przypomnijmy, ze przez kontinuum jednosprzegte rozumie si¢ kontinuum nie
majace przedstawienia w postaci sumy 4 U B dwu kontinuéw o przekroju 4 N
B niespdjnym.

Odcinek stanowi kontinuum jednosprzegte. Jednosprzegte sa kontinua nieroz-
ktadalne (warunek jednosprzgglosci jest spetniony w prozni).

Nie jest jednosprzegty okrag, bedac suma dwu potokregow.

Odcinki [a, b] = {n : a < n < b} liczb naturalnych sa jednosprzegle w sensie kombi-
natorycznym: przekrdj dwu odcinkow jest odcinkiem, chyba Ze jest zbiorem pustym.

Z okreslenia tancuchéw wzorem (1) wida¢, ze mozna je traktowac jako odcin-
ki liczb naturalnych; sa zatem jednosprzggle w sensie kombinatorycznym.

2. Kontinua tancuchowe sq jednosprzegte.

Dowdd. Niech X bedzie kontinuum tancuchowym. Jes$liby nie bylo jedno-
sprzegle, to dla dostatecznie matego ¢ tancuch o ogniwach majacych $rednice
< g, pokrywajacy X, daltby sie przedstawi¢ w postaci sumy K U L tancuchow
o przekroju kobinatorycznie niespdjnym — co jest niemozliwe.
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Wobec dziedziczenia si¢ fancuchowosci na podkontinua wnioskujemy, ze

2'. Kontinua tancuchowe sq dziedzicznie jednosprzegle, co znaczy, ze kazde
podkontinuum kontinuum tancuchowego jest jednosprzegle.

Z twierdzenia 2 wynika, ze okrag nie jest kontinuum tancuchowym, bo nie
jest jednosprzegty. Nie sg kontinuami tancuchowymi — wobec 2" — kontinua
zawierajace topologicznie okregi.

*

Nazwijmy quasi-triodg kontinuum begdace suma 4 U B U C trzech kontinuow,
z ktorych zadne nie jest zawarte w sumie dwu pozostatych: 4 ¢ B U C itd.
Przyktadami sa okrag i triod — graf w ksztalcie litery T.

3. Kontinua tancuchowe nie sq quasi-triodami.

Dowdd. Niech X bedzie kontinuum tancuchowym. Jesli bytby quasi-trioda,
to — biorgc pod uwage przedstawienie kontinuum X w postaci sumy 4 U B
U C konitinuéw o wlasnosciach opisujacych triodyczno$¢ — dla dostatecznie
matego ¢ tancuch pokrywajacy X miatby przedstawienie w postaci triody kom-
binatorycznej, tj. sumy K U L U M tancuchéw o przekroju niepustym, z ktérych
zaden nie jest zawarty w sumie pozostatych, co dla tancuchéw — odcinkow
liczb naturalnych — jest niemozliwe.

Kontinuum spetniajgce warunki dla quasi-triody z 4 N B N C # @ bedziemy
nazywacé triodg®™?. Trioda jest graf w ksztalcie litery T. Okrag nie jest trioda
1 nie zawiera zadnej triody. Kontinuum nie zawierajace triodéw nazywane jest
atriodycznym.

Z twierdzenia 3 wynika, ze kontinua tancuchowe nie sg triodami, co wobec
dziedziczenia si¢ tancuchowosci na podkontinua prowadzi do wniosku, ze konti-
nua tancuchowe sq atriodyczne.

*

Atriodycznos$¢ sama nie implikuje tancuchowosci — przyktadem jest okrag.
Podobnie nie implikuje tancuchowos$ci sama dziedziczna jednosprzegltos¢ —
przyktadem jest triod. Réwniez obie te wlasnosci razem wzigte nie implikuja
tancuchowosci.

Jako najprostszy przyktad mozna poda¢ solenoid 2-adyczny stanowiacy kon-
tinuum nierozktadalne, ktorego podkontinuami wasciwymi wielopunktowymi sg
tuki. Solenoid jest wigc zaréwno dziedzicznie jednosprzegtly, jak i atriodyczny.
Nie jest kontinuum fancuchowym wobec swojej niesptaszczalno$ci.

Znane sa przyktady kontinudéw plaskich dziedzicznie jednosprzegghych atriodycznych nie tan-
cuchowych (Ingram 1972)%%.

234 Jesli zadac wigcej, a mianowicie, by 4 N B N C byto kontinuum, i zeby A N B=BN C=C
NA=A4N BN C, jedyna trioda wérdd grafébw pozostanie triod.
25 W.T. Ingram: 4n atriodic tree-like continuum with positive span. Fund. Math. 77 (1972),



Bing dowiddl, ze w zakresie kontinuéw nie zawierajacych podkontinuéw nierozktadalnych
wielopunktowych, tj. w zakresie kontinudw dziedzicznie rozktadalnych, atriodycznos¢ i dziedziczna
jednosprzegtos$é razem implikujg tancuchowos$¢®¢. Stad, w przyktadach Ingrama musi si¢ pojawic
nierozktadalnos$é.

Kontinua tancuchowe sa nieprzywiedlne migdzy pewnymi dwoma punktami. Wynika to z
ogolniejszego twierdzenia Sorgenfreya (1946)*7, orzekajacego, ze kontinua metryczne nie bedace
quasi-triodami majg juz t¢ wlasnos$¢. Stad kontinua tancuchowe sg tukami, jesli sg lokalnie
spojne.

*

4. Odwzorowania ciggte kontinuum tancuchowego na okrqg sq nieistotne®®.

Dowdd. Niech f: X — S' bedzie odwzorowaniem ciggtym kontinuum fancu-
chowego na okrag. Dla podziatu symplicjalnego okregu S' (o co najmniej trzech
wierzchotkach) rozwazmy pokrycie kontinuum X zbiorami /' (gw a), gdzie a
przebiega wierzchotki podziatu. Niech g : X — [0, 1] bedzie odwzorowaniem
cigglym na odcinek z podziatem symplicjalnym na tyle drobnym, by pokrycie
przeciwobrazami g (gw b) gwiazd wierzchotkéw tego podziatu byto wpisane w
pokrycie zbiorami /! (gw a). Dla kazdego b wybierzmy a(b) takie, ze

g (gwb) Cf(gw (@®)).

Wezmy pod uwage odwzorowaniem symplicjalne 4 : [0, 1] — S! (dla rozwa-
zanych na odcinku i okregu podzialdow) wyznaczone przez przyporzadkowanie
b — a(b).

Odwzorowania # o g i f sa homotopijne, co wynika stad, ze dla kazdego x
punkty /(g(x)) i f(x) leza w gwiezdzie tego samego wierzchotka podziatu S'.

Poniewaz odwzorowanie & — jako odwzorowanie z odcinka — jest homo-
topijne ze stala, wigc & o g jest homotopijne ze stalg, a w rezultacie rowniez
odwzorowanie f.

Whiosek. Kontinua taricuchowe nie rozcinajg ptaszczyzny™.

S. 99—107; An uncountable collection of mutually exclusive planar atriodic tree-like continua
with positive span. Fund. Math. 85 (1974), s. 73—78. Omoéwienie tych wynikéw mozna znalez¢é w
ksiazce W.T. Ingrama: Inverse limits. Sociedad Math. Mexicana 2000.

236 R.H. Bing: Snakie-like continua. Na temat kontinuoéw tancuchowych por. artykut przegla-
dowy J.B. Fugate'a: Chainable continua. Topology Seminar Wisconsin 1965, s. 120—133; Annals
of Math. Studies 60, Princeton University Press 1966.

27 R.H. Sorgenfrey: Concerning continua irreducible about n-points. Amer J. Math 68
(1946), s. 667. Por. rbwniez wczesniejsza prace tego autora, Concerning triodic continua. Amer.
J. Math. 68 (1944), s. 439—460; T. Mackowiak, E.D. Tymchatyn: Continuous mappings on
continua 1. Dissert. Math 225 (1984), s. 24, z uzupelnieniem T. Mackowiaka: Sets of irreduci-
blility of mappings. Bull. Acad. Pol.-Soc. 24 (1976), s. 335—339 (Theorem 3); D.P. Kuykendall:
Irreducibility and indecompasability of continua. Fund. Math. 80 (1973), s. 235—270.

2% Nieistotne znaczy: homotopijne z odwzorowaniem constans.

29 Wedtug twierdzenia Borsuka zbidr zawarty nie rozcina E", jesli odwzorowania tego zbioru
w §" ! sa wszystkie nieistotne; twierdzenie mozna znalez¢ w ksigzce autora, Wykiady z topologii,
Topologia przestrzeni euklidesowych, s. 142.
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Whiosek nabiera tresci, jesli si¢ wie, ze kontinua tancuchowe sa sptaszczal-
n6260.

Pokazemy, ze:

2. Kontinua tancuchowe majq wtasnosé¢ punktu statego (Hamilton, 1951;
Rosen, 1959)%!,

Dowdd. Niech f: X X bedzie odwzorowaniem ciggtym kontinuum fancucho-
wego w siebie. Ustalmy € > 0 i odwzorowanie g : X — [0, 1]. Rozwazmy zbiory

A= {x: gk < g(fx)} i B={x:g(flx) < g}

domkniete — wobec ciggtosci g i f— niepuste i pokrywajace X. Wobec nie-
spojnosci X zbiory 4 i B maja punkt wspolny, znaczy to, ze istnieje x takie, ze
x 1 f(x) lezag w przeciwobrazie g '(a) jednego i tego samego punktu a. Jest wigc
d(x, f(x)) < g, co wystarcza — wobec zwartosci X 1 wobec tego, ze tego rodzaju
punkt x, mozna znalez¢ dla kazdego € > 0 — aby stwierdzi¢ istnienie punktu
statego dla f.

Wzorce opisujace kontinua tancuchowe

Niech X bedzie konitnuum tancuchowym. Niech a bedzie tancuchem pokry-
wajacym X. Dla kazdego 0 > 0 istnieje tancuch wpisany w o wlasciwie’”, o ele-
mentach majacych $rednice < J'1 pokrywajacych X.

Dowdd w istocie byt przeprowadzony w Wykladzie 5 (wystarczy wziac liczbe
Lebesgue'a 0', 6’ < J dla tancucha a 1 wzia¢ pod uwage tancuch o $rednicach
ogniw < o' istniejacy na mocy tancuchowosci X).

Z tej uwagi wynika, ze majac kontinuum tancuchowe X, mozna dla kazdego
ciggu liczb dodatnich tworzacych ciag malejacy

€ >8> ..

dazacy do 0, zbudowac tancuchy a,, a,, ... takie, ze ogniwa tancucha o, maja sredni-
ce g, 1 takie, ze dla kazdego » tancuch a, . ; jest wpisany wilasciwie w tancuch a,,.
Ten opis mozna przedstawic¢ bardziej formalnie.

20 R.H. Bing: Snake-like continua, loco cit., s. 154. Idea dowodu nie jest trudna, ale ze wzgle-
du na wymagang przy konstrukcji odpowiedniego zanurzenia szczegdtowos¢ dowdd opuszezamy.
Dow6d — przy ujeciu tancuchowosci poprzez e-odwzorowania — podat Z. Waraszkiewicz:
O pokrewienstwie kontynuow, loco cit., s. 151. Ujgcie poprzez granice wsteczne pozwala na jeszcze
inny dowdd; por. J. Mioduszewski: Functional conception of snake-like continua. Fund. Math.
51 (1962), s. 178—189, przypis na s. 179.

21 O.H. Hamilton: 4 fixed point theorem for pseudo-arcs and certain other metric continua.
Proc. Amer. Math. Soc. 2 (1951), s. 173—174; R.H. Rosen: Fixed points for multivalued functions
on snake-like continua. Proc. Amer. Math. Soc. 10 (1959), s. 167—173. Patrz takze O.W. Loku-
ciewski: Odna tieoriema o niepodwiznoj toczkie. Uspiechi mat. nauk 12. wyp. 3 (75) (1957), s.
171—172. Twierdzenie znat Z. Waraszkiewicz (1935); Protokoty Seminarium Topologicznego,
Warszawa.

262 Rodzina zbiordéw jest wpisana wlasciwie w rodzing zbiorow R, jesli rodzina zlozona z

156 domknigé jej elementow jest wpisana w R.



Lancuchy traktujemy jako ciggi uporzagdkowane ogniw, co sprowadza si¢
do traktowania tancuchow jako odcinkow liczb naturalnych, mozna przyjac, ze
poczatkowych, tj. odcinkéw postaci

m=1{0,1,..m—1}.

Przy tej konwencji zapisu odcinek liczb naturalnych utozsamiamy z liczba natu-
ralng — dtugoscia odcinka.
Jezeli tancuch n wpisany jest w tancuch m, to n > m. Niech

fin—om

bedzie funkcja realizujacg to wpisywanie: f{j) jest numerem ogniwa tancucha
m zawierajacego ogniwo o numerze j tancucha n. Funkcja f jest ciggfa w tym
znaczeniu, ze

G+ -/ <1 dla kazdego ;.

Ciag tancuchdéw, wpisanych jeden w drugi ze Srednicami ogniw malejgcymi
do zera, wyznacza ciag

(%) n 2 n, L Ny «— ...

odwzorowan ciggtych.

Ciagi (*) nazwijmy wzorcami konitnuéw lancuchowych.

1. Kontinuum majgce wzorzec ztozony z funkcji monotonicznych jest tukiem.

Dowiedlismy tego w Wykiadzie V przy okazji dowodu twierdzenie Mazur-
kiweicza—Moore'a, gdzie dopuszczono pewne odstepstwo monotonicznos$ci
(oscylacja w obrgbie 4 ogniw). Dla uzyskania tezy wykorzystali$my twierdzenie
Moore'a charakteryzujace tuki jako kontinua majace doktadnie dwa punkty nie-
rozspajajace.

Wzorce dla kontinudéw nierozktadalnych

Elementami tych wzorcow sa funkcje o pefnych oscylacjach. Opiszemy naj-
bardziej typowy przyktad wzorca.

Mowimy, ze fancuch £ jest wpisany w tancuch X z potrdjng petng oscylacjq,
jesli £ jest suma trzech tancuchow £, L£"” 1 £ stykajacych si¢ jedynie poje-
dynczymi ogniwami, £’z £" 1 £" z £". Lancuch L' biegnie od pierwszego do
przedostatniego ogniwa tancucha X, tancuch £" biegnie od przedostatniego do
drugiego ogniwa fancucha K, a tancuch £ — od drugiego ogniwa do ostatniego
ogniwa w K, co ilustruje rys. 77 (przebiegi tancuchow L', £" i £ nie muszg
by¢ monotoniczne).
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Rys. 77. Lancuch wpisany z pelng oscylacja

Niech n, & n, L ny < ... bedzie wzorem ztozonym z funkcji o peinej
potrojnej oscylacji. Kontinuum tancuchowe wyznaczone przez ten wzorzec jest
nierozktadalne.

Istotnie, niech X bedzie tego rodzaju kontinuum i niech Y bedzie podkontinu-
um wihasciwym kontinuum X. Wobec X — Y # @ istnieje n- takie, ze jesli n > n.,
to pewne ogniwo tancucha £, (dla kontinuum X) nie przecina ¥, przy czym to
ogniwo nie jest ani pierwszym, ani ostatnim ogniwem i tancuch £, ., w kazdym
z odcinkow £,V 1 £,@ powstatych z £, przez odrzucenie wspomnianego ogni-
wa rozbija si¢ na "réwnolegle biegnace" tancuchy w ilosci co najmniej dwoch.
Kontinuum Y lezy w jednym z tych "rownolegtych" do siebie czesci tancuchow
£, +,. Kazdy punkt kontinuum ¥ ma wiec w odleglosci < g, ., punkty moze by¢
dowolnie mate, Y jest rzadkie w X.

Dowiedlismy nierozktadalno$ci kontinuum X.

Uwazajac pojecie funkeji o petnej k-krotnej oscylacji za zrozumiale (opusz-
czamy szczegdlowy opis), zgodzimy si¢ rowniez na t¢ konkluzje, jesli wzorzec
sktada si¢ z funkcji o petnych oscylacjach k > 2; krotno$¢ k£ nie musi by¢ ta
sama dla wszystkich funkcji. Przypadek & = 2 (stale) jest wzorcem dla kontinuum
Knastera—Janiszewskiego.

*

Kontinuum jest nazywane dziedzicznie nierozkiadalnym, jesli kazde jego
podkontinuum wielopunktowe jest nierozktadalne. Juz samo istnienie kontinuow
dziedzicznie nierozktadalnych stanowi problem. Pierwsza konstrukcja kontinuum
pochodzitaod Knastera®®. Pézniej Mazurkiewicz podat nieefektywny dowod
istnienia, pokazujac, ze wsrod kontinuéw lezacych na ptaszczyznie stanowig one
wigkszos¢ w sensie kategorii Baire'a?®.

23 B, Knaster: Un continu dont tout sous-continuum est indécomposable. Fund. Math. 3
(1922), s. 247—286.

24 S Mazurkiewicz: Surles continus absolument indécomposables. Fund. Math. 16 (1930),
151—159.



Wzorzec dla kontinuum dziedzicznie nierozktadalnego

Od wpisywan bedziemy teraz wymagac, by byty wszedzie oscylujgce w tym
sensie, ze dla kazdych dwu ogniw U; i U, tancucha X, r6znigcych si¢ w numeracji
co najmniej o 4, i —j| > 4. fancuch £ wpisany w K, jesli przechodzi od U, do U,
petna potrojna oscylacje.

Kontinuum tancuchowe majgce wzorzec ztozony z funkcji wszedzie oscylujg-
cych jest dziedzicznie nierozktadalne.

Dowdd. Niech X bedzie kontinuum fancuchowym o wzorcu ztozonym z
funkcji wszegdzie oscylujacych. Niech Y bedzie podkontinuum wielopunktowym
kontinuum X. Niech L,, L,, ... bedzie ciggiem tancuchéw opisujagcym kontinuum X.
Niech L', ktory sktada si¢ z ogniw tancucha L, przecinajacych kontinuum Y.

W przypadku dostatecznie duzych k tancuch L', ma co najmniej 4 ogniwa (bo
Y jest wielopunktowe), a dla n > k fancuch L', ma pelng potrdjng oscylacj¢ miedzy
pierwszym i ostatnim ogniwem tancucha L', (wpisywanie L, w L, jest wszg¢dzie
oscylujace). Dlatego kontinuum Y jest — na mocy poprzedniego twierdzenia —
nierozktadalne. Dowodzi to dziedzicznej nierozktadalnosci kontinuum X.

Rys. 78. Wpisywanie wsze¢dzie oscylujace

Podany uprzednio opis kontinuum tancuchowego dziedzicznie nierozktadalnego
nie zawiera dowodu mozliwosci wpisania w dany tancuch tancucha wszegdzie oscy-
lujacego. Chociaz opis ten byt implicite obecny juz w pracy Knastera (1922), to
dowaod istnienia wpisywan wszedzie oscylujacych podat R.H. Bing; por. rowniez
prace autora®”. Kontinuum tancuchowe zbudowane przez Binga — z wpisy-
waniami tu opisanymi — jest homeomorficzne z kontinuum zbudowanym przez
Knastera. Nieco wcze$niej E.E. Moise?® zbudowal kontinuum dziedzicznie
nierozktadalne, ktorego wszystkie podkontinua wielopunktowe sg ze soba homeomor-

25 R.H. Bing: 4 homogenous indecomposable plane continuum. Duke Math. J. 15 (1948),
s. 729—742; J. Mioduszewski: Functional conception of snake-like continua. Fund. Math. 51
(1962), s. 178—189; Everywhere oscillating functions and homogeneity of the psudoarc. Fund.
Math. 56 (1964), s. 131—155; wersja komibnatoryczna: Everywhere oscillating functions, Empire
of Mathematics, 2001.

26 EE. Moise: An indecomposable continuum which is homeomorphic to each of its non-
degenerate subcontinua. Trans. Amer. Math. Soc. 63 (1948), s. 581—594.

159



ficzne 1 ze wzgledu na t¢ wlasno$¢ nazwane pseudotukiem. Kontinuum Moise'a jest
réwniez tancuchowe i jest homeomorficzne z kontinuum Binga, co wynika z ogélniej-
szego twierdzenia, wedlug ktdrego kontinua tancuchowe dziedzicznie nierozktadalne
sg wszystkie ze sobg homeomorficzne’.

*

Konstrukcja kontinuum nieprzywiedlnego Knastera—Janiszewskiego byta
przeprowadzona w sposob geometryczny bez uzycia opisu tancuchowego. Nie
podawalismy wzorca dla sinusoidy zageszczonej, ale nie jest on trudny do opisa-
nia i zrealizowania na plaszczyznie.

Istniejg kontinua dziedzicznie nierozktadalne 7, niemetryczne. Konstrukcje
podat A. Emeryk?®.

27 R.H. Bing: Concerning hereditarily indecomposable continua. Pacific J. Math. 1 (1951),
s. 43—S51.

28 A. Emeryk: 4 hereditarily indecomposable non-metric Hausdorff continuum. Fund. Math.
92 (1976), s. 63—64, oraz wczesniejsza praca tego samego autora, An atomic map onto an arbitrary
metric continuum, Fund. Math. 77 (1972), s. 145—149, gdzie byta opisana pewna ogo6lna metoda kon-
strukeji kontinuéw niemetrycznych. Inne konstrukcje podali K.P. Hart, J. van Mill i R. Pol: Re-
marks on hereditarily indecomposable continua. Topology Proceedings 25 (2000), s. 179—206.
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Jerzy Mioduszewski

LECTURES ON TOPOLOGY
Connected spaces and continua

Summary

The book consists of eight lectures concerning the theory of connectedness and continua to
be used as Univeristy text. In the part of the book devoted to continua such topics as Moore theo-
rem concerning cut points, Hahn—Mazurkiewicz, Mazurkiewicz—Moore and Sierpinski theorems
concerning locally connected metric continua, theorems on indecomposable continua including
Mazurkiewicz theorem on the number of composants are treated. The constructions of some sole-
noidal continua are given. A lecture is devoted to the non-metric branch of the theory of continua
with theorems by Kurepa, Mardesi¢, Papi¢ and Treybig. There is a special lecture devoted to Peano
maps. Some peculiarities among non-compat connected sets are discussed, in particular those which
concern biconnected sets. The next is aimed at students at various levels. Some parts are written for
more advanced readers.



Exu Menyesckuu

JIEKLIMH I1O TOIOJIOT' M1
CBsi3HbIE IPOCTPAHCTBA U KOHTHUHYYMBI

Pe3wome

Kuura cocraBiieHa u3 BOCbMH JICKIIMU MBICIUMbIX KaK OYEPK TEOPUH CBSI3HBIX MPOCTPAHCTB
U TEOPUU KOHTHHYYMOB Ha4YMHAs C DICMCHTAPHBIX MOHSATHH BXOASININX B KypC TEOPETHKO-
MHOKECTBHHOM TOMOJOTMH 110 HEKOTOPHIC HOBEHINME KOHCTPYKIMH M TeOopeMbl. Beriem 3a
3JIEMEHTAPHOM BBEICHHEM HIYT JICKIIMH MOCBAIICHHBIC CIIyYasM M OCOOCHHOCTSAM IBYCBSI3HBIX
npocTpaHcTB B cMmbiciie Kuacrepa—Kyparosckoro. Uro kacaeTcsi TEOpHH KOHTHHYYMOB, KHHTA
COZIEPXKUT TeopeMbl Mypa 0 ToYKax pa30HBaOIIMX KOHTHHYYMbI, TeopeMbl Mana—M3aypkeBua,
MsaypkeBuua—Mypa u CeprnuHCKOrO0 O JOKAJIbHO CBS3HBIX KOHTHHYYMaxX, OYEPK TECOPHH
HEPAa3JI0KMMbBIX KOHTHHYYMOB, BKJIF0OYast TeOpeMbl M3aypKeBrUYa O YHCIIe KOMITO3aHTOB. BhieieHo
OTBETBJICHHE J[Ta HEMETPUUCCKUX KOHTHHYYMOB, TJI€ H3JI0KEHBI TeopeMbl Kypensl, Mapaemninuya,
IManuya u Tpeubura. OtaenbHas JeKUUs MOCBsIIeHHas oToOpaxenusM [leano. Kuury xondaer
JIeKIUsl MOCBSIIEHHA IEHJAPUTOM — METPUYECKHM W HeMeTpuyeckuM. KHuUra mnpeiHazHaveHa
CTYJICHTOM MATeMAaTHKU U3YyYaOIIUM CTAHAAPTHBIN KypC TEOPETHKO-MHOKECTBHHOMN TOIMOJIOTHH,
HO T€ KOTOPBIX HHTEPECYIOT TOKE CIICIHAIBHBIC TIIABBI 3TON AUCIUILINHEI, MOTYT HAWTH B KHUTE
HEeYTOo 11 cels.
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