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Wstep

W 1907 roku holenderski matematyk Luitzen Egbertus Jan Brouwer
(1881-1966) w swojej pracy doktorskiej zatytutowanej ,,O podstawach ma-
tematyki” [3] przedstawil zarys filozofii matematyki opartej na konstruk-
tywizmie i odrzucajacej platonska wizje $wiata idei istniejacego niezaleznie
od ludzkiego poznania. Wedhug Brouwera matematyka jest tworem wolne-
go rozumu, niezaleznym od jezyka, za$ jedynym pojeciem a priori w sensie
kantowskim jest czas. Konsekwencja takiego ujecia byto odejscie od dotych-
czasowe] klasycznej koncepcji méwigcej, ze kazde poprawnie skonstruowane
stwierdzenie matematyczne jest albo prawdziwe, albo fatszywe.

Zaproponowana przez Brouwera filozofia intuicjonizmu byta jedna z odpo-
wiedzi na zjawiska, ktére pojawily siec w matematyce pod koniec XIX wieku
i ktore podwazyty powszechnie do tej pory uznawane intuicje matematyczne.
Gtéwnym problemem okazala sie teoria mnogosci wprowadzona przez Georga
Cantora z jej niekonstruktywnymi definicjami. Réwniez rozwijana na prze-
tomie XIX i XX wieku przez Bertranda Russella i Gottloba Fregego logika
formalna, majaca stanowi¢ podstawy matematyki, stata w sprzecznoéci z po-
dejéciem intuicjonistycznym. Dla intuicjonistow matematyka — wbrew temu
czego chciat Russell — nie mogta by¢ jedynie gra symbolami wedtug ustalo-
nych uprzednio zasad. Brouwer nie tylko postulowat matematyke w pewnym
sensie niezalezng od logiki, ale réwniez nie akceptowal programu Hilberta
uwazajac, ze matematyki nie mozna zaksjomatyzowac.

Préby odbudowy podstaw matematyki na bazie konstruktywizmu podej-
mowano juz od potowy XIX wieku, zas intuicjonizm byt jednym z wielu
przyktadow tego typu podejscia do zagadnienia. Najbardziej naturalnym,
niejako intuicyjnym obiektem matematycznym, jaki mozna bra¢ pod uwa-
ge 7 konstruktywnego punktu widzenia, jest liczba naturalna. Wychodzac
od rozwazenia abstrakcyjnej jednostki, mozna przeprowadzi¢ myslowa kon-
strukcje kolejnej jednostki, réznej od poprzedniej, a nastepnie kolejnej, roz-
nej od poprzednich. Powtarzajac ten proces w nieskonczonosé otrzymujemy
zbiér N liczb naturalnych. Na tej konstrukcji opiera sie miedzy innymi fini-
taryzm, ktorego prekursorem byt Leopold Kronecker. Dopuszcza on jedynie
skoniczenie reprezentowalne struktury matematyczne. Innymi stowy definicje
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matematyczne sg akceptowane, gdy w skonczonej liczbie krokéw mozliwe jest
zweryfikowanie czy liczba spetlia dang definicje. W rezultacie krytyce pod-
dane zostaja nickonstruktywne dowody istnienia obiektéw matematycznych.
Ostawione jest stwierdzenie Kroneckera: Bog stworzyt liczby naturalne, reszta
jest dzietem czltowieka. Oczywista konsekwencja takiego podejscia byto jego
dazenie do ,arytmetyzacji” algebry i analizy.

Dobrze znana jest krytyka cantorowskiej teorii mnogosci i logiki mate-
matycznej przez ostatniego matematyka uniwersalnego — Henri’ego Poincaré.
Twierdzit on, ze w matematyce zamiast logiki potrzebna jest intuicja rozu-
miana trojako: odniesienie do zmystow i wyobrazni, generalizacja poprzez in-
dukcje oraz intuicja czystego pojecia liczby. Wraz z takimi matematykami jak
Borel, Lebesgue czy Baire nalezal do grona francuskich semi-intuicjonistéw,
ktorzy brali udziat w dyskusji na temat dowodu twierdzenia o dobrym po-
rzadku przedstawionego przez Zermelo. Zastosowanie pewnika wyboru wzbu-
dzito szereg watpliwosci, w szczegdlnosci pytania dotyczace natury continuum
oraz ,nieskonczonego ciggu wyboréw”. Emil Borel stwierdzit, ze skoro mozna
bra¢ pod uwage jedynie efektywnie zdefiniowane obiekty, liczby rzeczywiste
rowniez powinny by¢ zadane przez skonczong definicje, a zatem zbior R liczb
rzeczywistych nigdy nie bylby wiekszy niz przeliczalny. Rozumiejac ograni-
czenia takiego ,przeliczalnego continuum”, Borel rozwazal continuum jako
pojecie dane niezaleznie przez intuicje: akceptowal nieprzeliczalny zbior liczb
rzeczywistych z odcinka jednostkowego jako dany, nazywajac to geometrycz-
nym continuum.

Brouwer — niezaleznie od Borela — rozwazat continuum jako pojecie pod-
stawowe, dostepne intuicji. Dla Brouwera matematyka byta konstrukcja my-
slowg ,jidealnego matematyka”, dzieki czemu zostata uwolniona od ograni-
czen zwigzanych z czasem, przestrzenia, wadliwg argumentacja czy jezykiem,
ktory shuzy jedynie do wymiany matematycznych idei. Prawdziwos¢ mate-
matycznego stwierdzenia jest dostepna jedynie poprzez konstrukcje uzasad-
niajaca to stwierdzenie. Oznacza to odrzucenie zasady wytaczonego srodka
oraz dowodow niewprost.

Zalozenia intuicjonizmu sformalizowal uczen Brouwera, Arend Heyting
(1898-1980), ktéry w 1934 roku podat intuicjonistyczna interpretacje spéj-
nikéw logicznych. Niezaleznie od niego uczynit to A. N. Kotmogorow (1903-
1987), ktéry w swojej interpretacji przedstawil logike intuicjonistyczna jako
rachunek probleméw [35]. Obie interpretacje byty traktowane przez autoréw
jako niezalezne, mimo to interpretacje spojnikow w logice intuicjonisycznej
wedtug Heytinga nazywa si¢ interpretacjg Brouwera-Heytinga-Kotmogorowa:
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e dowodd formuty ¢ A ¢ sktada si¢ z dowodu formuty ¢ oraz z dowodu
formuty 1,

e dowdd formuty ¢ V 1) polega na wskazaniu jednego ze sktadnikéw p, ¢
oraz z dowodu wskazanej formuty,

e dowdd formuty ¢ — v jest konstrukcja przeksztatcajacg dowolny do-
wod formuty ¢ w dowdd formuty ),

e dowdd formuty ~¢ jest konstrukcja sprowadzajaca dowolny dowdd for-
muty ¢ do sprzecznosci.

Jezeli rozwazany jest jezyk ze staty falsum 0, woéwczas negacja formuty
~ jest definiowana jako ¢ — 0. Falsum nie posiada dowodu.

Interpretacja BHK nie jest formalna definicja, poniewaz nie doprecyzo-
wuje sie pojecia konstrukcji. Jednakze juz na tej podstawie nieuchronne jest
odrzucenie prawa wytaczonego srodka ¢V ~¢. W szczegdlnosci wedtug inter-
pretacji BHK zdanie postaci ¢V~ jest zaakceptowane, jezeli ,idealny mate-
matyk” potrafi przeprowadzi¢ dowdd ¢, lub potrafi udowodnié, ze zatozenie
 prowadzi do sprzecznosci. W przypadku gdy ¢ jest zdaniem niezaleznym,
jest to jednak niemozliwe. Dlatego formuta ¢ V ~¢p jest odrzucona na gruncie
interpretacji BHK.

Oprocz powyzszej nieformalnej interpretacji, Heyting podatl w 1930 roku
w [26] w pelni sformalizowany system aksjomatyczny rachunku intuicjoni-
stycznego w terminach systemu hilbertowskiego. Chociaz formalizacja logiki
byta wbrew intencjom Brouwera, Rachunek Heytinga jest powszechnie uwa-
zany za odpowiednig formalizacje logiki intuicjonistycznej. Logika zapropo-
nowana przez Heytinga byla pierwszym systemem, ktéry podawal znacze-
nie symboli logicznych dla intuicjonizmu w szczegolnosci, a w ogdlnosci dla
(wigkszosci form) konstruktywizmu. Innymi sposobami sformalizowania lo-
giki intuicjonistycznej jest system naturalnej dedukcji oraz zaproponowany
w [20] przez Gentzena rachunek sekwentéw.

Dla logiki intuicjonistycznej istnieje szereg adekwatnych semantyk. Hey-
ting w pracy formalizujacej logike intuicjonistyczna wprowadzil wielowarto-
Sciowe tabele pozwalajace wykazaé¢ wzajemna niedefiniowalno$é spojnikow.
W tym réwniez kierunku szty prace Stanistawa Jaskowskiego [29]. Pod koniec
lat trzydziestych Alfred Tarski przedstawil semantyke topologiczng bedaca
generalizacja zero-jedynkowej interpretacji logiki klasycznej. Wiadomo, ze
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prawa logiki klasycznej maja swoje odpowiedniki w wtasnosciach algebr Bo-
ole’a. W przypadku logiki intuicjonistycznej poszukiwano podobnej algebry,
z operacja uzupetnienia U posiadajaca wlasnosci odpowiadajace intuicjoni-
stycznej negacji. Wobec tego wymaga sie, by U # U, poniewaz w logice
intuicjonistycznej negacja nie jest inwolutywna. Te i inne wtasnosci suge-
rowaly, ze operator ““ zachowuje sie jak operacja domkniecia w topologii.
W rezultacie jako adekwatng semantyke topologiczng rozwaza si¢ algebre
otwartych podzbioréw przestrzeni topologicznej. Jest ona szczegdlnym przy-
padkiem algebry Heytinga, ktérg definiuje sie — podobnie jak algebry Boole’a
— poprzez zbiér aksjomatéw dla pewnych operacji.

Dla potrzeb niniejszej dysertacji najwieksza role odgrywaé bedzie seman-
tyka $wiatéw mozliwych przedstawiona przez Saula Aarona Kripkego w [34],
ktora odzwierciedla proces tworzenia konstrukcji matematycznych przez bro-
uwerowskiego ,idealnego matematyka”. Powstajace w jego umysle obiekty
matematyczne oraz dowody sa osadzone w czasie, a wszystkie udowodnio-
ne do tej pory twierdzenia pozostaja prawdziwe w przysztosci. W dowolnym
momencie moze podejmowaé szereg decyzji, z ktorych kazda prowadzi go do
pewnego, by¢ moze réznego od innych, stanu wiedzy. Ilustracja tego procesu
zdobywania informacji rozciggnietego w czasie i zaleznego od pewnych decyzji
sg struktury czesciowo uporzadkowane z odpowiednio okreslonym wartoscio-
waniem, ktore tworzg tzw. modele Kripkego.

Pomiegdzy logika intuicjonistyczna, a teoretyczna informatyka istnieje Sci-
sty zwiazek wyrazajacy sie w pojeciu izomorfizmu Curry’ego-Howarda (a wta-
Sciwie izomorfizmu Brouwera-Heytinga-Kotmogorowa-Curry’ego-Mereditha-
Kleene’ego-Gadla-Kraisela- Howarda-Scotta-Martin-Lofa-Girarda- ... ). Jest
on znany takze pod nazwa dowody-jako-programy (ang. proofs-as-programs)
lub twierdzenia-jako-typy (ang. propositions-as-types). lzomorfizm Curry’ego-
Howarda okresla formalng odpowiednio$¢ miedzy dowodami logiki intuicjo-
nistycznej, a termami A\-rachunku z typami. Rachunek A jest pewnym okre-
Slonym modelem obliczeniowym, rownowaznym modelowi opartemu na kon-
cepcji maszyny Turinga. Podczas gdy w przypadku maszyny Turinga ob-
liczenia wyraza sie jako odczyt i zapis na tasmie oraz wykonywanie pew-
nych dziatan w zaleznosci od kontekstu odczytanego z tasmy, w przypadku
A-rachunku operuje sie funkcjami, ktére moga zaréwno pobiera¢ jako argu-
menty jak i zwraca¢ jako wartosci inne funkcje. Po raz pierwszy wzajemnag
odpowiednio$¢ miedzy dowodami w logice intuicjonistycznej, a A-rachunkiem
zauwazyt w latach trzydziestych Haskell Brooks Curry [10, 11]. William Alvin
Howard w pracy [28] po raz pierwszy w sposob formalny przedstawit koncep-
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cje formut-jako-typy” w postaci izomorfizmu miedzy teoria typow a syste-
mem naturalnej dedukcji dla logiki intuicjonistycznej, w ktorym [-redukcji
odpowiada proces normalizacji dowodu.

Aksjomatycznie logike intuicjonistyczng mozna otrzymaé eliminujac ze
zbioru aksjomatow logiki klasycznej prawo wytaczonego srodka. Istnieje sze-
reg praw logiki klasycznej, ktore nie sa prawdziwe intuicjonistycznie. W szcze-
gblnosci intuicjonistyczna negacja nie jest inwolutywna, to znaczy nie zacho-
dzi prawo eleminacji podwdjnej negacji ~~ ¢ — . Okoto roku 1990 Ti-
mothy Griffin zauwazyt, ze to prawo odpowiada po stronie teorii typow za-
pisowi pewnego operatora kontrolnego. Operatory kontrolne badz sterujace
(ang. control operators) wystepuja w wielu jezykach programowania. Oczy-
wistymi przyktadami sa mechanizm wyjatkéw (ang. exception mechanism)
w C++ 1 Javie lub catch oraz throw w jezyku Lisp. Tego typy konstrukcje
zostalty sformalizowane przez Felleisena [17, 18] jako rachunek z operato-
rem C (control) oraz operatorem A (abort). Odkad wiadomo, ze izomorfizm
Curry’ego-Howarda mozna przedtuzy¢ na logike klasyczna [25], zostato sfor-
mutowanych kilka konstruktywnych klasycznych systemoéw, wiacznie z syste-
mem LC Girarda [21] oraz systemem dedukcji Parigota, z ktérego wyprowa-
dzono Ap-rachunek [45] oraz jego warianty. Izomorfizm miedzy A-abstrakcja
i intuicjonistyczng implikacja jest bardzo mocny. Redukcja intuicjonistycz-
nej logiki do logiki klasycznej i rozwazanie spektrum klasycznych dowodow
oznacza utrate sity wyrazu tkwiacej w intuicjonistycznej implikacji. Z drugiej
strony przy zanurzeniu logiki klasycznej w logike intuicjonistyczna poprzez
translacje Godla zmienione zostaje znaczenie klasycznego dowodu, poniewaz
z tego typu translacji oczekuje sie jedynie A\-termoéw, a nie Ap-termow.

Jednym z rozwiazan powyzszego problemu jest zaproponowana w 2013
roku przez Chucka Lianga i Dale’a Millera Intuicjonistyczna Logika Kon-
trolna (ang. Intuitionistic Control Logic, ICL). Inspiracja do jej stworzenia
byta logika liniowa Girarda, jednakze punktem wyjscia pozostata semantyka
kripkowska dla logiki intuicjonistycznej. Aby zachowac site wyrazu intuicjoni-
stycznej implikacji, a jednoczesnie dostarczy¢ mozliwosci kodowania operato-
row kontrolnych takich jak C lub call/cc, do jezyka logiki intuicjonistycznej
dodaje sie nowg stala, ktora pozwala zdefiniowa¢ dodatkows, rozng od intu-
icjonistycznej negacje. Ze wzgledu na te negacje w Intuicjonistycznej Logice
Kontrolnej prawdziwe jest prawo wytaczonego $rodka oraz pewna wersja pra-
wa Peirce’a. Kluczowa formuta jest eliminacja potaczenia dwoch dostepnych
w ICL negacji, czyli prawdziwa na gruncie tej logiki formuta ~—p — ¢, ktora
jest czesciowa odpowiedzig na problem postawiony przez Griffina: dostarcze-



WSTEP 7

nie logice intuicjonistycznej pewnej formy inwolutywnej negacji pozwalajacej
kodowa¢ operator kontrolny C.

Celem niniejszej rozprawy jest przedstawienie wynikéw dotyczacych wla-
snoéci Intuicjonistycznej Logiki Kontrolnej. Badano fragmenty zdaniowe ICL,
w szczegolnosei fragment negacyjny, oraz ogdlne wtasnosci logiki: mozliwosé
zanurzenia w pewnej logice modalnej i ztozonos¢ obliczeniowa. W Rozdziale 1
przypomniane zostaja pojecia wstepne dotyczace Intuicjonistycznej Logiki
Zdaniowej (1.1, 1.2). Zaprezentowany jest rachunek naturalnej dedukeji oraz
pokrotce przedstawione sa adekwatne semantyki. W punkcie 1.3 omowiony
jest zwigzek lambda rachunku z logika i zastosowania logiki we wspodlczesnej
informatyce.

Na poczatku Rozdziatu 2 przytoczone sa za [37, 38] definicje i twierdze-
nia dotyczace Intuicjonistycznej Logiki Kontrolnej. Wprowadzenie do jezy-
ka Intuicjonistycznej Logiki Zdaniowej dodatkowej negacji w celu wyrazenia
okreslonych operatoréw w jezykach programowania pocigga pytania o site
wyrazu tego spdjnika. W przypadku logik modalnych znane sa wyniki do-
tyczace liczby operatorow mozliwych do wydefiniowania za pomoca dostep-
nych w danej logice modalnosci. Podobne zagadnienie mozna sformutowaé
na gruncie ICL w zwiazku z istnieniem dwoch réznych negacji i mozliwych
potaczen tych dwoch spojnikéw. Rozwazany jest wiec monadyczny fragment
negacyjny, a takze pozostale fragmenty monadyczne analogicznie do badan
znanych z Intuicjonistycznej Logiki Zdaniowej (krata Riegera-Nishimury).
Twierdzenia i metody przedstawione w Rozdziatach 2.2 — 2.5 sg wynikami
autorskimi.

W Rozdziale 3 oméwione jest zagadnienie modal companion: kazda logi-
ke posrednig mozna zanurzy¢ w pewnej logice modalnej. Intuicjonistyczna
Logika Kontrolna nie jest oczywiscie logika superintuicjonistyczng, poniewaz
powstaje poprzez rozszerzenie jezyka, a nie poprzez dodanie aksjomatu do
systemu aksjomatycznego dla Intuicjonistycznej Logiki Zdaniowej. Powstaje
zatem pytanie czy i w jaki sposéb mozna zanurzy¢ ICL w logike modalna.
OdpowiedZ na nie stanowia autorskie wyniki zawarte w punktach 3.2 — 3.3.

Prace zamyka rozdzial podsumowujacy przedstawione zagadnienia wraz
z dyskusja na temat zlozonosci obliczeniowej ICL.



Rozdziat 1

Wprowadzenie

Formuhujac podstawy filozoficzne intuicjonizmu Brouwer nie zamierzal for-
malizowaé go jako systemu logicznego. Interpretacja BHK nie podaje pre-
cyzyjnego opisu semantyki konstruktywnej. Wystepujace tam pojecie ,kon-
strukcji” jest nieformalne i pozostawia szerokie mozliwosci interpretacji. Py-
tanie o formalizacje zostato postawione jako problem w 1928 roku w konkur-
sie organizowanym przez Holenderskie Stowarzyszenie Matematyczne. Odpo-
wiedzig byt zaprezentowany przez Heytinga system w stylu hilbertowskim.
W 1934 roku Gentzen wprowadzil dwa nowe rodzaje formalizacji logiki. Sys-
tem naturalnej dedukcyi podaje reguty wprowadzania i eliminacji dla spoj-
nikéw logicznych odpowiadajace ich znaczeniu. W rachunku sekwentéow role
osobnych regut dla wprowadzania i eliminacji odgrywa lewo- badz prawo-
stronny kontekst.

Dla intuicjonistycznej logiki zdaniowe;j istnieje kilka adekwatnych seman-
tyk. W przypadku semantyki algebraicznej mamy do czynienia z algebrami
Heytinga. Analogie do klasycznego pojecia wartosci prawdy przedstawili Tar-
ski, Stone i inni, wskazujac na podobienstwo miedzy logika intuicjonistyczna
i operacja wnetrza w topologii. W niniejszej dysertacji gtéwny nacisk badan
zostal potozony na przedstawiong na zakonczenie Rozdzialu 1.2 semantyke
swiatow mozliwych Kripkego.

1.1 Intuicjonistyczny Rachunek Zdan

Przypomnimy teraz podstawowe pojecia i fakty dotyczace Intuicjonistycznej
Logiki Zdaniowej. Bedziemy postugiwaé sie zamiennie nazwa Intuicjonistycz-
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ny Rachunkiem Zdan (IRZ). Rozwazamy jezyk £; wyznaczony przez spojniki
zdaniowe alternatywy, koniunkcji i implikacji oznaczane odpowiednio przez
V, A, — i stalg falsum oznaczang przez 0.

Definicja 1.1.1. Niech zbiér P bedzie nieskoniczonym (przeliczalnym) zbio-
rem zmiennych zdaniowych. Zbiorem formut zdaniowych jezyka £; nazywamy
najmniejszy zbioér Form taki, ze

e P C Formoraz 0 € Form,

o jezeli p, 10 € Form, to (¢ V), (¢ A1), (¢ — ¥) € Form.

Spéjnik negacji ~, rownowaznosci < oraz stala verum oznaczang przez
1 rozumiemy jako skroty odpowiednio:

o ~p:=p—0,
o p=i=(p—=Y)AN [ — ),
e 1 =0—0.

System dowodowy w stylu Hilberta H-IRZ podany w pracy [27] nazywany
jest Rachunkiem Heytinga. Sktada sie ze zbioru formut (aksjomatéw logicz-
nych) oraz zestawu regut dowodowych. W przypadku H-IRZ jedyna regula
jest modus ponens:

p—oY
” (MP)

Definicja 1.1.2. Aksjomaty hilbertowskiego systemu logiki intuicjonistycz-
nej H-IRZ dane sa poprzez nastepujace schematy formut:

(=W —=10)—=(p—=9¢)—=(p—10)
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(H7) ¢ — (p V)
(H8) (p =) = ((0 =) = ((p V) =)
(H9) 0 — ¢

Powyzszy zestaw aksjomatéw podany zostal za [56]. Czasami zamiast
aksjomatu (H5) podaje sie rownowazny schemat

(6 =) = ((p = 0) = (¢ = (W AD))),

natomiast w przypadku rozpatrywania jezyka z negacja aksjomat (H9) za-
stepuje sie dwoma schematami

~p = (o —1p) oraz (¢ — ~p) — ~p.

Definicja 1.1.3. Dowodem formuty ¢ nazywamy skonczony ciag formut
Wy, o, ..., taki, ze ¢, = p oraz taki, ze dla kazdego i =1,...,n

e formuta 1); jest aksjomatem lub

e istnieja j, k < i takie, ze ¢; = 9, — 1; (to znaczy formula 1); powstaje
z formut ¢; 1 1)), poprzez zastosowanie reguty (MP)).

Jezeli dla danej formuty istnieje dowod, wowczas nazywamy ja teza.

Warto zauwazy¢, ze system Klasycznej Logiki Zdan H-KRZ powstaje
przez dodanie do zestawu aksjomatéw (H1) — (H9) jednego z ponizszych
schematow:

e pV ~p (Prawo wylaczonego srodka),

o ~~p — ¢ (Prawo eliminacji negacji),

e ((¢ — ) — p) — ¢ (Prawo Peirce’a),

o (~p— ~1h) — (1 — ¢) (Prawo kontrapozycji).

Inng formalizacje idei odzwierciedlonych w interpretacji BHK dokonuje
sie poprzez zdefiniowanie systemu dowodowego nazywanego systemem deduk-
cji naturalnej, ktéry bedziemy oznaczaé za [20] jako NJ. Podajemy go wersji
przedstawionej w [51] korzystajac z zapisu wlasciwego rachunkowi sekwento-
wemu.
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Definicja 1.1.4. Osgdem nazywamy pare postaci I' - ¢, ztozona ze skonczo-
nego zbioru formut I' oraz formuty ¢. Dowodem formalnym (badz derywacjq)
formuly ¢ z zatozen I' nazywamy skonczone drzewo osadéw spetniajace na-
stepujace warunki:

e korzeniem drzewa jest osad I' - ¢,

e osad przypisany dowolnemu wierzchotkowi drzewa powstaje z osadow
przypisanych jego dzieciom przez zastosowanie jednej z regul wniosko-
wania na Rys. 1.1,

e wszystkie lidcie sa aksjomatami (czyli osadami postaci I' U {¢} F ¢).

Jezeli istnieje takie drzewo, to méwimy, ze osad I' F ¢ jest dowodliwy. Wow-
czas zapis [' F ¢ bedzie oznaczat zaréwno osad jak i jego dowodliwosé. W dal-
szej czesci pracy, jezeli system dowodowy nie bedzie wynikat z kontekstu,
zostanie to zaznaczone np. Frz . Dla przejrzystosci zapisu stosujemy kon-
wencje I', ¢ zamiast T'U {p}.

Tere M s o)
rrﬁiiww (=W) s FSQQD—W/J (= E)
Tok0 rﬁ:g LEovy  (p
Fl—FgoFgO/\le—@/) W) W (AE)
St B

Rysunek 1.1: Reguty wnioskowania naturalnej dedukcji dla rachunku zdan N.J
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Rachunek naturalnej dedukcji poprzez izomorfizm Curry’ego-Howarda
wiaze logike z programowaniem dzigki wzajemnej odpowiedniosci dowoddw
i wyrazen w rachunku lambda z typami. Szerzej to zagadnienie omoéwimy
w Rozdziale 1.3.

1.2 Semantyki adekwatne dla IRZ

Rozpoczniemy od podania interpretacji logiki intuicjonistycznej na gruncie
algebr Heytinga, a nastepnie pokazemy zwiazek tych struktur z interpretacja
topologiczna wprowadzona przez Tarskiego w [54]. Ponizsze definicje i wta-
snodci algebr Heytinga podajemy za [47].

Definicja 1.2.1. Niech A # (). Krate dystrybutywna (A, M, 1,0, 1) z elemen-
tem najmniejszym 0 i najwiekszym 1 nazywamy algebrqg Heytinga, jezeli dla
dowolnych elementéw a, b € A istnieje element a = b taki, ze dla dowolnego
elementu ¢ € A mamy

c<a=bwtwaAc<b.

Element a = b nazywamy pseudo-uzupetnieniem elementu a wzgledem ele-
mentu b. Pseudo-uzpeinienie —a dowolnego elementu a € A definiujemy jako
a=0.

Algebra Lindenbauma klasycznej logiki zdaniowej, czyli algebra ilorazo-
wa na zbiorze formut logiki wzgledem relacji réwnowaznosci formutl, tworzy
algebre Boole’a. Analogiczng role dla zdaniowej logiki intuicjonistycznej od-
grywa algebra Heytinga. Wartosciowanie v : Form — A przeksztalcajace for-
muty logiki intuicjonistycznej na elementy kraty Heytinga jest zdefiniowane
w sposob standardowy. Jedynos¢ pseudouzupetnien pozwala na przedstawie-
nie algebry Heytinga w postaci (A, M, U, =,0,1). Ta sygnatura jest zgodna
z jezykiem L;.

Definicja 1.2.2. Niech H = (A, M, U, =,0, 1) bedzie algebra Heytinga. Funk-
cjav : Var — A jest warto$ciowaniem zmiennych zdaniowych ze zbioru Var.
Znaczenie formuly ¢ € Form przy wartodciowaniu v oznaczamy (), i defi-
niujemy indukcyjnie:

e (0), =0 oraz (1), =1,

e (p), =v(p),dlap e Var,
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b <<P v ’QZ)>U = <90>v U <¢>va
b <90 A 77Z)>v - <§0>v M <¢>vu
b <90 - w>v = <90>v = (WU

Powiemy, ze formuta ¢ jest prawdziwa , jezeli (¢), = 1 dla dowolnej algebry
Heytinga H oraz dowolnego wartosciowania v.

Dla tak zdefiniowanej semantyki zachodzi twierdzenie o pelodci, przyta-
czamy je w wersji podanej w [41] obejmujacej przypadek skonczonych algebr
Heytinga.

Twierdzenie 1.2.3. Formula ¢ jest tezq IRZ wtedy 1 tylko wtedy, gdy ¢
jest prawdziwa w kazdej algebrze Heytinga. Co wiecej, formula ¢ jest tezq
IRZ wtedy i tylko wtedy, gdy ¢ jest prawdziwa w kazdej skonczonej algebrze
Heytinga.

Kazda skonczona krata dystrybutywna jest algebra Heytinga. Dowolna
algebra Boole’a (A,U,N,—,0,1) jest algebra Heytinga, przy czym opera-
cja a = b jest wtedy zdefiniowana jako —a U b. Jezeli rozwazymy prze-
strzen topologiczna (X, Q) wraz z operacja wnetrza zbioru Y C X zde-
finiowana zwyczajowo Int(Y) = U{U € O : U C Y}, wéwczas algebra
(O,U,N,=,0, X) jest algebra Heytinga, przy czym

U=V =Int((X\U)UV),

dla kazdych dwoch zbiorow U,V € O.

Niech w : Var — O bedzie wartosciowaniem okreslonym na zbiorze
zmiennych zdaniowych. Indukcyjnie wzgledem budowy formuty mozna je roz-
szerzyC na zbior wszystkich formut logiki intuicjonistyczne;j:

e w(0) =0 oraz w(l) = X,

o wp AY) =w(p) Nw(t),

o w(p V) =uw(p)Uw(),

o w(p — ) =Int((X \w(p)) Vw(¥))
(

o w(~g) = Int(X \ w(p)).
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Powiemy, ze formuta ¢ jest prawdziwa w (X, O), jezeli dla dowolnego
warto$ciowania w zachodzi w(yp) = X.

Twierdzenie 1.2.3 traktuje o petnosci IRZ wzgledem klasy wszystkich al-
gebr Heytinga obejmujacej réwniez modele topologiczne. Okazuje si¢ jednak,
ze klase te mozna ograniczy¢ do klasy takich przestrzeni, w ktorych zaden
punkt nie jest punktem izolowanym. Odwotujemy si¢ do pracy McKinseya
i Tarskiego [43], ale mozna je znalezé takze w ksiazce Rasiowej i Sikorskie-
go [47] jako cze$¢ twierdzenia 3.2 w rozdziale IX.

Twierdzenie 1.2.4 (McKinseya-Tarskiego). Niech A bedzie algebrg zbio-
row otwartych dowolnej przestrzeni topologicznej metrycznej w sobie gestej.
Wowczas formuta ¢ jest tezqg IRZ wtedy @ tylko wtedy, gdy ¢ jest prawdziwa
w A.

Dla Klasycznej Logiki Zdaniowej semantyka topologiczna jest szczegol-
nym przypadkiem powyzszej struktury, dla danego zbioru X rozwaza sie
topologie trywialng O = P(X).

Na przetomie lat 50 i 60 ubiegtego wieku S. Kripke przedstawit w pra-
cach [32, 33] semantyke dla logik modalnych nazywang semantykq Swiatéw
mozliwych. Wraz ze znang translacja Godla-Tarskiego logiki intuicjonistycz-
nej w logike modalng S4 semantyka $wiatow mozliwych stalta sie punktem
wyjécia dla semantyki dla IRZ zaprezentowanej w [34]. Ponizsze definicje
podajemy w konwencji stosowanej w [1]. Szczegélowe omodwienie semanty-
ki kripkowskiej dla logiki intuicjonistycznej mozna znalez¢é miedzy innymi
w [41, 12].

Definicja 1.2.5. Strukturg Kripkego dla logiki intuicjonistycznej nazywamy
pare K = (K, <), gdzie K jest niepustym zbiorem, a relacja < jest czescio-
wym porzadkiem na zbiorze K. Elementy zbioru K nazywamy swiatami.
W strukturze Kripkego K okresla sie wartosciowanie jako dowolna funkcje
V . Var — 2K taka, ze dla kazdego $wiata k € K, jezeli k € V(p) oraz k < K/,
to k' € V(p).
Modelem Kripkego opartym na strukturze K nazywamy pare M = (K, V).

Definicja 1.2.6. Relacje forsowania (wymuszania, spelniania) formuly ¢
w $wiecie k modelu M = (K, <, V) oznaczana poprzez M, k |k ¢ definiujemy
indukcyjnie wzgledem budowy formuty:

e M k-1
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e M. kIFO
e M klFpwtw k € V(p)
o M klFopViY wtw M, kIF ¢ lub M, k-1
e M klFp Ay wtw M,k I oraz M,k I
o M, kIF¢ — ¢ wtw dla kazdego m > k jezeli M, m IF ¢ to M, m I 1.
Monotoniczno$¢ relacji forsowania
jezeli M kI ¢ oraz k < m, to M,mIF ¢,

dla dowolnego swiata k € K i dowolnej formuly ¢, wynika z monotonicznosci
wartosciowania V' w modelu.

Jezeli model M jest ustalony, bedziemy pomija¢ go w zapisie forsowania
ograniczajac sie do k I .

Definicja 1.2.7. Powiemy, ze formuta ¢ jest prawdziwa w modelu
M = (K, <, V) (ozn. M IF ¢), gdy jest forsowana we wszystkich swiatach
zbioru K przy wartosciowaniu V.

Powiemy, ze formuta ¢ jest prawdziwa (ozn. I+ ¢), gdy ¢ jest prawdziwa
we wszystkich modelach.

W ten sposob zdefiniowana semantyka jest adekwatna dla IRZ na mocy
twierdzenia o pelnosci [34].

Twierdzenie 1.2.8 (Pelno$¢ IRZ wzgledem klasy modeli Kripkego). Dia
dowolnej formuty ¢ mamy

l_IRZ @ wtw |+ @.

Do tej pory rozwazaliSmy modele Kripkego oparte na dowolnym zbiorze
czesciowo uporzadkowanym. W przypadku Intuicjonistycznej Logiki Kontro-
Inej podstawe dla modelu stanowi klasa drzew. Warto w tym miejscu przyto-
czy¢ za [12] twierdzenie o pelmosci Intuicjonistycznej Logiki Zdaniowej wzgle-
dem takiej struktury. Pomijamy w tym miejscu formalng definicje drzewa,
dla uproszczenia rozumiemy je jako dowolna strukture (K, <, r), gdzie r jest
wyszczegolnionym elementem najmniejszym, to znaczy takim, ze dla kazdego
Swiata k € K zachodzi r < k.
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Twierdzenie 1.2.9. Formula ¢ jest dowodliwa w IRZ wtedy i tylko wte-
dy, gdy ¢ jest prawdziwa w kazdym modelu Kripkego opartym na drzewie
skonczonym.

Natychmiastowa konsekwencja powyzszego twierdzenia jest wniosek o roz-
strzygalnosci intuicjonistycznej logiki zdaniowe;j.

1.3 Zastosowania i odnosniki do informatyki

Od kilkudziesieciu lat matematyka stopniowo przestaje by¢ gtéwnym polem
zastosowan logiki. Obecnie najprezniej rozwijajace si¢ dziaty logiki to te,
ktore stuzag jako podstawy teoretyczne informatyki, wéréd ktorych na pierw-
szy plan wybija si¢ wykazywanie poprawnosci programow czy badanie zto-
zonosci algorytméw. Nawet wérdd jezykow formalnych za najwazniejsze dzis
nalezatoby uznac jezyki programowania badz jezyki zapytan bazodanowych,
a nie rachunek Hilbertowski czy rachunek sekwentowy. Jednakze miedzy je-
zykami programowania funkcyjnego oraz rachunkiem dowodowym Gentzena
istnieje Scisty zwiazek, ktory jest gtownym Zrédtem zastosowania logiki we
wspotczesnej informatyce teoretycznej. Jest on znany pod nazwa izomorfizm
Curry’ego—Howarda i méwi o wzajemnej zaleznosci miedzy systemami logiki
formalnej oraz programami w formie rachunku typéw, stad tez réwnorzedne
nazwy tej idei: dowody-jako-programy (ang. proofs-as-programs) czy formuly-
jako-typy (ang. formulas-as-types). Zaawansowana teoria typow jest obecnie
uzywana miedzy innymi jako narzedzie do tworzenia systeméw wspomagaja-
cych weryfikacje programéow.

Pojecie formuty-jako-typy jest powszechnie uzywane, mimo ze jego precy-
zyjne znacznie nie zostato okreslone, a poszczegdlni autorzy réznig sie w swo-
ich interpretacjach. A. Troelstra w [55] wyr6znia trzy warianty tego pojecia:

(A) stwierdzenie istnienia odpowiednio$ci miedzy ,dowodem formuty”,
a .elementem typu (zbioru)”, oraz stwierdzenie, ze formuty implikacyjne
dowodliwe na gruncie intuicjonistycznej logiki implikacyjnej odpowiada-
ja doktadnie tzw. zamieszkaltym typom w podstawowej teorii typow;

(B) wzmocnienie poprzedniego punktu: izomorfizm pomiedzy prosta teoria
typéw oraz naturalng dedukcja dla minimalnej (czyli intuicjonistycznej)
logiki implikacyjnej, gdzie #-redukcja odpowiada normalizacji po stronie
dedukgcji. Ten izomorfizm moze by¢ przedtuzony do petnej logiki zdanio-
wej poprzez odpowiednie rozszerzenie prostej teorii typow;
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(C) badanie podobienstw miedzy ,dowodem formuty”, a ,elementem typu”
poprzez podanie jednolitej prezentacji regut dla dowodzenia twierdzen
oraz nalezenia do typu.

W najogoélniejszym znaczeniu izomorfizm Curry’ego-Howarda jest sposo-
bem reprezentacji dowodéw intuicjonistycznych przy uzyciu lambda rachun-
ku z typami. Intuicjonistycznie formuta jest zdeterminowana poprzez zbiér
swoich dowodow. Formule ¢ mozna zatem przypisa¢ pewien typ M, bedacy
zbiorem jej dowodow:

M: o,

a w przypadku dodatkowych zatozen I' mozna rozszerzy¢ notacje do

THM: o

Rachunek lambda z typami prostymi wedtug Curry’ego to system wnio-
skowania oparty na regutach z Rys. 1.2.

e:7kFax: 7 (Var)

e:obM: T
F'E(M\aM):o—T

I'EM:0—1 I'EN:o
A
T (MN): 1 (App)

(Abs)

Rysunek 1.2: Rachunek lambda z typami prostymi A_,

W regutach (Var) oraz (Abs) zmienna z nie nalezy do otoczenia I'. Je-
zeli I' = M : 7 dla pewnych I' oraz 7, mowimy, ze term M jest typowalny.
Oczywiscie nie wszystkie termy sa typowalne (na przyklad typ zx nie jest
typowalny w zadnym otoczeniu), zas termy typowalne moga posiadaé¢ wiele
roznych typow.

Formalnie (choé¢ nadal w pewnym uproszczeniu) odpowiednio$é miedzy
formutami i typami oraz dowodami i termami zawierajaca sie w pojeciu
izomorfizmu Curry’ego-Howarda mozna sformutowaé¢ w postaci ponizszego
twierdzenia. Przez |I'| rozumiemy zbiér formut

{red_|(x: 1) €Tl, dla pewnego z},

gdzie ®_, jest zbiorem wszystkich typow prostych.
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Twierdzenie 1.3.1 (Izomorfizm Curry’ego-Howarda).
(1) Jezeli '+ M: ¢ w systemie A_,, to |I'| = 7 w logice minimalnej.

(i1) Jezeli A = 17 w logice minimalnej, to I' = M: ¢ w systemie \_,, dla
pewnego M oraz I' takiego, ze |A| =T.

Na gruncie interpretacji BHK intuicjonistyczna implikacja formut jest
rozumiana jako procedura przeksztalcajaca dowodd poprzednika w dowod na-
stepnika. A zatem dowdd formuly postaci ¢ — v sktada sie z funkcji, ktorej
argumentem jest dowod formuty ¢ (niech bedzie nim x), za$ wartoscia do-
wod formuty ¢ (niech bedzie nim M). Do oznaczenia funkcji postugujemy sie
operatorem A i w ostatecznosci otrzymujemy regute (Abs) rachunku A z ty-
pami z Rys. 1.2 odpowiadajaca wprowadzaniu implikacji (— W) w rachun-
ku naturalnej dedukcji dla logiki intuicjonistycznej z Rys. 1.1. Analogicznie
w przypadku regul (Var) i (App) oraz odpowiednio reguly (Ax) i elimina-
cji implikacji (— E). Rachunek A_, mozna rozszerzy¢ do petnego jezyka. Na
gruncie interpretacji BHK koniunkcja odpowiada iloczynowi kartezjanskie-
mu, a alternatywa sumie prostej. Zatem w rachunku lambda z typami pro-
stymi wprowadzanie koniunkcji to tworzenie pary, a eliminacja koniunkcji to
rzutowanie. Z kolei wprowadzaniu alternatywy odpowiada tworzenie obiektu
wariantowego, a eliminacji alternatywy instrukcja wyboru.

Prosta teoria typow zostata po raz pierwszy sformutowana przez Alonso
Churcha [6, 7, 8]. Wyprowadzit on rachunek lambda z systemu, ktéry mial
by¢ sformalizowaniem podstaw matematyki. Poczatkowo miat taczyé w so-
bie zaréwno zbior pojec logicznych jak i poje¢ dotyczacych funkcji. Jednakze
Kleene i Rosser opierajac sie na technikach zastosowanych przez Godla w do-
wodzie twierdzenia o niezupetnosci pokazali, Ze system ten jest sprzeczny [31],
co sktonito Churcha do porzucenia pierwotnego zamystu i skupienia sie na
tej czesci systemu, ktéra obejmowala jedynie pojecia zwigzane z funkcjami.
Church wprowadzil pojecie lambda definiowalnosci dla funkcji f: N¥ — N
aby uscisli¢ pojecie obliczalnosci. Kleene w [30] pokazal, ze kazda cze$ciowo
rekurencyjna funkcja jest A-definiowalna i vice versa. Doprowadzito to do
sformutowania hipotezy znanej jako teza Churcha: wszystkie intuicyjnie obli-
czalne funkcje sa lambda definiowalne [5]. W tym samym czasie, niezaleznie
od Churcha, Alan Turing zaproponowat alternatywna formalizacje pojecia
obliczalnosci oparta na idei maszyny Turinga [57] oraz udowodnit, ze lambda
definiowalno$¢ oraz obliczalnos¢ w sensie Turinga sg pojeciami réwnowazny-
mi [58].
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Rachunek lambda jest prototypem jezyka programowania. Wersje z typa-
mi zaproponowane przez Curry’ego i Churcha zapoczatkowaly dwie rodziny
systemow. W rachunku w wersji Curry’ego kazdemu termowi jest przypo-
rzadkowany zbiér mozliwych typéw, jednakze mamy tu do czynienia z funk-
cja czesciows, to znaczy zbidr przyporzadkowanych typéw moze by¢ pusty.
W przypadku rachunku w wersji Churcha kazdy term posiada unikalny typ.
Dodatkowo w rachunku Churcha zaproponowanym w [5] mamy do czynienia
z prostym rachunkiem lambda, w ktérym abstrakcja Az.M jest dozwolo-
na tylko wtedy, gdy = wystepuje jako wolna zmienna w M. Obecnie pojecie
lambda rachunku odwotuje sie raczej do wersji zainicjowanej przez Curry’ego
9, 10], w ktérej Az.M jest dopuszczalne nawet wtedy, gdy z nie wystepu-
je w M. Curry jako pierwszy rozwazal idee formut-jako-typy w znaczeniu
okreslonym powyzej w punkcie (A) miedzy inny w [11], gdzie podal system
przyporzadkowania typow odpowiadajacy po stronie logiki aksjomatyzacji
w stylu Hilberta intuicjonistycznej logiki implikacyjnej. Odnosit sie jednak
réwniez do pracy Gentzena [20] i rozwazal system przyporzadkowania typow
odpowiadajacy systemowi naturalnej dedukcji. Z programistycznego punktu
widzenia wprowadzenie typéw do lambda rachunku pozwolito na automa-
tyczng eliminacje btedow typograficznych juz na etapie kompilacji danego
programu.

Pierwszym jezykiem programowania funkcyjnego byt LISP zaprojektowa-
ny i zaimplementowany przez J. McCarthy’ego i wspotpracownikéw w 1962 r.
Innym waznym przyktadem jezyka funkcyjnego z typami jest oparty na wa-
riancie A, Curry’ego jezyk Standard ML rozwijany w wielu wersjach ze
wzgledu na relatywnie wydajng implementacje i mozliwosé¢ weryfikacji typow
na etapie kompilacji. Rachunek lambda znalazt réwniez szerokie zastosowanie
w teorii systemow automatycznego i wspomaganego maszynowo dowodzenia
twierdzen. Nalezy tu wspomnie¢ o projekcie AUTOMATH de Bruijna, ktory
byt pierwszym systemem w sposob praktyczny wykorzystujacym izomorfizm
Curry’ego-Howarda.

Na przestrzeni lat powstato wiele réznych odmian rachunku typow od-
powiadajacych poszczegdlnym jezykom programowania funkcyjnego, badz
wtasnosciom, ktére dany A-rachunek miatl odzwierciedla¢, miedzy innymi
Ap-rachunek wprowadzony przez Parigota w [45]. Na tym systemie jest opar-
ty Ay-rachunek odpowiadajacy systemowi naturalnej dedukeji dla intuicjoni-
stycznej logiki kontrolnej. Izomorfizm Curry’ego-Howarda jest Scisle zwiaza-
ny z logika intuicjonistyczna. Jednakze pewne operatory wystepujace w je-
zykach programowania moga by¢ wyrazone jedynie poprzez formuty bedace
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tezami logiki klasycznej, a niedowodliwe na gruncie logiki intuicjonistycznej,
na przyktad prawo wytaczonego srodka czy eliminacja podwdjnej negacji.
Odpowiednio$¢ miedzy tego typu klasycznymi aksjomatami a operatorami
kontrolnymi pokazat Griffin w pracy [25]. Od tego czasu powstal szereg kon-
struktywnych systemow klasycznych, wérod ktérych najbardziej znanym jest
logika liniowa Girarda [21] oraz system klasycznej dedukcji naturalnej Pari-
got’a, z ktorego wywodzi si¢ Ap-rachunek [45]. Te systemy nie rozwiazuja jed-
nak do konca probleméw zwiazanych z sitg izomorfizmu miedzy A-abstrakcja
i inuticjonistyczna implikacja. Skolapsowanie logiki intuicjonistycznej do lo-
giki klasycznej rodzi pytanie o sposob definicji implikacji. Z drugiej strony
zanurzenie logiki klasycznej w logike intuicjonistyczng poprzez kanoniczng
translacje Godla ingeruje w konstruktywne znaczenie dowodu, poniewaz przy
takim thumaczeniu uzyskuje si¢ A-termy, a nie Au-termy z rachunku Parigota.

Wprowadzona przez Chucka Lianga i Dale’a Millera Intuicjonistyczna
Logika Kontrolna do pewnego stopnia przezwycieza pewne niedostatki po-
przednich systeméw. Inspiracja do jej stworzenia byta logika liniowa Girarda,
w ktorej wystepuje w pelni inwolutywna negacja zachowujaca konstruktyw-
ng interpretacje. Duzym ograniczeniem w tym przypadku jest jednak nieroz-
strzygalnosé¢ fragmentu zdaniowego. W odréznieniu od logiki liniowej Intu-
icjonistyczna Logika Kontrolna posiada prosty jezyk, a jej fragment zdaniowy
jest rozstrzygalny. Nalezy jednak pamietac, ze takze i ta logika jest nakie-
runkowana na odzwierciedlenie wybranych wlasnosci pewnych konkretnych
operatoréw sterujacych, wiec nie moze by¢ traktowana jako w pelni uniwer-
salne potaczenie logiki klasycznej i intuicjonistycznej.



Rozdziatl 2

Intuicjonistyczna Logika
Kontrolna

Logika intuicjonistyczna i klasyczna przenikaja sie wzajemnie. Jezeli do zbio-
ru aksjomatéow (H1) — (H9) dotaczymy prawo wytaczonego $rodka ¢ V ~¢p
badZ prawo eliminacji negacji ~~p — ¢ (badz jeden z innych tego typu
aksjomatow), otrzymamy aksjomatyzacje dla logiki klasycznej. W tym sen-
sie logika intuicjonistyczna jest stabsza od logiki klasycznej, a kazdy dowod
konstruktywny (to znaczy dowdd IRZ) jest dowodem klasycznym. 7 dru-
giej strony logike klasyczng mozna zinterpretowac¢ jako podzbior logiki in-
tuicjonistycznej. Stosuje sie w tym celu translacje Godla-Gentzena (Kotmo-
gorowa) zanurzajaca logike klasyczng w logike intuicjonistyczng. Kazda for-
muta logiki klasycznej jest dowodliwa wtedy i tylko wtedy, gdy translacja
Godla-Gentzena tej formuty jest dowodliwa intuicjonistycznie. To wzajem-
ne przenikanie systeméw klasycznego i intuicjonistycznego nie jest jednak
w rozwazanym przez nas kontekscie wystarczajace. Dodanie do zbioru aksjo-
matow prawa eliminacji negacji (uzytecznego ze wzgledu na opis operatoréow
kontrolnych) redukuje intuicjonistyczna implikacje do spdjnika klasycznego.
Z drugiej strony translacja podwdjnej negacji nie wystarcza do opisu intere-
sujacych nas obiektow w jezykach programowania.

Intuicjonistyczna Logika Kontrolna (ang. Intuitionistic Control Logic —
ICL), zdefiniowana w pracach [37, 38] autorstwa Chucka Lianga i Dale’a Mil-
lera, do pewnego stopnia moze by¢ traktowana jako potaczenie logiki klasycz-
nej i logiki intuicjonistycznej. Jednakze gtéwnym impulsem do stworzenia te-
go systemu byto poszukiwanie logiki posiadajace]j intuicjonistyczne spojniki,
w ktorej da sie wydefiniowaé operatory kontrolne w jezykach programowa-
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nia. W Intuicjonistycznej Logice Kontrolnej odbywa si¢ to poprzez dodanie
do jezyka logiki intuicjonistycznej nowej statej 1. Jest ona traktowana jako
dodatkowa stata falsum, rézna od falsum intuicjonistycznego.

Celem niniejszego rozdziatu jest zaprezentowanie wynikoéw dotyczacych
fragmentéw monadycznych ICL.

2.1 Semantyka i syntaktyka

Jezyk Intuicjonistycznej Logiki Kontrolnej sktada sie z przeliczalnie wielu
zmiennych oznaczanych pi, pa, ps, . . ., intuicjonistycznych spéjnikéw vV, A, —
oraz trzech statych: intuicjonistycznego falsum 0 i verum 1 oraz nowej stalej
oznaczanej przez 1. Stala L w ICL nie jest falsum w $cistym znaczeniu, jed-
nak ze wzgledu na to, ze pozwala wyrazi¢ operatory jezykéw programowania,
ktore do tej pory znajdowaly odzwierciedlenie jedynie w logice klasycznej,
nazywamy ja falsum klasycznym pamietajac jak dalece niewspdimierne jest
to nazewnictwo.
W sposob standardowy definiuje si¢ intuicjonistyczna negacje:

oraz w analogiczny sposéb przy pomocy statej L klasyczng negacje:
=9 — L.

Szczegbdtowe omoéwienie obu negacji nastapi w Rozdziale 2.2, tam réwniez
wyjasnimy w jakim stopniu mozna traktowaé klasyczng negacje —¢ na grun-
cie Intuicjonistycznej Logiki Kontrolnej analogicznie do negacji w klasycznej
logice zdaniowe;.

Liang i Miller podaja petny opis semantyki kripkowskiej, topologiczne;j
i algebraicznej, ktory przytoczymy w tym rozdziale. Wszystkie definicje
i twierdzenia z niniejszego podrozdziatu sa zaczerpniete z prac [37, 38]. Jedy-
nie w przypadku ponizszej definicji r-modelu wprowadzamy zmiane poshugu-
jac sie pojeciem drzewa i korzystamy z pojecia $wiatéw urojonych zaczerp-
nietym z pracy [39].

Definicja 2.1.1. R-modelem Kripkego nazywamy model Kripkego (7', V),
gdzie T jest skonczonym drzewem T = (W, r,<) z wyr6znionym korze-
niem r. Wszystkie Swiaty istotnie powyzej korzenia nazywamy Swiatam:
UTOJONYMA.
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Wartosciowanie V' jest okreslone jak w Definicji 1.2.5. Na mocy Twier-
dzenia 1.2.9 zdefiniowany powyzej r-model jest modelem Kripkego dla In-
tuicjonistycznej Logiki Zdaniowej. W przypadku logiki ICL konieczne jest
oczywiscie w stosunku do Definicji 1.2.6 zdefiniowanie wymuszania dla stale;
L. W pozostatych przypadkach relacje IF przedtuzamy na wszystkie formuty
jezyka w sposob standardowy. Podobnie jak w przypadku modelu dla logiki
intuicjonistycznej, relacja wymuszania w r-modelu réwniez jest monotonicz-
na. Dla porzadku przytaczamy pelng definicje forsowania.

Definicja 2.1.2. Niech dany bedzie r-model M = (W, r, <, V) oraz niech
u,v,i € W. Relacje forsowania (wymuszania) formuly ¢ definiujemy induk-
cyjnie wzgledem budowy formuty:

e ulF-1oraz ulf 0

o lf L

tIF L dla kazdego @ > r

ulFp wtw u € V(p)

ulk VY wtw ulF @ lub uw -
o ulFp AN wtw u Ik ¢ oraz u - ¢
o ul- ¢ — Y wtw dla kazdego v > u jezeli v IF ¢ to v I 2.

Prawdziwos$¢ w modelu i prawdziwos¢ formuty ICL definiujemy jak w przy-
padku intuicjonistycznym.

Wymuszanie stalej | odréznia korzen r-modelu od wszystkich pozosta-
tych $wiatéow w tym modelu: w kazdym swiecie urojonym forsowana jest
stata L. Warto w tym miejscu zauwazy¢, ze o ile formula ¢ w ICL nie zawie-
ra statej L jako podformuly, to ¢ jest formuly IRZ. Zwyczajowo bedziemy
oznacza¢ symbolami u, v, w dowolne $wiaty zbioru W, natomiast symbolem
1 bedziemy reprezentowaé swiat urojony.

Istnieje standardowa procedura przeksztatcajaca struktury Kripkego w al-
gebre Heytinga poprzez stworzenie kraty stozkéw (ang. upwardly closed sub-
sets) bedacych podzbiorami struktury Kripkego. Konstrukcja ta zastosowa-
na do struktury Kripkego z elelmentem najmniejszym (a w szczegdlnosci dla
drzew skonczonych, jak w przypadku ICL) prowadzi do algebry z opremum,
czyli z najwigkszym elementem réznym od elementu najwigkszego algebry.



ROZDZIAL 2. INTUICJONISTYCZNA LOGIKA KONTROLNA 24

Opremum reprezentuje wowczas zbior wszystkich swiatéw urojonych struktu-
ry Kripkego. Zatem semantyke algebraiczng dla ICL tworzy klasa wszystkich
skoniczonych algebr Heytinga z opremum, w ktorych stata L jest interpreto-
wana jako opremum.

Rozwazmy rozdzine O zbioréow otwartych w R ze zwykta topologia. Defi-
niujemy algebre Heytinga HR na bazie tej topologii jako (O, C, U, M, —, 0),
ze zwyczajowo zdefiniowanymi operacjami C, LI, oraz z operacjg pseudo-
uzupelnienia a — b zdefiniowana jako Int(R\ a) Ub. W tak zdefiniowanej to-
pologii dla ICL, stata | wyraza si¢ poprzez zbior R pomniejszony o zbior jed-
noelementowy. Dla ustalenia uwagi Liang i Miller proponuja, by byt to zbior
1 =R\ {1}. Jedynym zbiorem zawierajacym ten zbiér jest cala prosta rze-
czywista, ktora wraz z elementem I tworzy dwuelementows algebre Boole’a,
w ktorej interpretujemy logike klasyczna. Waluacja zadana jest standardowo,
tak jak to przytoczylismy dla logiki intuicjonistycznej w Definicji 1.2.2, przy
czym

0) =0,(1) =R, (L) =1L.

W przypadku r-modeli opartych na strukturze jednoelementowej algebra
Heytinga kolapsuje sie do dwuelementowej algebry Boole’a.

Liang i Miller podaja system dowodowy dla ICL w postaci rachunku se-
kwentow (Rys. 2.1). W sekwencie postaci I' F ¢; [A] zbiory I' oraz A repre-
zentuja lewostronny i prawostronny kontekst, natomiast formute ¢ nazywa-
my formulg kontrolng. Podobnie jak w przypadku rachunku sekwentow dla
logiki intuicjonistycznej zapis ¢, © oznacza {p} U O i nie wyklucza, ze for-
muta ¢ znajduje sie juz w zbiorze formut ©. Formuta ¢ jest dowodliwa, gdy
dowodliwy jest sekwent - ¢; [ ].

Przyktad 2.1.3. Formuta ¢ — == jest dowodliwa na gruncie systemu LJC.

——Jd —————— 1L
eFeil] Lok L[]
— L
—p, 0 L;[]
— P
pE -] p

Formuly w zbiorze [A] odgrywaja role jedynie w przypadku zastosowania
w dowodzie reguty E'sc. Jezeli w dowodzie nie pojawia sie ta reguta, mamy do
czynienia z dowodem intuicjonistycznym, nawet jezeli formuta zawiera stata
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(I
oI oa 19
o, T F ) [A] P LEp (A 9,05 [A]
TFo—¢;[A] p— o, TF6[A]
I'F p;[A] I E s [A]
Trove s " Trovea P
o, 0 [A] T F6;[A]
eV, I'F0;[A]
LEp [A] T Ea;[A] 0,0, ' 6; [A]
I'FopAy;[A] NP e AN, T F6; [A] M
0.0  o:[A] OF TF A A
I'F ;e Al I'F s [A] g
TEopa] " TF Lo A] %€

Rysunek 2.1: Reguly wnioskowania rachunku sekwentow LJC

1 jako podformute jak w Przyktadzie 2.1.3. Ten rezultat nie jest zaskakujacy,
doktadnie ten sam schemat dowodowy mozna zastosowa¢ do pokazania, ze
formuta ¢ — ((¢ — ) — ) jest teza IRZ. Dodatkowa — w stosunku do
rachunku LJ — reguta Con bez uzycia reguly Esc jest bezuzyteczna, a re-
guta 1L jest wariantem reguty Id w przypadku stalej 1. Ponizej podajemy
przyktad uzycia regut C'on oraz Esc.

Przyklad 2.1.4. Prawo wytaczonego srodka w oparciu o klasyczng negacje,
czyli formuta ¢ V =, jest dowodliwe na gruncie systemu LJC.
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——1Id
oo l]

eV -pl]
pLilpV -yl
F—pilp V gl
Eo Ve eV gl
FoV-pi[]
Ze wzgledu na zwiazek naturalnej dedukcji z lambda rachunkiem poda-

jemy réwniez za [37] system NJC. W oparciu o to samo Zrédto przytaczamy
Twierdzenie o petnosci LJC wzgledem semantyki kripkowskiej.

Con

L'F oAy [A]
I'F g [A]

I'EoAy;[A]
I'F ) [A]

/\E1 /\El

FEeVYs[Al o IE6[A] o THE[A] VE

I'F0;[A]
Lo —[Al TFg[A] I'F0;[A]
TF ;A B N
Lo [A] 0 T Fa[A] [, Al
Thonrod » TFpvaa Y
Chwilp Al o
THovy;[A] 7
o, I' = [A] —_— W —————1Id
F|—90—>1b;[A] - W FFl;[A] 907F|_§03[A]
I'F o, Al I'F ¢ [A] P
Tk~ Tk 1;[p,A] 7°°

Rysunek 2.2: Reguty wnioskowania naturalnej dedukcji NJC

Twierdzenie 2.1.5 (O pelnosci). Formula ¢ Intuicjonistycznej Logiki Kon-
trolnej jest dowodliwa na gruncie LJC wtedy @ tylko wtedy, gdy jest prawdziwa
we wszystkich r-modelach.



ROZDZIAL 2. INTUICJONISTYCZNA LOGIKA KONTROLNA 27

2.2 Monadyczny fragment negacyjny

Na gruncie Klasycznej Logiki Zdaniowej w przypadku fragmentu negacyjne-
go mamy do czynienia jedynie z dana formula ¢ i jej negacja —xp (gdzie
- rozumiemy jako negacje w logice klasycznej zdefiniowang w zwyczajo-
wy sposéb). Prawo podwdjnej negacji sprowadza wszystkie formuly postaci
-k do wyjsciowej formuty . W przypadku logiki intuicjonistycznej frag-
ment negacyjny sktada sie z formut p, ~p, ~~p. Domykajac ten fragment na
operacje supremu i infimum otrzymujemy krate zaprezentowana na Rysun-
ku 2.3. Powstaje pytanie jaka posta¢ ma fragment negacyjny w przypadku
potaczenia dwbch réznych negacji w logice ICL. Liang i Miller wskazali pewne
podstawowe wlasnodci formut negacyjnych, w szczegdlnosci interesujacej nas
ze wzgledu na operator C formuty ~—p. W niniejszym rozdziale przedstawi-
my kompletny opis fragmentu negacyjnego.

~p vV ~~p

Rysunek 2.3: Krata monadycznego fragmentu negacyjnego IPC

W Przyktadzie 2.1.4 pokazalismy, ze prawo wylaczonego $rodka ze wzgle-
du na klasyczna negacje jest teza ICL. Mimo to nie mozna tego spdjnika trak-
towaé jak negacje w logice klasycznej, chociazby ze wzgledu na brak wtasnosci
inwolutywnosci: formuta ——¢p — ¢ nie jest teza ICL (por. Przyklad 2.3.3);
ta wtasnos¢ nie zalezy bowiem od stalej, lecz od rodzaju implikacji uzyte;j
w definicji negacji. Dla unikniecia nieporozumien w dalszym ciggu pracy do
wskazania formuty typu —¢ bedziemy uzywaé okreslenia |-negacja.

Rozwazamy monadyczny fragment negacyjnym ICL, to znaczy fragment
ztozony z formut postaci

o u=p|~p| .

Przyjmujemy, ze N oraz N,, oznaczaja ciagi obu negacji réznej dhugosci
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oraz ze k,m € {0,1,2,...} = N. Zapis ~" oraz =" rozumiemy jako iteracje
n negacji danego typu. Monadyczng formute negacyjna (krétko: n-formute)
oznaczamy przez Nip, gdzie Nj jest ciggiem negacji dtugosci k. Jako diu-
go$¢é n-formuly Nip przyjmujemy liczbe negacji k. W zaleznosci od parzy-
stosci ciggu negacji w danej formule, bedziemy ja nazywacé parzystg n-formutq
(dla n-formul postaci Nojp) lub nieparzystq n-formutq (dla n-formut postaci
Nyj+1p). Zmienng p traktujemy jako formute negacyjna diugosci 0.

Kazdy r-model okreslony jak w Definicji 2.1.1 jest modelem dla mona-
dycznego fragmentu negacyjnego ICL. Dla porzadku, ze wzgledu na to, ze
obie negacje sa w tym przypadku spéjnikami pierwotnymi, definiujemy ich
interpretacje w r-modelu dla fragmentu negacyjnego.

Definicja 2.2.1. Modelem Kripkego dla negacyjnego fragmentu ICL nazy-
wamy czworke M = (W, r, <, V), gdzie zbiér W, element r, relacja < oraz
funkcja V' sa zdefiniowane jak w Definicji 2.1.1. Definiujemy forsowanie ne-
gacji w sposob nastepujacy:

o ulk~p wtw w I ¢, dlakazdegow > u
o ulF—p wtw w Iff ¢ lub w > r, dlakazdegow > wu.

Powyzsza definicja wymuszania dla negacji jest oparta o definicje wy-
muszania dla statych 0, L oraz intuicjonistycznej implikacji w przypadku
pelnego jezyka. Wymuszanie negacji intuicjonistycznej jest standardowe, na-
tomiast w przypadku _-negacji mamy

uwlF =p wtw w Iff p lub w IF L, dlakazdegow > u.

Warunek w IF L jest réwnowazny temu, ze w jest Swiatem urojonym. Za-
uwazmy, ze dla dowolnego $wiata urojonego i moze zachodzi¢ jednoczesnie
1 IF —p oraz i - p. W tym sensie swiaty urojone sa ,sprzeczne”.

Wtasnosci L -negacji podsumowuje ponizszy fakt.

Fakt 2.2.2. Dla kazdej n-formuty ¢ zachodzqg nastepujgce wtasnosci:
1) rlF—p wtw r Iff ¢,

2) r lIf =pwtw r I,

(
(
(
(4

)
3) ulf = wtw u = r oraz v I ¢ dladowolnego v € W,
)

1 IF =pdlawszystkich ¢ > r.



ROZDZIAL 2. INTUICJONISTYCZNA LOGIKA KONTROLNA 29

Pierwszy i drugi punkt wynika wprost z definicji. W przypadku pelnego
jezyka zwrécilidmy uwage, ze forsowanie statej 1 odroznia korzen r-modelu
od pozostatych $wiatow. Podobnie zachowuje sie |-negacja: korzen modelu
jest jedynym swiatem, w ktérym formuta —¢ moze by¢ odrzucona:

ulf = wtw w I ¢ oraz w = r, dlapewnegow > u.

Stad wynika, ze 1-negacja formuly jest wymuszana we wszystkich §wiatach
urojonych.

Interesuje nas relacja miedzy n-formutami i badamy prawdziwo$¢ formut
postaci Nyp — N,,p. Oznaczmy przez N zbiér wszystkich n-formut. W zwy-
czajowy sposob definiujemy relacje réwnowaznosci = na zbiorze N

p=yYwtw o — Y oraz F Y — p.
Rozwazamy zbior ilorazowy:
N/=={le] | ¢ e N},

gdzie [p] jest klasa réwnowaznosci formuty ¢. Relacja < na zbiorze N/=
okreslona jest nastepujaco:

(o] 2 W] wtw = — .

Relacja < zdefiniowana jest na zbiorze klas abstrakcji, jednakze bedziemy
uzywaé = rowniez do oznaczenia relacji pomiedzy dwoma n-formutami w do-
myslnym znaczeniu:
o XY wtw @ — 1.

Powiemy, ze n-formuta ¢ = Nip jest redukowalna do n-formuty ¢ = N,,p,
oile ¢ =1 oraz m < k. Jezeli dla danej formuty ¢ nie istnieje réwnowazna
n-formuta mniejszej dhugoséci, mowimy, ze n-formuta ¢ jest nieredukowalna.

W wigkszoéci lematow dotyczacych implikacji miedzy n-formutami oraz
redukowalnosci n-formut bedziemy odwolywac sie do wtasnosci ekstensjonal-
nosci.
Twierdzenie 2.2.3 (Twierdzenie o ekstensjonalnosci). Dla dowolnej for-
muly o(p1,-..,0n,S), gdzie p1,...,Pn, S S¢ zmiennymi zdaniowymi oraz dla
dowolnych formut 1,0 jezeli =1 < 0, to

- Sp(plw"ap?"ww/s) A ()O(pla"'apnﬁe/‘s)‘

Twierdzenie to zachodzi dla Intuicjonistycznej Logiki Zdaniowej. Dowod
przebiega indukcyjnie wzgledem budowy formuty. Zachodzi ono takze dla ICL.
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2.3 Modele i pseudopodmodele

Oznaczmy poprzez My jednoelementowy model Kripkego, w ktérym zmienna
p jest odrzucona, za$ poprzez My model jednoelementowy, w ktorym p jest
wymuszana.

Latwo zauwazy¢, ze dla dowolnej n-formuty Nip minimalny model i mi-
nimalny kontrmodel jest zawsze jednoelementowy. W tych przypadkach obie
negacje sa zredukowane do sytuacji negacji w logice klasycznej. Poszukiwa-
nie kontrmodelu dla formuty, w ktorej gtéwnym spojnikiem jest implikacja
intuicjonistyczna sprowadza sie do szukania modelu dla poprzednika i kontr-
modelu dla nastepnika tej implikacji. Forsowanie n-formuty zalezy od parzy-
stosci ciggu negacji poprzedzajacych zmienng. W tym przypadku pomocny
jest nastepujacy zbior wtasnosci.

Lemat 2.3.1. Dla dowolnego swiata v r-modelu M zachodzi:

(1) jezeli u - Nogp, to istnieje w > u takie, ze w Ik p lub w > r,
(2) jezeli u - Nagi1p, to istnieje w > u takie, Ze w lf p lub w > r,
(3) jezeli wlf Nogp, to istnieje w > u takie, Ze wlff p lub w > r,
(4) jezeli wlf Nopy1p, to istnieje w > u takie, Ze w I p lub w > r.

Dowdéd. Przedstawiamy dowéd tylko punktéow (2) oraz (3), dowdd pozosta-
tych punktow jest analogiczny.

Ad (2) Niech M bedzie r-modelem, zas u niech bedzie dowolnym $wiatem
w tym modelu. Dow6d indukeyjny wzgledem k.

Niech k£ = 0 i niech ¢ = Nip. Rozwazmy dwa przypadki:

Przypadek 1. ¢ = ~p.
Whprost z definicji wymuszania intuicjonistycznej negacji, jezeli u IF ~p, to
dla kazdego w > v mamy w Iff p.

Przypadek 2. p = —p.
Jezeli 1-negacja jest forsowana w swiecie u pewnego modelu, to znaczy, ze
albo jest to swiat urojony, albo mamy do czynienia z korzeniem i jest tam
odrzucona podformuta, czyli u = r i u Iff p.

Krok indukcyjny: niech k& > 0 oraz ¢ = Nyq1)41p. Rozwazmy nastepu-
jace przypadki:

Przypadek 1. o = ~~ Ny 1p.
Zatézmy, ze

u I~~~ Nop g1 p.
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Wtedy dla kazdego v > u istnieje Swiat v' > v taki, ze v Ik Ngjy1p. Stad na
mocy zalozenia indukcyjnego, istnieje swiat w > v/, w ktérym

wlfplubw > r.

W szczegdlnosci z przechodniosci relacji < wynika teza.
Przypadek 2. ¢ = ~—Nog11p.
7, zalozenia
u Il ~= Ny 1p

wynika, ze dla kazdego Swiata ' > w zachodzi v’ If = Noj1p. Z punktu (3)
Lematu 2.2.2 wynika, ze u = v/ = r oraz r jest jedynym $wiatem modelu i

r IF Nopy1p,

czyli T Iff p.
Przypadek 3. ¢ = =~ Nog11D.
Jezeli
u IF =~ Ny 1p,

to w szczegdlnosci
wlf ~Nopiiplubu > r.

Pierwszy z tych warunkéw implikuje istnienie $wiata v’ > u, w ktérym for-
sowana jest formuta Nog,1p; na mocy zalozenia indukcyjnego otrzymujemy
teze.

Przypadek 4. ¢ = == Ny 1p.
Zatoézmy, ze

u Il == Nopq1p.

Stad wynika, ze albo u > r, a zatem zachodzi teza, albo u = r oraz
u If = Nogpi1p. Na mocy Lematu 2.2.2 otrzymujemy r |- Nog1p, co kon-
czy dowod.

Ad (3) Niech u bedzie dowolnym $wiatem pewnego r-modelu M.

Baza indukcji, gdy k& = 0, czyli przypadek zmiennej zdaniowej, zachodzi
w sposob trywialny.

Krok indukcyjny: niech & > 0 oraz ¢ = Ny(41)p. Rozwazmy dwa przy-
padki.

Przypadek 1. ¢ = ~ Ny, 1p.
Jezeli u I ~Nop1p, to znaczy, ze istnieje swiat w powyzej Swiata u, taki ze

w I Nog11p,
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a zatem na mocy punktu (2) Twierdzenia 2.3.1 otrzymujemy teze.
Przypadek 2. o = Ny 1p.
Skoro u Iff = Nog11p, z Faktu 2.2.2 (3) mamy u = r oraz

r |- Nopy1p,

skad w szczegdlnosci ponownie na mocy punktu (2) Twierdzenia 2.3.1 otrzy-
mujemy teze. O

Implikacja postaci Nyp — N,,p nie jest prawdziwa, jezeli parzystosci k
i m sa rézne. Formute postaci Nogp — Nojpi1p mozna odrzuci¢ w modelu
jednoelementowym, w ktérym forsowana jest zmienna p, natomiast implika-
cje przeciwng mozna odrzuci¢ w modelu jednoelementowym z nieforsowana
zmienng.

Przyjrzyjmy sie dwoém przyktadom.

Przyktad 2.3.2. Formuta =~~p — —=~p nie jest teza ICL.

Przypuséémy, ze istnieje r-model, w ktérym r |ff =~~p — ——~p. A zatem
istnieje $wiat u (korzen lub powyzej), w ktérym u IF =~~p oraz u [ =—~p.
To znaczy, ze w kontrmodelu wymagane jest istnienie Swiata z forsowang
zmienng p oraz istnienie Swiata z forsowang formuta ~p. Najmniejszym moz-
liwym kontrmodelem speliajacym te warunki jest model M3z z Rys. 2.4.

Przyktad 2.3.3. Formula ——p — p nie jest tezg ICL.

Zauwazmy, ze do odrzucenia tej formuty kontrmodel musi posiadaé Swiat
urojony, w ktérym odrzucona jest zmienna p. Najmniejszymi takimi kontr-
modelami sa modele M3 oraz Mz z Rys. 2.4.

(@] [ ] [ ] O [ ]
(@] [} (e} (e) [ ] \ (e) /
Mo My M2 M, M Ms

Rysunek 2.4: Zbiér S kontrmodeli dla formut postaci Nyp — N,,,p
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Mo | My | MG | My | M3 | M3
D - + - - + -
~p - + - + + -
~p |- + - - - -
-~p - + - + + +
-—p | - + - - + -

Rysunek 2.5: Charakterystyka modelowa formut Ny oraz N,

Nie jest konieczne rozwazanie wiekszych modeli, poniewaz bierzemy pod
uwage tylko jedng zmienng i konstruujemy formuty z tylko jedna implikacja
intuicjonistyczna. Mozliwe kontrmodele wraz z oznaczeniami przedstawiamy
na Rysunku 2.4. Zbior { Mo, My, M3, My, M3, M3} mozliwych kontrmo-
deli bedziemy oznaczaé¢ poprzez S.

Znajac zbior mozliwych kontrmodeli dla implikacji n-formut, tatwo osza-
cowaé gorne ograniczenie dla mocy zbioru nieréwnowaznych n-formut. Kazdej
implikacji postaci ¢ — 1 mozemy przyporzadkowaé zbior modeli, w ktorych
mozna odrzuci¢ te formute, bedacy podzbiorem zbioru §. Tego typu podzbioér
nie moze rownoczes$nie zawiera¢ modeli Mg oraz My, poniewaz sprzecznosé
nie jest wyrazalna w naszym jezyku. Istnieje co najwyzej 2° tego typu szuka-
nych podzbioréw zbioru S, a zatem istnieje co najwyzej 32 nieréwnowaznych
monadycznych formul negacyjnych.

Majac do dyspozycji ograniczong liczbe mozliwych modeli dla monadycz-

nych n-formul mozemy scharakteryzowa¢ dang n-formute w kontekscie jej
modeli (i kontrmodeli), a nastepnie na podstawie tej informacji poszukiwaé
kontrmodeli dla formuly w postaci implikacji dwoch n-formut.
Przyktad 2.3.4. Na Rysunku 2.5 znakiem ,+” oznaczymy model, zas zna-
kiem ,—” kontrmodel danej formuty N, lub N,. Rozwazmy formute
@ = ~~p — ~=p. Poniewaz My oraz M3 sg modelami dla formuty ~~p
i jednoczesnie kontrmodelami dla formuty ~—p, zatem sg one kontrmodelami
dla formuty ¢.
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i(Mo) | i(My)

- + +

Rysunek 2.6: Pseudopodmodele przyktadowych n-formut

Wida¢ jednak, ze zbiér modeli dla p jest taki sam jak dla =—p, co ozna-
czatoby, ze te formuly sg réwnowazne, cho¢ wiadomo, ze 1 -negacja nie jest
inwolutywna. A zatem informacje na temat modeli sg niepelne.

W przypadku logiki intuicjonistycznej poszukiwanie kontrmodelu dla for-
muly ¢—1 mozna rozpocza¢ od zalozenia, ze dana implikacja jest sfalsy-
fikowana juz w korzeniu modelu, to znaczy mozna rozpocza¢ od zalozenia,
ze v Ik poraz r If ¢». W przypadku ICL korzen jest wyrézniony jako je-
dyny $wiat, w ktérym mozna odrzuci¢ statg L i zarazem, jak zauwazyliSmy
w punkcie (3) Faktu 2.2.2, jedyny Swiat, w ktérym moze byé odrzucona
formuta postaci . Konieczne jest rozpatrzenie forsowania w swiatach uro-
jonych modeli M3, Ma, M3 oraz Mz. W tym celu wprowadzamy pojecie
pseudopodmodelu.

Definicja 2.3.5. Niech M bedzie r-modelem. Pseudopodmodelem modelu
M nazywamy podmodel generowany przez dowolny $wiat urojony nalezacy
do modelu.

Innymi stowy pseudopodmodel to dowolny generowany podmodel w sen-
sie IRZ, ktory nie jest r-modelem, to znaczy model ztozony jedynie ze Swiatoéw
urojonych. Pseudopodmodele modeli M3 oraz M3 (Rys. 2.4) bedziemy ozna-
cza¢ odpowiednio i(Myg) oraz i(M;y). Pseudopodmodelem modelu Ma jest
i(M37), natomiast dla modelu Mgj istnieja dwa mozliwe pseudopodmodele:
i(Mp) oraz i(My).

W Przyktadzie 2.3.4 dla formut p oraz =—p mamy pseudopodmodele jak
na Rys. 2.6. Zatem i(My) I =—p oraz i(My) Iff p. Pseudopodmodel i(My)
generuje dwa kontrmodele: M3 oraz Mj (por. Przyktad 2.3.3).

Opisana powyzej procedura stuzy do okre$lania czy implikacja dwoch
n-formut jest prawdziwa. Wykorzystujac charakteryzacje formut negacyjnych
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poprzez ich modele i kontrmodele okreslamy, czy dla danej pary n-formut za-
chodzi relacja Nyp =< Np,p. Dla n-formuty Nyp oznaczmy przez S*(Nyp)
zbiér modeli, w ktorych ta formuta jest prawdziwa, bedacy podzbiorem zbio-
ru S U {i(Mp),i(M1)}. Relacja Nyp = N,,p pomiedzy dwoma formuta-
mi negacyjnymi zachodzi wtedy i tylko wtedy, gdy ST(Ngp) C ST(N,p).
W szezegblnosci Nyp = N,,p wtedy i tylko wtedy, gdy ST(Ngp) = ST(Np).
Pelna lista zbioréw S*(Nyp) dla poszczegdlnych n-formut dtugosci mniejszej
niz 6 jest podana w Zataczniku 1.

2.4 Charakterystyka fragmentu negacyjnego

Przypomnijmy, ze n-formuta z nieparzystym ciggiem negacji nie moze by¢
rownowazna n-formule z parzysta liczbg negacji. W zwigzku z tym wtasnosci
dotyczace rownowaznosci n-formut dzielg sie na dwie klasy: dla parzystych
i dla nieparzystych n-formut. Wiekszo$¢ dowodow wtasnosci formut negacyj-
nych jest semantyczna, w przypadku implikacji miedzy konkretnymi formu-
tami (tam gdzie nie wystepuje nieokreslony ciag negacji) postugujemy sie
rachunkiem LJC.

Wtasnos¢ pozwalajaca redukowac ciagi negacji tego samego typu wynika
z faktu, ze zaréwno ~~~p = ~p jak i =——p = —p.

Lemat 2.4.1. Dla dowolnej liczby k € N zachodzg nastepujgce wltasnosci:
(1) ~H2)p = ~eop,

(2) ~CDp = p,

(3) ~@+2p = ~—p,

(4) ~E+p = —p.

Dowdd. Ad (1) oraz (2)
Z faktu, ze Firz ~p < ~~r~p oraz z Twierdzenia o ekstensjonalnosci otrzy-
mujemy teze.



ROZDZIAL 2. INTUICJONISTYCZNA LOGIKA KONTROLNA

Ad (3) oraz (4)
Faktycznie - ———p — —p:

pEp[] Lopk L[]
-p,pt L[]
P[] Lpk L[]
p,~—pk L[]

Podobnie -p — TTTp

—pk-pi[] Lipk L[]
——p,—pF L;[]
—p = ==p; [ ]
= =p — —=p; [

36

A zatem w szczegdlnodci ———p = —p, a w ogdélnosci z Twierdzenia 2.2.3

otrzymujemy teze.

]

Liang i Miller w pracy [37] wyszczegdlnili formute ~—¢ — ¢. Pozwala
ona emulowaé operator kontrolny C. Z punktu (1) kolejnego lematu wynika,
ze formuta ~—p reprezentuje klase réwnowaznych n-formut postaci ~—Nop.
W punkcie (2) zaprezentowana jest analogiczna klasa dla formut z nieparzy-

stym ciggiem negacji.

Lemat 2.4.2. Dla dowolnej liczby k € N zachodzi:
(1) ~=Nyp = ~=p,

(2) ~=Nagi1p = ~=p.

Dowdd. Ad (1)

Zatézmy niewprost, ze istnieje r-model M, w ktérym r [f ~—=Nopp — ~—p.

Istnieje wiec swiat u > r, taki ze

u Ik ~—=Nogp oraz u lff ~—p,
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to znaczy we wszystkich §wiatach powyzej u odrzucona jest formuta —Nyyp,
a zatem kontrmodel sktada sie jedynie z korzenia oraz r |- Noyp. Z punktu (1)
Lematu 2.3.1 otrzymujemy r IF p. Z kolei odrzucenie w korzeniu formuty
~—p W szczegdlnosci pociaga r I p. Sprzecznoscé.

Niech r bedzie korzeniem r-modelu, w ktérym nie jest spelniona formuta
~—p — ~=Nop. Stad dla pewnego Swiata v > r mamy

u Ik ~=p oraz u lff ~—Noyp. (2.1)

Forsowanie formuty ~—p w dowolnym Swiecie oznacza, ze jedynym kontrmo-
delem jest M;. Na mocy punktu (3) Lematu 2.3.1 w odniesieniu do drugiej
czesci warunku (2.1) otrzymujemy r Iff p. Sprzecznosc.

Dow6d punktu (2) jest analogiczny. O

Lemat 2.4.1 oraz Lemat 2.4.2 pokazuja, ze w wielu przypadkach mozna
zredukowaé n-formute do pewnej formuty dhugoséci mniejszej niz 4. Co wiecej,
formuta ~—p pociaga dowolng n-formute z parzysta liczba negacji. To znaczy
jest najmniejszym elementem w podzbiorze parzystych n-formut uporzadko-
wanym relacjg <. Analogicznie formuta ~——p jest najmniejszym elementem
w zbiorze nieparzystych n-formut. Te dwa fakty sa wnioskami z punktéw (1)
i (2) Lematu 2.4.2 oraz nastepujacego lematu:

Lemat 2.4.3. Dla dowolnych k, m € N nastepujgce implikacje sq prawdziwe:

(1) ~=Nopp — Nowp,
(2) ~=Nogi1p — Nopi1D.

Dowdéd. Ad (1)

Zalozmy, ze istnieje r-model M, taki ze r If ~=Noxp — No,,p. WoOwczas
dla pewnego $wiata u > r mamy u IF ~—Nop oraz u | No,,p. Pierwszy
warunek oznacza, ze korzen jest jedynym swiatem modelu M i na mocy
punktu (2) Lematu 2.2.2 otrzymujemy r IF Noxp. A to wobec zaltozenia
r | Na,p prowadzi do sprzecznosci.

Ad (2)

Rozwazmy r-model M, w ktorym r If ~—Noxi1p — Nopi1p. Istnieje zatem
swiat u > r, taki ze u IF ~—=No. 1p oraz u Iff Na,,1p. Stad, analogicznie jak
w punkcie (1), skoro korzen jest jedynym $wiatem modelu M, otrzymujemy
r Ik Nogo1p oraz r Iff Nopy,i1p, Sprzecznoscé. O
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Warto w tym miejscu wyroéznié¢ n-formuty ~~——p oraz ~~—p, ktore sg
najwiekszymi elementami wzgledem relacji = odpowiednio w zbiorze parzy-
stych i nieparzystych n-formut.

Lemat 2.4.4. Nastepujgce implikacje sq prawdziwe dla dowolnego k € N:
(1) N2k:p — NN—|—|p,

(2) Nopq1p — ~~p.

Dowdd. Ad (1)
Niech M bedzie r-modelem, w ktéorym odrzucona jest formuta
Nopp — ~~——p. A zatem powyzej korzenia musi istnie¢ $wiat u, taki ze
u Ik Nop oraz u If ~~==p. Drugi z tych warunkéw oznacza, ze jedynym
kontrmodelem jest Mg. A zatem stad, ze u IF Noxp na mocy (1) w Lema-
cie 2.3.1 otrzymujemy w szczegdlnosci r |- p, sprzecznosc.

Dowdd punktu (2) jest analogiczny. O

Dla ustalonej liczby k € N istnieje co najwyzej 2¢ n-formut Nyp. Wie-
my juz, ze wszystkich nieréwnowaznych formut negacyjnych jest co najwy-
zej 32. W ponizszych faktach dotyczacych réwnowaznosci i nieredukowalno-
Sci n-formut, gdy nie podano explicite dowodéw, odsytamy do relacji mie-
dzy odpowiadajacymi formutom zbiorom modeli (por. Zatacznik 1). Jednak
w wigkszosci przypadkow podajemy dowody w rachunku sekwentow LJC. Ja-
ko reprezentanta kazdej z klas rownowaznosci wybierzemy formute z mozliwie
najkrotszym ciagiem negacji. Wyrdznimy na poczatek trzy klasy abstrakcji
najkrétszych n-formut, to znaczy

[pl=, [~p]= oraz [-p]=
i omowimy pokrotce kolejne z nich.
Fakt 2.4.5. Wszystkie n-formuly dlugosci 2 sq parami nieréwnowazne.

Dowadd. Podajemy przyktadowe kontrmodele dla implikacji dwoch n-formut
dhugosci 2.

MG I =~p — ~mp

MV =~op — ~p
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MG ==p — =~p
MG —=p — ~r~op
MG I ==p — ~=p
Ma I ~~p — ==p
Mo If ~~p — ~=p
0

Zadna z formut Nyp nie jest redukowalna, wiec otrzymujemy cztery klasy
abstrakcji:

[~~pl=, [~pls, [opl=, [2p)=

Istnieje 8 n-formut postaci N3p. Z Lematu 2.4.1 wynika, ze ~~n~p i =——p sa
redukowalne odpowiednio do ~p i —p.

Fakt 2.4.6. Istniejg dokladnie dwie nieredukowalne n-formuty N3p nierow-
nowazne z zZadng n-formulg ditugosci 3: ~~~p oraz ——~p.

W punkcie (2) Lematu 2.4.4 wyszczeg6lnilismy formute ~~—p jako ele-
ment najwiekszy w zbiorze nieparzystych n-formut z zadanym porzadkiem
implikacyjnym. Istnieje rownowazna jej n-formuta dtugosci 3, ktéra z pew-
nych wzgledéw wybierzemy na reprezentanta tej klasy abstrakcji.

Fakt 2.4.7. Dla n-formut dtugosci 3 prawdziwe sq nastepujgce réwnowazno-
sci:

Dowdd. Ad (1)

~—pk~ap ] 0, ~p kL]

~p, ~vp L

I— NN—\p — —|N—|p; [ ]
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l— —\Nﬁp — NN—|p

Lpk L[]
Lt =p;]] 1,0+ 0;]]
~=p b~ [ L,~=pt0;[]

]
Fa~ap =~ [ ]
Ad (2)

I— N_le — N—|—|p

pFEp [l 0,pF L[]
~p,pt L[]
~pt -p;[] ~p, L+ L[]
Np,—|—|p|—_LZH

~=eop, —p 05[]

~=op b=~ [

= ~anp =~ [

pEpl]  Lpk L]
—ppt L[]
pE -] 0,pF0;[]  —p Lt L[]
p,~~p - 05[] L=l 0, L O]
~mp b~y ] L ~=pt 0[]

~==p b ~meps [

I— N—|—|p — r'\J—V'\-/p7 [ ]
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Z Lematu 2.4.1.(2), Lematu 2.4.1.(4), Faktu 2.4.6 oraz Faktu 2.4.7 wynika,
ze istniejg tylko 4 nieredukowalne, parami nierownowazne n-formuly Nsp.
Arbitralnie wybieramy nastepujacych reprezentantéow klas abstrakcji:

[~==pl=, [Po~pls, [ovrpls oraz [mmp)

Wiekszos¢ formul negacyjnych Nyp mozna zredukowaé do jednej z formut
Nop korzystajac z Lematu 2.4.1 lub Lematu 2.4.2. Pozostate formuty naleza
do jednej z trzech klas abstrakcji.

Fakt 2.4.8. Dla n-formul dlugosci 4 zachodzq nastepujace réwnowaznosci:
(1) ~orvmep = i = oo = i,

(2) =m~mp = 2o

Dowdd. Ad (1)

Dowdd réwnowaznosci ~~—~p = —~vrop oraz ~evmmp = oD WY-
nika z Faktu 2.4.7 (1) i z Twierdzenia o ekstensjonalnosci (Tw. 2.2.3).

I— NN_‘_‘p — —\N—\Np

(+)

Pominieta cze$¢ dowodu (*) jak w dowodzie punktu (2) Faktu 2.4.7.

I— ﬁNﬁNp — NN—|—|p

-p, L 1;[]
(*x) L =[] 0, L 05[]
~mmp o~ [ L, ~=mp 05[]

Pominieta cze$¢ dowodu (xx) jak w dowodzie punktu (2) Faktu 2.4.7.
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Ad (2)

~—pk~api[] 0 0,~mp ke L]
~p, ~vp L[]

~~pF o] L~~pb L[]

NN_lp, —\—|N—|p I— J_7 [ ]

I— ﬁNNﬁp — ﬂ—\N—\p

Lpk L[]
Lt =p;]] 1,00;]]
~=p b~ [ ] L, ~=p k05[]

—~mp, ~p = 05[]

oy~ L~y L[]

—|N—|p’ —|NN—|p |— J_7 [ }

|— _‘NN_‘p — —|—|N—|p; [ }
O

Warto zauwazy¢, ze formuly réwnowazne na mocy punktu (2) powyzszego
faktu to zanegowane | -negacja nieréwnowazne formuty —~=p i ~~—p.

Fakt 2.4.9. Formutla ——~~p jest jedyng nieredukowalng n-formulq diugosci
4 nierownowazing z zZadng inng formutg negacyjng postaci Nyp.

Podsumowujac, mozemy wyrdzni¢ trzy klasy abstrakcji dla nieréwnowaz-
nych, nieredukowalnych n-formut dtugosci 4:

I:_|NN_|p]E7|:_|_|NNp]E oraz [—|f\4—|—1p]E

Zauwazmy, ze element najwiekszy w zbiorze parzystych n-formut, ktéry
wyszczegOlniliémy w punkcie (1) Lematu 2.4.4, czyli formuta ~~—-p nalezy
do klasy [-~~——p|=. Tutaj réwniez jako reprezentanta tej klasy abstrakeji
wybraliSmy n-formute, w ktorej ciag negacji zaczyna sie od L-negacji.
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Fakt 2.4.10. Istniejg doktadnie 4 nieredukowalne n-formuty dlugosci 5,
wszystkie réwnowazine: m~v~vmrop = mirv~vmTp = SmievTieop = S,

Dowdd. Dowdd rownowazno$ci —~r~v—~p = —~—~op oraz réwnowaznosci
—~v~vmmp = ~v—op wynika z Faktu 2.4.8 (2) i z Twierdzenia o ekstensjo-
nalnosci (Tw. 2.2.3).

*

_\_\N_\Np I— _\f'\JN_|_|p’ [ ]

Pomijamy czesé¢ dowodu (%) analogiczng jak w punkcie (1) Faktu 2.4.8.

()

Pominieta czesé dowodu (%) analogicznie jak w punkcie (1) Faktu 2.4.8.
[l

Powyzsza klasa réwnowaznosci bedzie oznaczana

Wszystkie pozostate n-formuty Nsp sa redukowalne do jednej z formut Nsp,
wynika to z Lematu 2.4.1, Lematu 2.4.2 oraz Twierdzenia o ekstensjonalnosci.
Jedynym nieoczywistym przypadkiem jest ——~~—p = ~~—p. Implikacja
w lewa strone jest rezultatem wtasnosci udowodnionej w Przyktadzie 2.1.3.
7, drugiej strony, obie rozwazane n-formuty maja identyczny zbiér modeli,
w ktorych sg one prawdziwe:

S+(_'_'NN_'p) = {M07M(2)7M27M%7 M37 Z(MO)az(Ml)} - 8+(NN_'p>7

a zatem te formuly sg réwnowazne.



ROZDZIAL 2. INTUICJONISTYCZNA LOGIKA KONTROLNA 44

Lemat 2.4.11. KaZda n-formuta Ngp jest redukowalna do pewnej n-formuty
Nip, gdzie k < 4.

Dowad. Dla kazdej n-formuty Ngp istnieje odpowiedni cigg N5 taki, ze albo
Ngp = ~Nsp albo Ngp = = N5p. Rozwazmy oba przypadki.

Przypadek 1. Formuta Njp jest redukowalna do pewnej n-formulty Njsp.
Wowezas albo Ngp = ~N3p, albo Ngp = = N3p.

Przypadek 2. Formuta Nsp jest nieredukowalna. Wowczas z Faktu 2.4.10
wynika, ze Nsp € [-~~——p|=. Jezeli Ngp = ~Nsp, to w szczegdlnosei
Ngp = ~—~r~——p, a zatem z Lematu 2.4.2.(1) otrzymujemy Ngp = ~—p.
Jesli natomiast Ngp = -~ N5p, to w szczegdlnosci Ngp = —-——~——p. Na mocy
punktu (4) Lematu 2.4.1 otrzymujemy Ngp = —~——p. O

Twierdzenie 2.4.12. Kazdg n-formute Nip diugosci k > 6 mozna zreduko-
wac do pewnej n-formuty diugosci co najwyzej 5.

Dowad. Indukcja wzgledem dtugosci k. Baza indukcji wynika z Lematu 2.4.11.

Zatozmy, ze k > 6. Rozwazymy rownocze$nie dwa analogiczne przypadki
dla ge{~, —}. Niech Ny11p = tNip. Na mocy zalozenia indukcyjnego istnieje
ciag negacji IV,,, taki ze m < 5 oraz Nyp = N,,,p. A zatem Ny 1p = N,,p. Je-
zeli m < 5, otrzymujemy teze. W przeciwnym wypadku, mamy do czynienia
z bazg indukcji. O]

Jako wniosek z powyzszych twierdzen, w szczegolnosci z Faktow 2.4.5—
2.4.10, Lematu 2.4.11 oraz Twierdzenia 2.4.12 mozemy poda¢ explicite moc

zbioru N/ .

Twierdzenie 2.4.13. Istnieje dokladnie 15 (z dokladnoscig do réwnowaz-
nosci) nieredukowalnych, parami nieréwnowaznych n-formut:

p’ NNP, N—\p, —\Np, —|—|p’ —\N—\—\p, _|NN_\p’ —|—|erp’

Np7 —|p, —|N—|p’ r\J—|—|p7 —vvrvp) —|—|ij _|NN_|_|p

Dwa ponizsze twierdzenia kompletujg wszystkie nietrywialne relacje po-
miedzy elementami zbioru N/=. Przedstawiamy je w postaci implikacji
n-formut dla wybranych reprezentantow poszczegolnych elementow rozwaza-
nego zbioru ilorazowego. Stwierdzajac, ze prawdziwa jest implikacja postaci
Nip — N,,p mamy na uwadze to, ze implikacja przeciwna nie zachodzi.
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Twierdzenie 2.4.14. Nastepujgce implikacje n-formul parzystej ditugosci sq
prawdziwe:

—|—|NNp — —\Np

(1)
(2)
(3)
(4)
(5) =~p — —~mp
(6) ~=p — —~~p
(7) =~r~mp — =mp
(8)
(9) ~~p — —m~rp

Twierdzenie 2.4.15. Nastepujgce implikacje n-formut dlugosci nieparzystej
sq prawdziwe:

—\—|Np — _‘NNp

(1)
(2)
(3)
(4) =~~p — -
(5)
(6)
(7)

—|Nr\./ﬂ—|p — —|—|Np

Dowod. W ramach dowodu Twierdzenia 2.4.14 oraz Twierdzenia 2.4.15 od-
sytamy Czytelnika do spisu zbioréw modeli S* dla n-formut w Zalgczniku 1.
Prawdziwos¢ formuty Nyp — N,,p mozna sprowadzi¢ do sprawdzenia czy
ST(Nkp) & ST(N,,p). Na przyktad w punkeie (7) Twierdzenia 2.4.15 mamy

S+(ﬁNNﬁﬁp) = {My,i(Mp),i(M1)}
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oraz

3+(ﬁ_"vp) = {Mo,Mgai(M0)>i(M1)}-
O

Niech N* bedzie zbiorem wybranych reprezentantéw elementéw zbioru
ilorazowego N /—. Na Rysunku 2.7 prezentujemy poset (zbior czesciowo upo-
rzadkowany) (N* U {0, L, 1}, <).

/ \
i’ e
=~ —p
oD ~~p

/

~rp =P ST
p TP TP ~p
~=p L ~=p

—

\O

Rysunek 2.7: Poset fragmentu negacyjnego ICL
Rozwazmy dwa fragmenty posetu (N* U {0, L, 1}, <): formuly

D = {p7 Np’ erp, Nﬁp’ N—|—|p}

oraz zbior pozostatych formut czyli N*\ D. Dla dowolnej formuly ¢ ze zbioru
N*\ D zachodzi wtasnosé
FL— o



ROZDZIAL 2. INTUICJONISTYCZNA LOGIKA KONTROLNA 47

~pV ~~p

\
/

~~p VoL pV ~p

e

~~p pVe~

N

/
/

~1V~p

.
e

~=p ~=p

/\
AVA
\/\

Rysunek 2.8: Krata zbioru D

Wynika stad, ze kazda z tych formul jest zawsze forsowana we wszystkich
Swiatach urojonych dowolnego modelu. Aby podkresli¢ te wtasnosé, wybrany
reprezentant kazdej z klas abstrakcji z tej czesci posetu jest przedstawiony
w postaci = Nyp. Z punktu (4) Faktu 2.2.2 wynika, ze zbior N* \ D sktada
sie z formut, ktére mozna odrzuci¢ jedynie w korzeniu pewnego modelu.

Przypomnijmy, ze w przypadku Scisle intuicjonistycznym domkniecie frag-
mentu negacyjnego p, ~p, ~~p na koniunkcje i alternatywe prowadzi do kraty
przedstawionej na Rysunku 2.3. Wszystkie te formuty mozna znalezé w zbio-
rze D. Domkniecie tej czesci na operacje koniunkcji i alternatywy skutkuje
powstaniem skonczonej kraty z Rysunku 2.8.

Warto zauwazy¢, ze formuta postaci ~—p V ~—=—p jest réwnowazna for-
mule domknietej (niezaleznej od zmiennej p), a mianowicie ~_L. Jedynymi
r-modelami dla takiej formuly sa modele jednoelementowe, ztozone jedynie
z korzenia, z dowolng waluacjg zmiennej p, czyli r-model My w ktéorym r I+ p
oraz r-model Mgy w ktérym r Iff p.

Przedstawienie domkniecia na operacje alternatywy i koniunkcji zbioru
N*\ D byloby zbyt skomplikowane. Zamiast tego prezentujemy dolng i gor-
ng potkrate (Rys. 2.9 i Rys. 2.10). Ponownie otrzymujemy dwie formuty
domkniete:

Jak poprzednio, mozna je scharakteryzowa¢ semantycznie poprzez ich mo-
dele. Modelami dla formuty ~~_1 sg wszystkie mozliwe r-modele oprocz mo-
deli jednoelementowych. Jedynymi modelami dla formuty —~~_1, podobnie
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e — - ~. — —

—~anp ﬁwp\/ﬁ\NNL S p Vo p amp Vo oeenp ﬁNNJ_\/ﬁp i~vmp

e i e W

—~p —‘—|~~p\/—|~r\/i Smp Voo —\NA?J_\/—\NNP -p
5

~ TR S, o ~. 7

e p ﬁﬁp‘\/ —~~ | vl Vo aap j\f\/"\/p
TRy S J_/ - T —
/) —~~ =~ p
N N
‘v\.m\./ﬁp TNN‘\‘\’J
\L/

Rysunek 2.9: Potkrata zbioru N* \ D domknieta na operacje supremum

) —~op

_ TRy e \\\

) ~e~ L B -p -
//// o \\\\ i g Moy 7 i,
RIRI)Y) ﬁmp/\NNJ_ NNL/\ﬁP —~~p
/ \\\ _ ™ N ; S \\\\ A \\
--p _\_\NNPANNL ~p AP NNLAﬁNNp —~p
A /// S /// Y //// \\\\ // \\
TP ﬁﬁp/\NNL ﬁﬁrva/\ﬁp ﬁfvp/\ﬁNNp NNL/\ﬁﬁNP ﬁﬁﬁﬁﬁ P
T T ™~ - = /,///:;/,/”’//
1

Rysunek 2.10: Potkrata zbioru N* \ D domknigta na operacje infimum

jak w przypadku formuty ~ 1, sa r-modele ztozone jedynie z korzenia, czy-
li My oraz Mgy. Mimo tego te dwie formuly nie sg réwnowazne. Formuta
—~n~ | jest forsowana we wszystkich mozliwych pseudopodmodelach, nato-
miast formute ~_ mozna odrzuci¢ w pewnym $wiecie urojonym.

2.5 Fragment ,klasyczny”

Jednym z najlepiej znanych fragmentéw Intuicjonistycznej Logiki Zdanio-
wej jest fragment monadyczny scharakteryzowany przez tak zwang krate
Riegera-Nishimury [46, 44].
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Definicja 2.5.1. Krate Riegera- Nishimury tworza z doktadnoscia do réwno-
waznosci formuty monadyczne Intuicjonistycznej Logiki Zdaniowej zdefinio-
wane w nastepujacy sposob:

5. Gnta(®) = gns3(©) = gn(©) V gnt1(p),
6. fn+2

Kazda formuta monadyczna ¢(p) IRZ jest réwnowazna jednej z formut
0,1, fu(p) ub gn(p), n > 2,m > 0, zdefiniowanych w powyzszej definicji.
Zbiér tych formut tworzy algebre Lindenbauma monadycznego fragmentu lo-
giki intuicjonistycznej i sktada si¢ z nieskonczenie wielu réznych klas roéwno-
waznosci formut. Przypomnijmy, ze o ile formuta ICL nie zawiera stalej L ja-
ko podformuty, jest ona zwykta formuty intuicjonistyczng. A zatem fragment
monadyczny ICL w jezyku (0,1,V, A, —,p) jest krata Riegera-Nishimury.

/\

_]_—> J_—>p —p p— L

><X

L—>p pVL (L —p) —Dp) (L —p)

| > > |

pe L

\/

pA L

©) = gn(®) V gnia(p).

Rysunek 2.11: Fragment monadyczny (L, p,—,V,A)
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Stata | w Intuicjonistycznej Logice Kontrolnej jest traktowana jako do-
datkowe falsum. Jednakze we fragmencie monadycznym ICL, w ktérym L
potraktujemy jako falsum ,klasyczne” zamiast intuicjoinstycznego falsum,
przestaje ono by¢ elementem minimalnym w kracie. W odréznieniu od przy-
padku intuicjonistycznego, nie jest prawda, ze pA L = L, poniewaz t/ 1 — p.
Widaé¢, ze nie mozna oczekiwaé bezposredniego analogonu kraty Riegera-
Nishimury.

Twierdzenie 2.5.2. Fragment monadyczny ICL w jezyku (L, p, —,V, A) jest
skonczony 1 reprezentuje go algebra przedstawiona na Rysunku 2.11.

Dowad. Prezentujemy dowody nieoczywistych implikacji z kraty. W Zatacz-
niku 2 zamieszczamy zbiory klas abstrakcji formut z tego fragmentu.

F(((L—=p)—=p)—=L)=(L—=p V]I
Dla przejrzystosci zapisu na potrzeby tego dowodu niech ¢ = (L — p) — p
oraz ) = ((L — p) — 1) — L (por. réwnowaznosé¢ ze wzoru (2.2)). Z ko-
niecznosci rozdzielamy drzewo dowodowe na dwie czesci.

(%)
L0l pEpi[Y )
L—pFp, ¢
F(L—p) = p ¢ (L—p)— L LE LY
(L —p) —p Y LE(L—=p —1)— L[
(L=p —=p—=LF-({(L—p —1)— L[
(L—=p)—=p—=LE(L—=p —1)— L]
F({((L—=p) —p)—L)—=(((L—=p) —L1)—L1)[]

Dowdd czesci (x):

LEL[] pkpl]
L—pt1l —pl] L, L—=pkp]
L—=p(L—=p) — LEp]]
(L—=p)—=LFE(L—p —pl]
(L—p)— LF Ly
F((L—p)—1)— Lyl
=L [, @]
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FpAL) = ((p— L)AL —Dp)

p, Lt L] p,LFpil]
pLlFEp— L[] plFL—p[]
pLE(p— L)AL —p)l]
pALE(p— L)AL —p)|]
FpAL) = ((p— L)AL —=p);l]

Flp— L)AL —=p) = (((L—p —p—1)

p,L—pktp[] LpLl—-pkli]]

p— L, L—ptL—p] pp— L, L—pt L[]
(J_—>p)—>p,p—>J_,J_—>p|—J_;[]
p— L, L—=pF({(L—p —p— L]
(p— L)AL —=pF(L—=p) —p — L[]
F((p— L)AL —=p)—(((L—=p) —p) — L);]]

FpVvl)—({(L—p —Dp

pLbEp ] LF L[]
pL—ptpl] L, L—pkp[]
L—ppvLitpl]
pVLFE(L—p) —pl]
Vvl —((L—p) —p);l]

F((L—=p) =p) =)= -1

L—ppFpl]
pH(L—=p) —p[] pLE L[]
p,((L—p) —p) — LF L[]
(L—=p) —p —LFp— L[]
F(((L—=p) —p)—L1)—=@—1);[]

51
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F(L—=p —1)—=((L—p) —Dp

LEL[] pLbEpl]
L—pkLl—pl] L, L—=pkp[]
L—p(L—p — LEp[]
(L—=p)—=LE(L—p —pl]
F(L—=p)—L1)—=(L—=p —psll

F(L—=p—-1)—=(@—1)

Lptpl]
pFL—p[]  Lpk L[]
p(L—p)— LF 1]
(L—=p)— LFp— 1]
F((L—=p —L1)—=(p—L);[]

]

Fragment ICL w jezyku (L, p, —, V, A) jest identyczny z fragmentem w je-
zyku (L, p,—, A), poniewaz zachodzi rownowaznosé:

pVl1l=-p (2.2)

Oczywiscie fragmentu ICL bez intuicjonistycznego falsum nie mozna trakto-
wac jak fragmentu klasycznego tylko ze wzgledu na pewne klasyczne cechy
statej L. Nadal mamy do czynienia z intuicjonistycznymi spéjnikami zda-
niowymi, ktore sg wzajemnie niedefiniowalne, w szczegdlnosci z intuicjoni-
styczng implikacjg. Mozna jednakze wydefiniowa¢ na gruncie ICL implikacje
klasyczna w standardowy sposob:

=1 =V

Przy tak zdefiniowanej implikacji mozemy méwi¢ o tym, ze 1-negacja jest
w pehi klasyczng negacja, poniewaz

p=1l=p=0=-p.
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Mamy zatem do czynienia z inwolutywna negacja, gdyz formuta =—¢ = ¢
jest réwnowazna formule ———p V ¢, ktora jest tautologia ICL (por. Przy-
ktad 2.1.4 oraz punkt (4) Lematu 2.4.1). Zdefiniowana powyzej implikacja
jest faktycznie spdjnikiem klasycznym, poniewaz zachowuje prawo kontrapo-
zycji (- = =) = (p = ). Istotnie, formuta = (== V =) V (mp V1)) jest
teza ICL:

PF ]
Yo vs[]
YE (= V)V (o V)| ]
L (6]
- s [0] LFL;[6] ()
L [6)] —p L (0]
YV e L 6]
E (= V) 6]
(o Voe) V(ce V) [6]
F (= Vmp) V(me V) [ ]

Dowdd czesci (x):

— = [ ]
—p F = V]
(= Vo) V(e V) [

Nie jest to jedyny sposéb w jaki mozna zdefiniowaé klasyczng implikacje
w ICL. Liang i Miller w [37] podaja przyktady réwnowaznych form klasycznej
implikacji: ¢ — (¢ V L) oraz ¢ — ——). Jednak przy tak zdefiniowanej kla-
sycznej implikacji uzyskamy inne wtasnosci na poziomie struktury dowodu.

W pracy [42] McKinsey i Tarski omawiaja poszczegilne fragmenty logiki
intuicjonistycznej z jedna zmienng. W szczegolnosci podaja explicite nierow-
nowazne formuly fragmentu (p, ~, —), to znaczy

P, ~p, ~~p, P — D, ~(p — p), ~p — p.

Zakonczymy te cze$¢ pracy podajac twierdzenie dotyczace analogicznego
fragmentu ICL.
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Twierdzenie 2.5.3. Fragment ICL zlozony z (0, L, p, —) jest skonczony.

Dowdd. Wystarczy zauwazy¢, ze z doktadnoscia do p-morfizmu istnieje skon-
czenie wiele skonczonych modeli dla tego fragmentu. O

Ze wzgledu na réwnowaznosci
1L —=p=270— 0y,
~ | = T — AT,

fragment w jezyku (0, L, p, —) jest rébwnowazny fragmentowi ICL w jezyku
(p7 _\7 N? —>)'



Rozdzialt 3

Zanurzenie ICL w logike
modalng

Na poczatku lat 30 XX wieku Godel zwrocit uwage na mozliwosé interpreta-
cji logiki intuicjonistycznej poprzez zanurzenie jej w logice modalnej S4 [24].
Wiadomo, ze logika klasyczna powstaje z intuicjonistycznej poprzez doda-
nie pewnych aksjomatow, o czym wspominaliSmy na poczatku Rozdziatu 2.
Pomiedzy logika intuicjonistycznag a logika klasyczng istnieje nieskonczenie
wiele logik posrednich powstajacych poprzez odpowiednie rozszerzenie zbio-
ru aksjomatéw (H1) — (H9). Przyktadem logiki posredniej jest logika LC
Godla-Dummeta rozszerzajaca H-IRZ o formule (¢ — ¢) V (¥ — ¢) czy
logika KC Jankova powstajaca przez dodanie do zbioru aksjomatéw intu-
icjonistycznych stabe prawo wytaczonego srodka. Okazuje sie, ze kazda logi-
ke posrednia mozna zanurzy¢ w pewnej logice modalnej. Ta odpowiedniosé¢
pozwala na rozwazanie problemoéw dotyczacych logik posrednich na gruncie
logiki modalne;j.

Intuicjonistyczna Logika Kontrolna nie jest logika posrednig, mimo tego
mozna dla niej wskaza¢ odpowiednie zanurzenie w pewng logike modalna.
Punktem wyjscia dla tego typu zanurzenia jest logika S4, ktora — podobnie jak
logika intuicjonistyczna — jest petna wzgledem klasy modeli Kripkego z relacja
zwrotng i przechodnia. Pozostaje jednak problem translacji stalej L oraz
zachowanie wlasnosci r-modelu, w ktorym korzen jest wyrdéznionym swiatem.
Okazuje sie, ze zdaniowa logika modalna jest niewystarczajgca i konieczne
jest zanurzenie ICL w pewna silniejszg logike.

W niniejszym rozdziale przypomnimy podstawowe definicje zwiazane z lo-
gikami modalnymi oraz fakty dotyczace zanurzenia danej logiki posredniej

95
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w pewng logike modalng. Nastepnie zdefiniujemy odpowiednig dla logiki ICL
translacje i logike modalna bedaca jej odpowiednikiem. Definicje i twierdze-
nia z punktéw 3.2 — 3.3 sg nowymi, niepublikowanymi dotad wynikami.

3.1 Zwigzek IRZ ze zdaniowymi logikami mo-
dalnymi

Logika modalna jest rozszerzeniem jezykowym logiki klasycznej. Ponizsze
definicje dotyczace logik modalnych podajemy za [1]. Do jezyka L klasycz-
nej logiki zdaniowej zawierajacego zbioér zmiennych zdaniowych @, statg fal-
sum 0y oraz verum 1, i spéjniki alternatywy V,, i negacji -, dodajemy ope-
rator modalny konieczno$ci [J. Formuty modalne ¢ definiujemy nastepujaco:

@ =1 | O | p—wp| @ Vi ¥ | Op

gdzie p przebiega po wszystkich elementach ze zbioru ®. Alternatywa i ko-
niunkcja w logice klasycznej wystarcza do wydefiniowana pozostatych spéj-
nikéw w sposob zwyczajowy:

© N ¥ = = (mkp Vi ),

© =k Y= e Vi Y,

Jezyk zdaniowej logiki modalnej zdefiniowany jak wyzej bedziemy oznaczaé
L. Logika modalng bedziemy nazywa¢ zbioér formut modalnych zawierajacy
wszystkie tezy KRZ i zamkniety ze wzgledu na regute modus ponens i podsta-
wienie. Bedziemy rozwaza¢ normalne logiki modalne, to znaczy takie, ktore
zawierajg formute

K: O(p =% q) =, (Op — Og)
i sa domkniete ze wzgledu na regute Godla:

s
Oe

Definicje modelu Kripkego podajemy za [1].
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Definicja 3.1.1. Modelem Kripkego dla jezyka L,, nazywamy trojke
M = (W, R, V), gdzie W jest niepustym zbiorem $wiatéow, R relacja okreslo-
ng na zbiorze W, a V waluacja. Relacja forsowania formuty ¢ w Swiecie w
modelu M jest okreslona nastepujaco:

e M, wlf 0, oraz M, w I 1,

e M,wlkpwtw w € V(p), gdzie p € ¢

o M,wlF = wtw M,w I} ¢

o M,wlk ¢ Vi wtw M,w Ik ¢ lub M, w -

e M wlkp —i ¢ wtw M,wlf ¢ lub M,w -

e M, wlFOp wtw dla kazdego v € W jezeli (w,v) € R to M,vlF ¢

W odréznieniu od modelu Kripkego dla logiki intuicjonistycznej nie za-
ktadamy, ze waluacja V' jest monotoniczna. Aksjomatami wspomnianej we
wstepie logiki S4 sg

T: Dp —k D,
4. [p —, OOp.
Aksjomat T wymusza zwrotnos$é relacji R w modelu dla logiki S4, natomiast
aksjomat 4 — przechodnios¢.

Definiujemy translacje Godla-McKinseya-Tarskiego z jezyka L£; na jezyk

modalnej logiki zdaniowej L£,,:

T(0) Ok
T(1) 1
T(p) = Op
T(~p) = O=xT(y)
T(pVvy) = T(p) Vi T()
T(p NY)
)

= T(p) N\ T(Y)
= O(T(p) = T(¥))

Powyzsza translacja jest jedng z kilku wersji, wszystkie sa rownowazne na
gruncie dowodliwosci S4. Twierdzenie o zanurzeniu logiki intuicjonistycznej
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w logike S4 pokazali w pracy [42] McKinsey i Tarski, ale jako problem otwarty
zostato postawione przez Godla w [24]. Podajemy je za [4].

Twierdzenie 3.1.2. Dla dowolnej formuty Intuicjonistycznej Logiki Zdanio-
wej
Firz @ wtw Fsq T'(@).
Dummett i Lemmon [13] pokazali, ze réwnowaznosé¢ w powyzszym twier-
dzeniu mozna rozszerzy¢ do

|_|_ %2 wtw I_.,-L T(A),

gdzie L = IRZ + {A;}ic; jest dowolna logika posrednia, natomiast
7L = S4 @ {T(A;) }ier odpowiadajacym jej rozszerzeniem normalnym logiki
S4. Pozniejsze prace Maksimovej i Rybakova [40] oraz Esakii [15, 16] i Blo-
ka [2] stanowia podstawe badan nad zanurzeniami logik posrednich w r6zne
systemy modalne. Zdefiniowano odwzorowanie

p: LNS4 — LIRZ

przyporzadkowujace logice modalnej M, bedacej normalnym rozszerzeniem
logiki S4, pewna logike posrednia pM = {p |M F T'(¢)}, ktéra jest zanurzo-
na w logice M poprzez translacje T'. Logika pM jest nazywana superitnuicjo-
nistycznym fragmentem logiki M (lub si-fragmentem), zas logika modalna M
jest nazywana odpowiednikiem modalnym pM (ang. modal companion of pM).

Odwzorowanie p z kraty normalnych rozszerzen logiki S4 w krate logik
posrednich jest surjekcja [13]. Dla danej logiki posredniej L, logika 7L jest
najmniejszym odpowiednikiem modalnym logiki L. Mozna pokazac, ze kazda
logika posrednia posiada takze najwiekszy odpowiednik modalny. Dla logiki
intuicjonistycznej najmniejszym odpowiednikiem modalnym jest logika S4,
a najwiekszym logika Grzegorczyka bedaca normalnym rozszerzeniem logiki
S4 o formute O(O(p —, Op) — p) —% p-

Wigkszos¢ waznych wtasnosci logiki modalnej M zachowuje si¢ przy przej-
Sciu do jej superintuicjonistycznego fragmentu pM. W szczegdlnoéci zachowa-
ne sg wtasno$¢ modelu skonczonego, rozstrzygalnosé czy Kripke-zupetosé.

3.2 Translacja w logike modalng z kwantyfi-
katorami

Poszukujac odpowiednika modalnego dla ICL opieramy sie na przedstawio-
nej powyzej translacji Godla-McKinseya-Tarskiego. Jednakze jest ona nie-



ROZDZIAL 3. ZANURZENIE ICL W LOGIKE MODALNA 59

wystarczajaca po pierwsze ze wzgledu na roéznice w jezyku oraz na wlasnosé
r-modelu, w ktérym korzen jest jedynym elementem, w ktorym stata L nie
jest forsowana. Prowadzi to do koniecznosci zanurzenia ICL w takiej logi-
ce modalnej, ktora bytaby wyznaczona przez klase modeli z wyréznionym
korzeniem. Za punkt wyjscia bierzemy w tym przypadku logike Godla-Loba

GL = K4 e O(0p — p) — Op,

ktora jest wyznaczona przez pewng podklase struktur niezwrotnych. Istnieje
zanurzenie logiki IRZ w GL, ktére polega na ,uzwrotnieniu” $wiatéw w mo-
delu intuicjonistycznym przez pewna translacje. W przypadku poszukiwanej
przez nas logiki modalnej wybieramy taka, ktéra jest wyznaczona poprzez
klase modeli, w ktorych korzen jest jedynym niezwrotnym $wiatem.

Stata 1 nie moze by¢ przettumaczona na formute zalezng od zmiennych,
ani na zadna ze statych. Siggamy wiec do logiki modalnej z kwantyfikatorami
w celu przettumaczenia statej L na formute zamknietg nie bedaca zadna ze
statych logiki modalne;j.

Rozwazamy logike modalng z kwantyfikatorami zdaniowymi QML w je-
zyku LqowmL ztozonym z

0k7 ]-k7 I:]7 <>7 Nky Vi, ks \V/, 3.
Dodatkowo definiujemy operator silnej koniecznosci [] w sposéb zwyczajowy
Llp == o A Q.

Definicja 3.2.1. Model Kripkego M = (W, R, V) dla jezyka Lqm. definiu-
jemy tak, jak model dla jezyka L, (Definicja 3.1.1), dodajac warunki dla
kwantyfikatorow zdaniowych:

e M, w IF Jpp wtw istnieje P C W taki, ze M[P/p],w = ¢,
o M, w Ik Vpp wtw dla dowolnego P C W zachodzi M[P/p|,w = ¢,

gdzie M[P/p] jest modelem (W, R, V') takim, ze

oy Vi), edy q#p
V(Q){P, gdy q=p.
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Niech ¢ oraz 1 beda formutami ICL. Definiujemy translacje () z jezyka
ICL na jezyk QML:

0% = 04
19 = 1,
L = Vp(dp —+ p)
p* = [p

(eAY)* = (" Ne¥?)
(V) = (p*Vrt?)
(p =) = Hle* =¥
Zdefiniujemy teraz klase struktur, ktéra bedzie wyznacza¢ poszukiwang

logike QML.

Definicja 3.2.2. Niech 7 = (T, <) bedzie skoniczonym drzewem z wyr6z-
nionym korzeniem r. A-drzewem T = (T,C) nazywamy strukture oparta
na 7, w ktoérej relacja C jest nastepujacym zbiorem:

{(ry,w):weT\{r}} U{(v,w):v<woraz v,w € T\ {r}}.

Definicja 3.2.3. Niech AT bedzie klasg wszystkich skonczonych a-drzew.
Wowczas zbior wszystkich formut prawdziwych w klasie takich struktur be-
dziemy oznaczaé przez

AT:{QOEKQMLIAT )ZQO}

Zdaniowg logike modalng z kwantyfikatorami oparta na strukturach K4
definiujemy w nastepujacy sposob:

QK4 = {p € Lqu. : Trans | ¢}

gdzie Trans oznacza klase wszystkich struktur przechodnich.

A-drzewo jest struktura, w ktérej korzen r jest jedynym niezwrotnym
swiatem. Niech V' bedzie wartosciowaniem na strukturze 7 w sensie Defini-
cji 1.2.5. Definiujemy wartosciowanie V' ¢ jako obciecie wartosciowania V' do
zmiennych zdaniowych oraz statych 0 oraz 1 bez uwzglednienia 1. Niech

M= (T,V)
bedzie r-modelem. Wtedy odpowiadajacy mu model QML definiujemy jako
M= (T4 V).
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Twierdzenie 3.2.4. Dia kazdego drzewa T oraz dla r-modelu M, kazdego
w € T oraz kazdej formuty ¢ w ICL zachodzi réwnowaznosé

Miwlkp wtw M wl-p®.

Dowad. Indukcja wzgledem budowy formuty .

Przypadki, gdy ¢ = 0 lub ¢ = 1 sa oczywiste.

Niech ¢ = L. Oczywiscie M, w IF L wtw w # r.
Niech w = r. Rozwazmy zbiér P = T'\ {r}. Poniewaz korzen r w modelu M ¢
jest niezwrotny otrzymujemy M *[P/pl,r I+ Op oraz M*[P/pl,r ¥ p. Stad
wynika, ze

M Vp(Op — p).

Niech w # r. Wowczas M *, w I+ Vp(Op — p), poniewaz kazdy $wiat w mo-
delu M “ istotnie powyzej korzenia jest zwrotny.

A zatem M®* w - Vp(Op — p) wtw w # r.

Niech ¢ = p. Wowcezas

M wlEp® wtw

M wlEp A Op wiw
M w Ik p oraz dla kazdego w' € T(w C w' pocigga M* w'IFp) wtw
M, w I+ p.
Niech ¢ = ¢ — 0. Wowczas
MY wlE (Y —0)* wtw
MU wlFEW* -, 0%)  wtw
MY wlEp® — 0
oraz
dla kazdego w' € T(w C w’ pociaga M®* w' Ik * —, 0%) wtw
M wlFp® Tub M* w -0
oraz
dla kazdego w' € T(w C w' pociaga (M * w' Iff 4 Tub M* w'IF0%) wtw
Miwl-yp — 0
Dowdd przypadkow ¢ = ) A6 oraz ¢ = 1)V 6 przebiega analogicznie. [
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Zastosowanie operatora silnej koniecznosci w translacji (-)* gwarantuje
przetransponowanie wlasnos$ci monotonicznosci relacji forsowania z r-modelu
do modelu dla logiki modalnej dla wszystkich swiatéw, wlacznie z niezwrot-
nym korzeniem w modelu QML.

Poniewaz w definicji skonczonych a-drzew wymagana byta przechodniosé
struktury, wiec z AT C Trans otrzymujemy nastepujacy fakt.

Fakt 3.2.5. QK4 C AT

Jezykiem definiowanej zdaniowej logiki modalnej z kwantyfikatorami QK4
jest jezyk Lqmr. Aksjomatyzacja:

e aksjomaty i reguty QML
— aksjomaty KRZ dla formut jezyka Lqmi,

— aksjomaty dla kwantyfikatorow

©(q) — Ipp(p) Vpo(p) — »(q)

— reguta generalizacji

R
O’

— reguty Mostowskiego dla kwantyfikatoréw

o(p) — Y — p(p)
Ipe(p) — ¥ Y — Vpo(p)

— aksjomat wycinania

(¥ < p),
gdzie p nie jest zmienng wolng w .
e K=D(p — ¢) — Oy — Ov),

o 4 ="[Jp— Ulp.
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3.3 Rozstrzygalnosé logiki AT

Wiemy, ze logika ICL jest rozstrzygalna, poniewaz posiada wtasno$¢ modelu
skoniczonego i odpowiednie systemy dowodowe. Wprawdzie logika AT wpro-
wadzona w poprzednim podrozdziale ma semantyke w postaci skonczonych
modeli, jednak nie znamy jej zadnego systemu dowodowego. W tej sytuacji
wlasno$¢é modelu skonczonego nie przesadza o jej rozstrzygalnosci.

Wykazemy jednak, ze modalna logika zdaniowa z kwantyfikatorami, w kto-
ra zanurzyliSmy ICL jest rozstrzygalna. Zastosujemy standardowa procedure
sprowadzenia problemu spelialnosci w logice modalnej do problemu spet-
nialnosci w SnS, to znaczy w monadycznej teorii drugiego rzedu nad drze-
wami nieskonczonej glebokosci, gdzie kazdy wezel ma n potomkéw (przy
czym n € w lub n = w). Znana jest interpretacja logiki modalnej S4 w SwS
przedstawiona w [1]. Zaprezentujemy analogiczng interpretacje dla logiki QK4
zdefiniowanej w Rozdziale 3.2. Poniewaz zaréwno AT jak i SnS sg sformuto-
wane na gruncie logiki klasycznej, dla przejrzystosci zapisu pomijamy indeks
k przy wszystkich spojnikach jezyka Ly.

Rozpoczniemy od formalnej definicji porzadku leksykograficznego oraz
SnS — podajemy je za [1].

Definicja 3.3.1. Niech A bedzie okreslonym alfabetem, wéwczas A* jest
zbiorem stow, czyli wszystkich skonczonych ciggéow elementéw ze zbioru A,
wlaczajac w to stowo puste .

1. Definiujemy cze$ciowy porzadek prefiksowy < na A* poprzez x < y
jezeli dla pewnego z € A* zachodzi y = xz. Jezeli x < y oraz = # v,
wowcezas piszemy x < y.

2. Niech A bedzie uporzadkowany poprzez relacje < 4. Wowcezas definiuje-
my porzqdek leksykograficzny na A* indukowany przez <4 nastepujaco:
r =y wtedy i tylko wtedy, gdy = < y lub x = zau oraz y = zbv, gdzie
a,be Aoraz a <4 b.

3. Dla dowolnego a € A definiujemy funkcje r, : A* — A* wyznaczajaca
a-ty nastepnik poprzez r.(r) = za.

Definicja 3.3.2. Dla dowolnego n € N lub n = w, niech T,, bedzie zbio-
rem stow {i € w|i < n}*. Struktura M, wyznaczona jest przez czworke
uporzadkowana (T, r;, <, =X)i<n, gdzie =< jest porzadkiem leksykograficznym
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indukowanym przez zwykte uporzadkowanie liczb naturalnych <. Struktu-
re N, nazywamy strukturg funkcji n-nastepnika. Wszystkie te struktury sa
przeliczalne nieskonczone.

Monadyczna teoria drugiego rzedu funkcji n-nastepnika jest teorig struk-
tury 91, w monadycznym jezyku drugiego rzedu dla wlasciwej sygnatury. Te
teorie oznacza sie jako SnS.

Kazda struktura 91, jest nieskonczonym drzewem, w ktérym kazdy wezet
posiada n bezposrednich potomkow. Na przyktad struktura 91 jest drzewem
nieskonczonej gtebokosci, w ktorym kazdy wezet posiada tylko jednego po-
tomka, czyli jest to izomorficzny obraz zbioru liczb naturalnych ze zwyktym
porzadkiem.

Kazda teoria SnS jest monadyczng teoria drugiego rzedu w odpowied-
nim jezyku. Takim jezykiem dla struktury 9y (to znaczy pelnego drzewa
binarnego) jest jezyk zawierajacy dwa symbole funkcyjne 7y i r; odpowiada-
jace funkcjom lewego i prawego nastepnika, oraz dwa symbole relacyjne <
i < odpowiadajace porzadkom prefiksowemu i leksykograficznemu. Dodatko-
wo jezyk zawiera przeliczalny nieskonczony zbior zmiennych indywiduowych
x,Y, 2, ..., przeliczalny nieskonczony zbiér zmiennych monadycznych drugie-
gorzedu X, Y, Z, ..., ktory przebiega po podzbiorach dziedziny, sp6jniki zda-
niowe oraz kwantyfikatory wigzgce zmienne indywiduowe i predykatywne.
Rozwazmy przypadek ogélny struktury SwS.

W SwS mozemy zdefiniowaé¢ predykat wyznaczajacy korzen drzewa T,
jako najmniejszy element:

Korzen(y) = V(y < z).

Skoro symbol =< jest interpretowany jako porzadek liniowy, mozemy przy
jego pomocy zdefiniowaé réwnosé x =y jako x <y Ay < x.

Niech X oznacza monadyczng zmienna drugiego rzedu. Bedziemy uzy-
wa¢ zmiennych zdaniowych p,q,... z jezyka LqwuL jako indeksow dla tych
zmiennych. Zwyczajowo bedziemy pisa¢ y € X zamiast X(y) oraz X C Y
dla oznaczenia Vz(X(z) — Y (2)).

Definiujemy nastepujace Ls,s-formuty:

Skonczony(Y) = JaVy(ly €Y —y < 1)
Drzewo(Y) := dx Korzei(z) e Y AVz(zeY - Vyly<z—yeY))

Niech ¢ = @(p1,...,pn) bedzie formuty jezyka Lqmi, niech x bedzie
zmienna indywiduowa w jezyku Ls,s oraz niech Y bedzie monadyczng zmien-
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ng predykatywna. Formule jezyka Ls.s (0)*Y = (p)®Y (2,Y, X,,, ..., Xp,)
definiujemy rekursyjnie w nastepujacy sposob:

(O)a:,Y = 0
(D)™ = zeX,
(WA = (@) A O™
VO = )V (0
(=0 = )™ — ()"
(Ov)™ = (Korzen(z) A JyeY (y > x A ()*Y))
V(=Korzen(z) A JyeY (y > = A (¥)*7))
(Dw)x’y = (Korzen(z) AVyeY (y >z — W)y’y))

V(—Korzen(z) A VyeY (y=x — ()V))
(Vp )™ == VXX, CY — (¥)™7)
Gp )™ = 3X,(X, CY A @)"Y)

gdzie w przypadku formuty (Vp ¢)®Y oraz (Ip )>Y zmienna x jest nowa
zmienng nie wystepujaca w formule (1)%Y . Zauwazmy, Ze oba sktadniki alter-
natywy w formule (¢1))%Y wykluczaja sic nawzajem; podobnie w przypadku
alternatywy dla formuty (Oy)®Y.

Dla kazdej formulty ¢ w jezyku Lqmy definiujemy zdanie Prawdziwy(y)
w jezyku Ls,s W nastepujacy sposob:

Prawdziwy () := VY (Drzewo(Y) A Skoficzony(Y) — VzeY (p)™)

W ponizszym lemacie, aby uprosci¢ symbolike, zaktadamy, ze w formule
© nie wystepuja zmienne wolne.

Lemat 3.3.3. Niech M = (T,r,C, V) bedzie modelem opartym na skonczo-
nym a-drzewie z korzeniem r, w ktorym T jest poddrzewem drzewa T,,. Niech
w € T oraz niech ¢ bedzie Lomi-formute. Wowczas

M, w ko wtw SwS = ()™ [a(w/x, T/Y)).

Dowdd. Ustalmy najpierw wartosciowanie v zmiennych drugiego rzedu, takie
ze a(Y) =T oraz o(X,) C T dla kazdej zmiennej X, oraz
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dla wszystkich zmiennych zdaniowych p w jezyku Lqmi.
Dowdd tezy przebiega indukcyjnie wzgledem budowy formuty .
(1) ¢ = 0. Przypadek oczywisty.

(2) ¢ =p.
Mamy
MwlFp wtw we a(X,) CT
wtw  SwS |z € X, |a(w/x)]
wtw  SwS = (p)"Y [a(w/z, T/Y)]

(3) ¢ = ¢ A 0. Z zalozenia indukcyjnego:

M,wlEyYp A0 wtw M, w k- ¢ oraz M,w I+ 0
wtw  SwS | ()Y [a(w/x, T/Y)] oraz
SwS = ()™ [a(w/x, T/Y)]
(4) ¢ =1 Vv 0 Podobnie jak (3).
(5) ¢ = ¢ — 6 Podobnie jak (3).
(6) ¢ = 0.
Przypadek 1. w = r.
Niech M, r IF O1v.Wtedy istnieje u € T taki, ze r < u oraz M, u I 1. Na
mocy zalozenia indukcyjnego, SwS | (¥)%Y [a(u/y, T/Y)]. Co wiecej,

SwS = Korzen(z) Ay €Y Ax <y A ()Y [a(r/z,u/y, T/Y)],
wiec
SwS = Korzen(z) A yeY (z < y A (¥)¥)]a(r/z, T/Y))].

A zatem pierwszy skiadnik alternatywy w translacji formulty {1 jest spel-
niony w SwS i w szczegdlnosci

SwS = (0v)™Y a(r/z, T/Y)].
W przeciwng strone, jezeli
SwS = (0v)™Y a(r/z, T/Y))]

wowezas pierwszy skladnik alternatywy w formule (Ov))®Y jest spelniony
przez element u € M, taki ze r < u. Wowczas na mocy zatozenia indukceyj-
nego otrzymujemy M, u I 1, co pociaga

M, r I Q.
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Przypadek 11. w # r.
Niech M, w IF 1. Wtedy istnieje u € M taki, ze w < u oraz M, u IF 1.
Na mocy zalozenia indukcyjnego, SwS = (¥)%Y [a(u/y)]. Co wigcej,

SuSEx#£kAyeY A <yA @)Y [alr/z,uly, M/Y)],
wiec
SwS = x # kAFyeY (xz <y A Q)Y [alr/z, M/Y)]).

A zatem druga cze$¢ alternatywy w translacji formuty Q1 jest spelniona
w SwS 1 w szczegdlnosei

SwS = (Ov)™ [a(r/z, M/Y)].
W przeciwng strone, jezeli
SwS = (0)"Y [ar/z, M/Y)

wowezas druga czesé alternatywy w formule (Qv))%Y jest speliona przez
element v € M, taki ze r < u. Wowczas na mocy zalozenia indukcyjnego
otrzymujemy M, u IF 1, co pociaga

M r = Q.

(7) ¢ = Ov. Podobnie jak w poprzednim przypadku.
(8) v = IpY(p).

M, w - Ipyp(p) wtw istnieje P C T taki,ze M[P/p],w IF ¢(p)
wtw  SwS = ()" [a(w/x, T/Y,P/X,)]
wtw  SwS = 3X, (X, CY A (¥)"Y [a(w/z, T/Y)))
wtw  SwS = (Fpy(p)™" la(w/z, T/Y)].

(9) ¢ = Vpi»(p). Podobnie jak w poprzednim przypadku. ]

Ostatecznie mozemy sformutowaé twierdzenie, ktore sprowadza prawdzi-
wos¢ formuty w logice AT do prawdziwosci predykatu Prawdziwy w teorii
SwS i vice versa.
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Twierdzenie 3.3.4. Dla kazdej Lqm-formuty o,
AT E ¢ wtw SwS = Prawdziwy (o).

Dowdd. Niech ¢ bedzie formuty w jezyku logiki modalnej drugiego rzedu.
(=) Zatézmy, ze SwS [~ Prawdziwy(y). Wowcezas

SwS £ VY (Drzewo(Y) A Skoficzony(Y) — VzeY (o))
To oznacza, ze istnieje podzbior T zbioru T, oraz element w € T, taki ze
SwS = Drzewo(Y') A Skonczony(Y') [T/Y]

oraz

SwS ¥ (@)™ la(w/z, T/Y)].

Na mocy Lematu 3.3.3 warunek SwS W (p)®Y[a(w/z, T/Y)] pociaga
M,w I ¢, gdzie model M = (T, r,,V) ma okreslong waluacje jako
V(P) = a(X,). A zatem AT [~ ¢.

(<)

Zalézmy, ze AT (= . Wowcezas istnieje model M = (T, r,, V), gdzie
T CT, oraz w € T, taki ze M, w I} ¢. Na mocy Lematu 3.3.3:

SwS I ()" [a(w/x, T/Y)].
Wobec tego biorac a(X,) = V(P) mamy
SwS = 3Y (Drzewo(Y) A Skoticzony(Y) A =(p)*Y [a(w/z, T/Y)],
czyli SwS W ()Y [a(w/z, T/Y)]. O

Wobec powyzszego mozemy powolaé sie na twierdzenie Rabina [48] do-
tyczace rozstrzygalnosci monadycznej teorii drugiego rzedu nad nieskonczo-
nymi drzewami. Podajemy je tutaj w postaci podanej w [1].

Twierdzenie 3.3.5 (Rabin). Dla dowolnej liczby naturalnej n bgdz n = w,
teoria SwS jest rozstrzygalna.

Wobec powyzszego i przedstawionej przez nas interpretacji logiki modal-
nej AT mozemy zakonczy¢ nastepujacym wnioskiem:

Twierdzenie 3.3.6. Logika AT jest rozstrzygalna.



Rozdziat 4

Podsumowanie

W niniejszej pracy zaprezentowano kompletny opis monadycznego negacyjne-
go fragmentu ICL wraz z zaleznosciami miedzy nieréwnowaznymi formutami
z tego fragmentu (Rozdzial 2.4). Wynik ten zostat opublikowany w pracy [22].
W Rozdziale 2.5 podano opis fragmentu monadycznego w jezyku bez intu-
icjonistycznego falsum oraz wniosek o skonczonosci monadycznego fragmentu
implikacyjnego ICL. Te wyniki byty wzmiankowane w pracy [23], bez podania
explicite postaci fragmentu ,klasycznego”.

W Rozdziale 3.2 pokazano, ze ICL mozna zanurzy¢ w pewna logike mo-
dalna z kwantyfikatorami zdaniowymi wyznaczona przez klase skonczonych
drzew z niezwrotnym korzeniem oznaczona przez AT. W Rozdziale 3.3 udo-
wodniono rozstrzygalnos¢ logiki AT poprzez sprowadzenie problemu spetnial-
nosci w tej logice do problemu spetnialno$ci w monadycznej teorii drugiego
rzedu SwS. Wyniki zawarte w tych rozdzialach nie byty do tej pory publiko-
wane.

Jak zauwazono w Rozdziale 3 Intuicjonistyczna Logika Kontrolna jest
rozstrzygalna. Zagadnieniem otwartym pozostaje pytanie o ztozonosé¢ obli-
czeniowq tej logiki.

Richard Statman wykazal, ze zaréwno IRZ jak i jej fragment implikacyjny
sa PSPACE-zupetne [52]. W dowodzie tych twierdzen uzyte byty techniki teo-
riodowodowe. Rownowazne uzasadnienie PSPACE-zupetnosci podal Viteslav
Svejdar [53], ktéry zastosowal dowdd poprzez redukeje problemu decyzyjnego
do problemu QBF (ang. Quantified Boolean Formulas), o ktérym wiadomo,
ze jest PSPACE- zupelny. Znany jest szereg wynikéw dotyczacych ztozonosci
fragmentow IRZ, w szczegdlnosci wiadomo, ze ilo$¢ zmiennych w jezyku lo-
giki intuicjonistycznej, poza fragmentem monadycznym, nie ma wplywu na
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ztozonosé obliczeniowa (Rybakov [49]).

Intuicjonistyczna Logika Kontrolna jest rozszerzeniem jezykowym IRZ.
Oznacza to, ze ztozono$¢ ICL nalezy do klasy probleméw co najmniej PSPACE-
zupelnych. Stawiamy hipoteze, ze dodanie nowej stalej do jezyka IRZ nie
wyprowadza poza te klase ztozonosci. Podstawe do dalszej pracy w zakresie
badania ztoznosci obliczeniowej ICL stanowi procedura poszukiwania ewen-
tualnego kontrmodelu dla formuty zamieszczona w Zataczniku 3. Impulsem
do jej stworzenia byta praca Ladnera [36], w ktérej przedstawil on proce-
dure budowy kontrmodelu dla logiki S4. Ze wzgledu na rdéznice modelowe
i jezykowe w przypadku ICL konieczne byto znaczace rozszerzenie podsta-
wowego algorytmu poprzez sformutowanie trzech osobnych procedur ICL-R
dla korzenia modelu, ICL-I dla $wiatéw urojonych oraz ICL-W w przypadku
wyjsciowym, gdy rozpatrywany $wiat nie jest okreslony. Krotkie omowienie
tych procedur zamieszczone zostalo w Zataczniku 3.



Zalacznik 1

Podajemy kompletny zestaw zbiorow ST dla n-formut N,p dtugosci k <

H

10. §
11. §
12. §
13. §
14. §
15. S
16. S
17. S
18. S

. ST p) = {MlvMivz(Ml)}

S+ Np) = {M()?M(Q)vl(/\/lo)}
. S+ ﬁp) = {M07M%aM27M37i(M0)ai(Ml)}
St(~ p) = {MLMZ)MI? (M )}

. ST(~p) = {My}
.St

—~p) = { My, Mg, M7, M3,i(Mo),i(M1)}
ﬂﬁp) {M17M%7i(M0)ai(M1)}

+

V)

St (~rorp) = { Mo, M3, i(Mo)}
S

ST (~mrp) = {Mo}

ST (~mmp) = {Mo}

+

—rorop) = {Mog, M2, M3, i(Mo),i(M;)}
—~=p) = { Mo, M3, Mo, M3, M3, i(Mo),i(My)}
—~p) = { Mo, MG, i(Mo),i(Ma)}

——=p) = { Mg, M3, My, Mg, i(My),i(My)}
St(~rmmp) = {My, Mg, M2, i(M4)}

+

+
+

+

~evp) = {Ma}

(
(
(
(~
(
(
(
(
T (~romp) = {Mo, MG, M2, M3, M3, i(Mo), i(Ma)}
(~
(
(
(
(
(
(
(~
T (~rmrop) = {My, MG, Mo, ME, M3, i(Mo),i(Ma)}

d.
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19.
20.
21.
22.
23.
24.
25.
26.
27.
28.
29.
30.
31.
32.
33.
34.
35.
36.
37.
38.
39.
40.
41.

S*H(mmmnp) = { My, Mo, M3, M3, i(Mo),i(My)}

ST (mrmmp) = {My,i(Mo),i(M1)}

SH(~mmp) = My, M3, Mg, M3, Ms,i(My),i(Mi)}
St (mrmmp) = {My, M2, My, M2, M3, i(My),i(M;1)}

(
(
(
(
(
(
(
(
(
(mm~rnp) = { My, Mo, M3, i(Mo),i(M1)}
(m~mp) = {My,i(Mo), i(M1)}
St (mmmrop) = {My, Mz, ME, M3, i(Mo),i(Ma)}
(
(
(
(
(
(
(
(
(
(
(

NNNNN p) = {M07M(2)72(M0)}
NNNN_‘p> = {M07 M%}a M27 M%? M3> Z(Mo), 7’<M1)}

St NN_\N_\p) = {MQ,M%,M%M%,M&i(M0)7i(M1)}
S+ NN_|_|Np) = {MO’M%”M%M%,M{;,i(Mo),i(Ml)}
St (~mmmmp) = { Mg, M2, Mg, M2, M, i(Mo),i(My)}
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42.
43.
44.
45.
46.
47.
48.
49.
50.
o1.
52.
53.
o4.
99.
96.
57.
58.
99.
60.
61.
62.

63.

St (~=mmmp) = { Mo}

St (mrmnmp) = { Mo, M3, Mg, i(Mo),i(My)}

St (mmmnp) = { Mo, ME, Mo, M2, Mg, i(Mo),i(M;)}

St (mrnmnp) = { Mo, i(Mo),i(M1)}

St (m~vrmmp) = {Mo,i(Mo),i(Mi)}

St (m~mmomp) = {M O,MO,M2,M1,M3, i(Mo), i(My)}
i(Mo), (M)}

ST (m~mmmop) = { Mo, M2, My, M2, M3, i(My),i(M1)}

St (m~vamp) = {Mg, M2, My, M3, M3, i(My),i(My)}

ST (m~anp) = { Mo, i(Mo),i(Mq)}

St (——~—mp) = { Mo, i(Mo),i(M1)}

—mmnp) = { Mo, M, M, i(Mo), i(Ma)}
—~p) = {Mo, Mg, Ma, M3, M, i(Mo), i(Mi)}
—mmmep) = {Mo, Mg, i(Mo), i(Ma)}

—mmmp) = {Mo, MG, Mz, M, i(Mo), i(My)}
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Zalgcznik 2

Przez dlugosé formuty rozumiemy w tym przypadku ilosé¢ spojnikéw.
Do klasy abstrakeji [L]= naleza nastepujace formuty.
e Dtugosci 2:

p—p)—L AL VL =L)AL (VL)AL

e Dhugosci 3:
(L —=p - DAL (L —=p) =pAL (L —-pVI)AL
p—=L)APVL),

e Dtugosci 4:
(L —=p)=p)= DAL (VLA(L—=p) — 1)

e Dhugosci 5:
(L —=p)—=p)—L)A(VL),(L—=p—LA(L—=p V1),

e Dthugosci 6:

(L —=p)—= L)AL —=p) —p) — 1)
(L —=p) =) A((L—=p)—p) — 1)

Do klasy abstrakeji [p — p]= naleza nastepujace formuty.

e Dtugosci 2:

l—-p—-L1),L—-(pVvl),p—=(L—=p,p—(pVLl),(PALl)—np
(pAL)—= L (pAL)—p (p— L)VDp

e Dtugosci 3:

J_—>((J_—>p)—>J_),J_—>((J_—>p)—>p) J_—)((J_—>p)\/J_),
p—(L—=p) —p,p—(L—=p VL), {(L—=p) —pVp
(L—=pVvLVp pAL)—=(L—=p),(AL)—(p—1),
pALl)—(pVLl),(L—=pVp—1),p—L)VEVvl),
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e Dhugosci 4:

L—=(((L—=p) —p—1),(L—=p—(L=>p VL),
(pvLl)—({(L—=p) —p),pEvL)—(L—=pVl),
(p/\J_)—>((J_—>p) J_), (p/\J_)—>((J_—>p)—>p)’
pALl)—=(L—=pVvl),(L—=p—1L)—(L—p),
(L=p)V({(L—=p) —1),(L=pV({(L—=p —Dp),
p—=LV({(L—=p) —1),p—=L)Vv({(L—=p VL)

e Dhugosci 5:
(pAL) = (((L—=p)—p) — 1), (AL — D)
(L—=p —=p—-L)=@—-1),(p—L)A(L—=p)—(L—Dp),
(p— L)AN(L—p)—(@—1), —

—
—

—
—

e Dhugosci 6:
(L —=p)—p —1)=({(L—=p VL),
(p— L)AL —=p)—(L—=p VL),
(L —=p)—=p)V((L—p) —p — 1),
(L—=p)—=p)V(lp—L)A(L—Dp))

e Dtugosci 7:
(p—=LA(L—=p)—((L—=p) —p —1)

Do klasy abstrakeji [p]= naleza nastepujace formuty.

e Dthugosci 2:
(p—L)=p, pAL)Vp, (L—=p)Ap, (pVL)AD,
e Dhugosci 3:

(L—=pVL)—=p (L—=p) —=p)Ap, (L—=p)VL)Ap,
(p— L) —=(@AL),(L—=pA(pVlL),

e Dtugosci 4:
(L—=p) —=p) —=L)=p (L—=pA(L—=p) —p)

e Dtugosci 5:
(L —=p)=p)—= 1) = (pAL)
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Do klasy abstrakeji [ L — p|= naleza nastepujace formuty.

e Dtugosci 2:
1l—-(L—=p,L—=((pEALl),(L—=pVp

e Dtugosci 3:
p—(L—=p)—1), (L—=p)—1)—p
(L—=p) —=p)—p(p—L) = (L—p),
(pvLi)—=(L—=p), (L—=pVEArl),

e Dtugosci 4:
L—=(pvd)—=(pnrl)) (VL) —(@AL) VD,
(L—=p)—-L)—=(L—=p, (L=p—L)=({AL),
(L—=p) —p) = L—p), (L=>p VL) —(L—=p),
(L—=p)A(L—=p VL)

e Dthugodci 5:
(L=p=p—-L)=(L—=p, L) = (L=pAP—1),
(L=pAp—1))V(L—p)

e Dhugosci 6:

(L—=p)=L)=(L—=pAlp—1))

e Dtugosci 7:

(L —=p)—p)—=L)=((p— L)AL —Dp))

Do klasy abstrakcji [p — L]= naleza nastepujace formuly.

e Dhugosci 2:
p—p—4L),p—= AL, vl —-L (p—L)VL

e Dtugosci 3:
(L—=p)—=@—1),vi)—p—-1),p—L)Vverl)

e Dtugosci 4:
p—=(((L—=p) —p) —1L),p—(pvLl)—(AlL),
(pvl)—=((L—=p) —L1),(L=pVL—@p-—1),
(L—=p —=p)—@p—-1,p—LV((L—=p —1)
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e Dhugosci 5:

(L—=p)—>((L—=p —p—1),pvLl)—({((L—=p —p—1),
(L—=p)—=(L—=pA(—1),(((L—=p) —p—L)Vp-—1),
(L—=pArp—-L)Vv—1L1),(L—=>p) —p)—>(L—>p—1)

e Dtugosci 6:
(L—=pVvdl)—=({((L—p) —p —1),

(L =p) = L) V(L —=p)—p) — 1)
(L=p) = LHV(p— L)AL —=Dp)

Do klasy abstrakeji [p V L]= naleza nastepujace formuty.
e Dtugosci 2:
p—L)—= L (pvLl)vL (pvLl)vp
e Dthugosci 3:
p—L)—=@@vL), (evLlVAl),
e Dtugosci 4:
(pv L)AL —=p)=p), VL)AL —=p)VL)
e Dthugosci 5:
(L—=p) —=p)A((L—=p)VL),
Do klasy abstrakcji [p A L]= naleza nastepujace formuty.
e Dtugosci 2:
(L=pAL (pALAL (p—L)Ap, (pAL) AP
e Dthugosci 3:
(L —=p) = D)Ap, (L = p)ApAL), (p — L)A(RAL), (pV L)A(PAL),

e Dhugosci 4:

(L —=p)—=p) —L)Ap, (pVL)—=(pAL)A

((va)H(pAL))/\p,((Lﬁp)\/i)ﬁ(pAL)
(L=pA(L—=p)— L), pAL)A(L—p)— 1),
AL A(L—=p)—p),PALA(L—=p)VL)
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e Dhugosci 5:
(L —=p) —=p) = LDAEAL, (PALAL —=Dp)APVL),
(pAL)A(L—=p)ApAL)

e Dhugosci 6:
(L = p) = DIA(PALA(L = p)) (L = p) = p)A(PALA(L — p))

Do klasy abstrakeji [(L — p) — L]= naleza nastepujace formuty.

e Dtugosci 3:
(L—=pVLl)—L({(L—=p—L)VL (L=p— (AL,

e Dtugosci 4:

(L—=p)—=((L—=p) —1),AL)V((L—p —1),
p—LA(L—=p)— L), (=L)AL —p) —Dp)

e Dthugosdci 5:
(L—=pVvLl)—=({(L=p —1),(L—=p) —L)A(L—p) —Dp)

Do klasy abstrakeji [(L — p) — p|= naleza nastepujace formuty.

e Dhugosci 3:
(L—=p —pVL(L=p—L)Vp (L—=p) — VL),

e Dtugosci 4:

(L—=p)—=p)—L)—=L ((pvl)—(Al)—L
(pvdL)—(pALl)—p (L—=p) —((L—p) —p),
(L—=p)—((L—=p) —1),(L—=p —((L—=p —Dp),
(L—=p VL) —=(mVvL, (vl V({(L—p —1),
(pvL)V({(L—=p) —p),@AL)V({(L—p) —p)

e Dhugosci 5:

(L —=p)—=p—L)—=@VL, (p—>L)AL—=p)— VL),
(p—= AL —=p)—=@AL),(L=p VL —({(L—=p —Dp),
(L—=p) —L1)—({(L—p) —Dp)
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e Dhugosci 6:
(L —=p)—p)—= L) —(
(L —=p)—=p)— L) —(
(p— L)A(L—=p)—((
(p—= L)A(L—=p)—((
)

e Dhugosdci 3:
(L—=p—-L)—=L (L=pVLVL (L=pVVl),

e Dhugosci 4:
(L—=p) —=p)—=LVp,(L—=p) —(L—=pVvli),
(L—=p)—L)—=(VvLl),(L—=p)—p—(@(VL),
(L—=pV({(L—=pVvl), vl V((L—=pVvl),
(PAL)V((L—=p) V1)

e Dhugosci 5:

p—1)—=(((L—=p —p —1),((L=p) —p) —L)V(L—p),
(L —=p) —p —L)VvVvl, (pAL) AL —=p)VVl),
(L—=p —1L)—=({(L=p VL), (L=p) —p —(L=pV1l)

e Dhugosci 6:

Do klasy abstrakeji [((L — p) — p) — L]= naleza nastepujace formuty.

e Dthugosci 4:
(L—=p)—p)—L)VL(pvLl)—(mAL)VL
(p—LA(L—=p) VL),
e Dthugosci 5:
(L—=p)—=p) = L)VEAL),(L—=p) —p—L)AP—1)
e Dhugosci 6:
(L—=p) —=p) = {((L—=p) —p) —1)
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e Diugosci 7: (L — p) VL) A (((L —p) = p) — 1),
(L —=p)—=p)—=L)V(p— L)AL —Dp))

Do klasy abstrakeji [(p — L) A (L — p)|= naleza nastepujace formuty.
e Dthugosci 3:

(pvL)—(Al)
e Dhugosci 4:

(L—=p)—=p) —mrL)

e Dthugosci 5:

e Dhugosci 6:

(L—=p)—p) —(p— L)A(L—p),
(L—=p VL) —=(p—LA(L~—
(p—L)VLA(p—L)A(L—Dp)

e Dhugosci 7:

(L —=p)—=p) = L)A((p—L)A(L—Dp))



Zalacznik 3

Algorytm testujacy, czy formuta ICL jest spetniona w danym modelu:

Test for ¢ € ICL-SATISFIABLE
read ¢
U — _'ICL'W<®7 {A}7 ®7 (Z)a (Z)a wv ®7 (Z))v

end

Ponizej przedstawiono procedury dekompozycji formut w zaleznosci od
rodzaju swiatu w modelu. W kazdej z procedur formuta jest dekomponowa-
na na podformuty az do przypadku zmiennych zdaniowych. Wéwczas bieza-
cy $wiat jest etykietowany informacja dotyczaca formut w nim forsowanych i
odrzucanych, a nastepnie tworzony jest nowy $wiat w modelu. Poza przypad-
kami formut implikacyjnych, w ktérych stata L wystepuje jako podformuta,
znaczenie spojnikéw jest takie jak w logice intuicjonistycznej. Reguty steruja-
ce tymi spojnikami zostaty skonstruowane na bazie rachunku sekwentowego
dla logiki intuicjonistycznej podanego przez R. Dyckhoffa w [14].

Procedura dla korzenia modelu:

procedure ICL-R(T, F, T, F, P, T, F, L):
begin
if 7 UF ¢ VAR then
begin

1. choose A € (T UF)— VAR;

2. if A=0 and A € 7 then return false;

3. if A=0and A € F then return ICL-R(T, F —{A}, T, F,P.T,F,L);
4. if A=1 and A € 7 then return false;

5. if A=1 and A € F then return ICL-R(T, F—{A}, T, F,P, T, F,
6. if A= T and A € T then return ICL-R(T —{A}, F, T, F, P
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10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

. if A=T and A € F then return false;

if A= BAC and A € 7 then return

ICLR(T U{B,C}) — {A},F, T,F.P,T,.F,L);
if A= BAC and A € F then return

ICL-R(T, (FU{BY) = {A}, T, F, P, T,F,L) V
ICL-R(T, (FU{C}) —{A},T,F,P,T,F,L);

if A=BVC and A €7 then return

ICL-R((T U{BY}) — {A}, F,T,F, P, T,F,L) V
ICLR(T U{C}) —{A}, F,T.F,P.T,F.L);

if A=BV(C and A € F then return
ICL-R(T,(FU{B,C}) —{A},T,F,P,T,F,L);
if A=B — 0and A € 7 then return

ICL-R(T — {A}, FU{BY,T,FU{BY,P.T,F,L):
if A=1— B and A € 7 then return

ICL-R(T — {AY, F, T U{B},F,P,T,F,L):

if A=B —1 and A € 7 then return

ICL-R(T — {A}, FU{B},T,F,P.T,F L);

if A=B —1 and A € F then return

ICL-R(T U{B},F —{A},T,F,P.T,F L)

if A=T — B and A € T then return

ICLR(T U{B}) — {A},F.T,F,P.T,F,L);
ifA=B — (Cand A€ 7 and B € VAR then return
ICL-R(T — {A}, F,T,F,P. T U{B— C},F,L):
if A=(BAC)— D and A € T then return
ICL-.R((T U{B — (C = D)}) = {A}, 7, T,F,P,T,F,L);
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19.

20.

21.

22.
23.

if A=(BVC)— D and A € T then return
ICL-R((TU{B — D,C — D}) —{A}, F,T,F,P,T,F L)
if A= (B — C)— D and A €T then return

ICL-R((T U{C — D}) —{A},F, T,F,P,T,F-(B,C),L) V
ICL.R(T U{D}) —{A},F.T,F,P,T,F,L);

if A=B — C and A € F then return

ICL-R(T,F — {A},T,F,P,T,F-(B,C),L)

end; .

if Be VAR and B €7 and B — C € 7 then return
ICL-R(T U{C},F,T,F,P,T —{B — C},F,L);

if 7T UF C VAR then

begin

if 7 N F # () then return false;

if 7N F = ( then return

AN (B,C)e F(TU{B},C)¢L

ICL-W(T UT U{B},{CYUF,0,F, P, T,0,L-(TU{B},C)):;

return true
end
end

Procedura dla nieokreslonego swiata modelu:

procedure ICL-W(7T, F, T, F,P,T,F, L) :
begin
if 7 UF ¢ VAR then
begin

1.
2.
3.
4.

choose A € (T UF)— VAR,;
if A=0and A € 7 then return false;

83

if A=0and A € F then return ICL-W(T, F—{A},T,F,P,T,F,L):

if A=1 and A € 7 then return
ICL-I(T U{T, L}, FU{0},7,F,P.T,F L)
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5. if A =1 and A € F then return
ICL-R(T, (FUP) —{A},T,F, P, T,F,L):
6. if A=T and A € 7 then return ICL-W(7 —{ A}, F, T, .7},73, ,f, L);
7. if A=T and A € F then return false;
. if A= BAC and A € T then return
ICLW((T U{B,C}) —{A},F.T,F,P,T,F,L);
9. if A= BAC and A € F then return
ICL-W(T, (FU{B}) — {A},T,F,P,T,F,L) V
ICLW(T, (FU{C}) - {A},T,F,P.T,F,L);
10. if A= BV (C and A € 7 then return
ICL-W((T U{B}) —{A}, F.T,F,P,T.F,L) V
ICLW(TU{C}) —{A},F.T,F,P.T,.F,L);
11. if A= BV (C and A € F then return
ICL-W(T,(FU{B,C}) — {A},T,F,P,T,F, L)
12. if A= B — 0 and A € 7 then return
ICL-W(T — {A}, FU{B},T,FU{B},P,T,F,L);
13. if A=1— B and A € 7 then go to
ICL-R(T — {A, L, T}, (F— {0 UP,TU{B},F,0,T,F,0);
14. if A=B —1 and A € T then return
ICL-W(T — {A}, F, T, F,PU{BY,T,F, L)
15. if A= B —1 and A € F then go to
ICL-R(7 — {L, T}, (F—{0)UP,T,F,0,T,F,0);

16. if A=B — C and A €7 and B € VAR then return
ICL-W(T — {A},F,T,F,P,TU{B — C},F,L):
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17.

18.

19.

20.

21.
22.

if A=(BAC)— D and A € 7 then return

ICLW((T U{B — (C — D)}) — {A},F,T,F,P,T,F,L);
if A=(BVC)— D and A € T then return

ICLW(T U{B — D,C — D}) — {A}, F,T,F,P,T,F,L);

if A= (B — C)— D and A € 7T then return
ICL-W(T u{C — D}) —{A},F,T,F, P, T,F-(B,C),L) V
ICL_W((TU {D}) - {A}afa T,ﬁ,’]),']—if, ‘C)a

if A= B — C and A € F then return

ICL-W(T,F — {A},T,F,P,T,F - (B,C),L)

end; .

if Be VARU{T, L} and B€ 7 and B — C € 7 then return
ICL-W(T u{C},F,T,F,P, T —{B— C},F,L);

if 7TUF C VAR U{T, 1,0} then

begin

if 7 N F # () then return false;

if7TNF= Q then return

NB,C)e F,(TU{B},C)¢ L

ICL-W(T UT U{B},{CYUF,T,F,P,T.0,L-(TU{B},C));
return true end

end

Procedura dla $wiata urojonego:

procedure ICL-1(T, F, T, F.P.T,F, L):
begin
if7UF Z VAR U{T, L,0} then
begin

1.

2.

choose A € (TUF)—( VAR U{T, L,0});

if A= BAC and A € 7 then return
ICL_I((TU{B7C}) _{A}7F77~77~7~:7P7717f7£);
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3.

10.

11.

12.

13.

if A= BAC and A € F then return
ICL-Y(T, (FU{B}) — {A},T,F,P,T,F,L) V
ICL-I(T, (FU{C}) — {A}, T, F,P.T,F,L);

.if A= BV C and A € 7 then return

ICL-I(T U{BY) —{A}, F, T, F, P, T,F.L) V

ICL_I((T U {C}> - {A}7f7 7—7 ﬁ>P7 717 ﬁa E)u

if A= BV (C and A € F then return
ICL-I(T,(FU{B,C}) — {A},T,F,P.T,F,L);

if A=B — 0and A € T then return

ICL-Y(T — {A}, FU{B},T,FU{B}Y,P,T,F,L):

if A=1— B and A € 7 then return

ICL_I(<T U {B}>{A}7 f? Ij—v ‘,’fv @7 7_:7 ‘,’Ev ®>7

if A=B —1 and A € T then return

ICL-I(T — {AY, F,T,F.,P,T,F, L)

if A= B —1 and A € F then return false;

ifA=B — Cand A€ 7 and B € VAR then return
ICL-I(T — {A}, F,T,F,P,TU{B — C},F, L)

if A=(BAC)— D and A € 7 then return

ICL-I((T U{B — (C — D)}) — {A}, F,T,F,P.T,F,L);
if A=(BVC(C)— D and A € 7 then return
ICLI(TU{B — D,C — D}) — {A},F,T,F,P,T,F,L);
if A= (B — C)— D and A €7 then return

ICL-I((T U{C — D}) — {AY, F,T,F,P,T,F-(B,C),L) V
ICL_I((TU {D}) - {A}7f7 ,j-u .,/E,P,I]_i, ‘,’E: ‘C)v
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14.

15.
16.

if A=B — C and A € F then return

ICL-I(T, F — {A},T,F,P,T,F-(B,C),L)

end; .

if Be VARU{T, L} and B€ 7T and B — C € 7 then return
ICL-I(T U{C},F,T,F,P, T —{B— C},F, L)

if 7UF C VAR U{T,L,0} then

begin

if 7 N F # () then return false;

if7TNF= Q then return

NB,C)e F,(TU{B},C)¢ L

ICL-(T UT U{B, L, T}, {C,0}UF,T,F,P,T,0,L- (T U{B},C));
return true end

end
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