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Streszczenie. Metoda elementow brzegowych wymaga dyskretyzacji brzegu rozpatrywanego
obszaru, a w wielu zadaniach réwniez jego wnetrza. W artykule przedstawiono opis jednego
z moduldéw autorskiego programu komputerowego do wyznaczania ustalonych lub nieustalo-
nych pol temperatury za pomoca tej metody. Jest to modul wprowadzania ksztattu brzegu
obszaru (lub brzegéw obszaréw) i jego podzialu na liniowe elementy brzegowe z przypo-
rzadkowaniem rodzaju warunku brzegowego. Dla zadan, gdzie jest to niezbedne, dokony-
wana jest dyskretyzacja wnetrza obszaru (lub obszaréw) za pomoca liniowych trojkatnych
elementéw wewnetrznych. Dziatanie modutu zilustrowano przyktadem dyskretyzacji brzegu
i wnetrza obszaru plaskiego.

Wstep

Metoda elementéw brzegowych, obok metody réznic skonczonych i metody
elementow skonczonych, jest coraz czesciej] wykorzystywana do rozwigzywania
zadan brzegowych i brzegowo-poczatkowych, pojawiajacych si¢ w przeplywie
ciepla, np. [1-3]. Pierwszy jej etap polega na zastapieniu opisu matematycznego
sformulowanego za pomoca rdwnania rézniczkowego (lub uktadu réwnan) uzupet-
nionego odpowiednimi warunkami brzegowymi lub brzegowo-poczatkowymi opi-
sem matematycznym w postaci rownania catkowego (lub uktadu réwnan). Takie
sformulowanie jest mozliwe pod warunkiem, ze znane jest rozwiazanie fundamen-
talne (podstawowe). Na etapie realizacji numerycznej MEB dokonuje si¢ dyskrety-
zacji brzegu obszaru, a w zadaniach, w ktdrych jest to niezbedne, réwniez dyskre-
tyzacji wnetrza tego obszaru. Nalezy w tym miejscu zwrdci¢ uwage na fakt, ze
pojecie dyskretyzacji w MEB ma nieco inne znaczenie niz w metodzie roéznic
skonczonych czy tez elementow skonczonych. W MEB w pierwszej kolejnosci
dokonuje si¢ podziatu brzegu na elementy brzegowe z zachowaniem odpowiedniej
orientacji, natomiast podzial wnetrza na elementy wewnetrzne wigze sie tylko z ko-
niecznoscia obliczenia odpowiednich catek po tych elementach, ktére (w prze-
ciwienstwie do MES) nie generuja dodatkowych niewiadomych. Uktad réwnan
zawiera wiec niewiadome zwigzane jedynie z brzegiem obszaru. Ta cecha MEB
powoduje, ze automatyczne wykorzystywanie generatorow siatek elementéw skon-
czonych nie jest korzystne, a w niektdrych zadaniach wrecz niemozliwe.
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Celem niniejszego artykulu jest przedstawienie jednego z modutdow pakietu
obliczeniowego, wykorzystujacego MEB do modelowania procesow przeptywu
ciepla w obszarach plaskich, a mianowicie pakietu wprowadzania geometrii obsza-
ru, generacji liniowych elementéw brzegowych i generacji liniowych (trojkatnych)
elementow wewnetrznych.

1. Sformulowanie zadania

Rozpatrywaé bedziemy nastepujacy problem brzegowo-poczatkowy:
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t=0: T(x.0)=T,

gdzie a=MAc jest wspdtczynnikiem dyfuzji (A - wspdtczynnik przewodzenia ciepla,
¢ - cieplo wlasciwe odniesione do jednostki objetosci), 7, ¢ oznaczajg temperatury
i czas, Q(x,f) jest skladnikiem zrédlowym. Na brzegu I' = [';U,Ul; obszaru Q
okreslono warunki Dirichleta, Neumanna i Robina, przy czym 7, jest zadang tem-
peratura brzegows, g, - strumieniem ciepla, o - wspotczynnikiem wymiany cieplta,
T” - temperaturg otoczenia. W chwili # = 0 znany jest rozkiad temperatury we-
wnatrz obszaru.

W pierwszej kolejnosci dokonujemy dyskretyzacji rozpatrywanego przedziatu
czasu [¢°, t"], wprowadzajac siatke

0<;'</'<. . </ l<il<. <if'<w 2

ze stalym krokiem Ar=¢’— /"', Mozna w tym miejscu zastosowa¢ trzy podstawo-
we warianty metody elementow brzegowych, a mianowicie [1, 2, 4-7]:
- I schemat MEB,
- II schemat MEB,
- MEB z dyskretyzacja czasu.

Dla ustalenia uwagi dalsze rozwazania beda dotyczyé pierwszego schematu
MEB. Brzegowe réwnanie catkowe, bedace odpowiednikiem opisu matematyczne-
go (1), jest nastepujace [2-5]:
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gdzie B (§)e(0, 1), przy czym wartos¢ tego wspdlczynnika zwigzana jest z poto-

zeniem punktu brzegowego &, np. dla gladkiego fragmentu brzegu B (§) = 0.5,

natomiast dla £€Q: B(&)=1. W réwnaniu (3) T (&, x, ¢/, 1) jest rozwiazaniem funda-

mentalnym (podstawowym) [2, 5], ¢ (&, x, t/, )= —AOT " (&, x, t/, 1)/on, q(x, 1) =

= —\OT (x, t)/On, przy czym O(-)/On oznacza pochodng w kierunku normalnym.
Stosujac tzw. stale elementy wzgledem czasu, czyli

T (x,0)=T (x,¢/)
tele ) { “4)
q(x,0)=q(x.¢")
i zakladajac, ze

el ] 0 =000’ (5)

réownanie (3) ma nastgpujacg postac:

BE)T &)+ [q(x.t") g (€.x)dT = [T(rt ) h(Ex)dT +
r r

(6)
+jT*(§, x,tf,tf‘l)T(x,zf-l)dQ+IQ(x,zf-l)g(g,x)dQ
Q Q
gdzie
P
h(&,x)=— I q Ex.¢/, 0dt (7)
€ 7
oraz
1
g&x=— [ 7°Exi! ndi (8)
¢ 7

Powyzsze catki wyznacza si¢ analitycznie, np. [1, 2, 5].
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Obliczenie catek po brzegu I' oraz obszarze Q wigze si¢ z koniecznoscig dys-
kretyzacji brzegu oraz wnetrza analizowanego obszaru. Tak wigc, brzeg obszaru I
dzieli si¢ na N elementéw brzegowych I';, j =1,2,...,.N. Mozna tutaj stosowac ele-
menty state, liniowe lub kwadratowe. Wnetrze obszaru Q dzieli si¢ na L elementow
wewnetrznych Q,, /= 1,...,L. Podobnie jak w przypadku elementéw brzegowych,
mozna rozpatrywac elementy state, liniowe lub kwadratowe.

Aproksymacja rdwnania (6) przyjmuje woéwczas postac

, N , N .
BENT €.+ (gt g€, 0)dT, =Y [T(x,t/)h(E,x)dT, +

. /=l T, ) /=l T 9)
+Z, JT*(&',x,rf,rf-‘>T(x,rf-l>d91+Zl [O0G." g E . xdQ,
J=tQ J=t Q

Dalszy etap algorytmu MEB polega na numerycznym wyznaczeniu catek po ele-
mentach brzegowych i wewngtrznych oraz utworzeniu ukladu réwnan zwiazanego
z weztami brzegowymi, w ktéorym wystepuja (w zaleznosci od warunkow brzego-
wych zadanych na odpowiednich fragmentach brzegu) nieznane temperatury
i strumienie ciepla [2, 5]. Rozwigzanie tego ukfadu oraz obliczenie wartosci tempe-
ratury w weztach wewnetrznych w chwili ¢/ pozwala przejsé do nastepnego kroku
obliczen, a mianowicie przejécia t’ — /.

Jesli rozpatrujemy ustalony przeptyw ciepta opisany nastepujacym ukladem réw-
nan i warunkow:

xeQ: AVIT(x)+0(x)=0
xeli: T(x)=T,

xel,: qrn=-21H_, (10)
on
xelys aGun =200 —orn-17)

to brzegowe rownanie catkowe jest nastepujace:

BETE+[T"(Ex)q)dT = [¢ &0 T@AT + [0 T'EndQ (1)
r r Q

Rozwiazanie tego roéwnania rowniez wigze si¢ z koniecznoscia dyskretyzacji brze-
gu obszaru, a w przypadku niezerowej funkcji zrodla Q (x) nalezy takze dyskrety-
zowac jego wnetrze.

Podsumowujac, bez wzgledu na wybor wariantu metody elementow brzego-
wych, na etapie obliczen numerycznych mozna wyrézni¢ nastepujace kroki algo-
rytmu:

- dyskretyzacja brzegu rozpatrywanego obszaru,
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dyskretyzacja wnetrza obszaru,

obliczenie catek zwigzanych z brzegiem obszaru,

obliczenie catek zwigzanych z wnetrzem obszaru,

utworzenie ukladu réwnan zawierajacego niewiadome temperatury lub strumienie
ciepta w wezlach brzegowych, sprowadzenie tego uktadu do postaci AY =F,
rozwigzanie ukladu réwnan (wyznaczenie ,,brakujacych” wartosci brzegowych -
temperatury lub strumieni ciepla),

- obliczenie wartosci temperatury w punktach (wezlach) nalezacych do wnetrza
obszaru.

2. Modul wprowadzania ksztaltu brzegu
i generacji liniowych elementow brzegowych

Jednym z moduléw autorskiego programu komputerowego shuzacego do obli-
czen ustalonych lub nieustalonych pol temperatury z wykorzystaniem MEB jest
modut generacji liniowych elementow brzegowych oraz liniowych elementow
wewngtrznych. Modut ten pozwala na wykonanie dyskretyzacji zardwno jednego
obszaru, jak i kilku podobszaréw, na styku ktorych zadany jest warunek idealnego
kontaktu lub warunek z oporem cieplnym (warunek czwartego rodzaju).

Na rysunku 1 przedstawiono zeskanowany wyglad okna narzedziowego do
wprowadzania ksztaltu brzegu i zadawania typu warunkow brzegowych (1, 2, 3 lub
4 rodzaju).

[=3 Budowanie ksztaltu

Ohszar  |lirelgl v | |BRZEG hd

Element 1 £

Kep(.0, 0.0) ¥kl .0, 0.0)

Otwedir : NIE Warunek:1  T=0.0

Punktstartowy | |

|Knnien akbwnego elementu j
Punkt koncowy [ODGINEK -]
[Punkt kancowy o -l ’D_ ’D_
Skalao 2 skalj|
Zagesca ’2_ Wykonaj
Dopasui(szer., wys.) ’D_ ’D_ Dopasuj

Rys. . Budowanie ksztattu brzegu - Builder BEM Shape
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Ogolne zasady korzystania z tego programu sa nastepujace: W praktyce ksztatty
obszarow, ktére chcemy wprowadzi¢, mamy zwymiarowane np. na kartce papieru.
Program oferuje kilka sposobow przeniesienia tych wymiaréw do tworzonego pro-
jektu. Gléwna idea polega na automatycznym budowaniu wielu naraz elementow
brzegowych, ktére pod wzgledem funkcjonalnym tworza fragment brzegu. Funk-
cjonalnos¢ ta jest zdefiniowana dwoma parametrami: ksztaltem brzegu (odcinek
prostej, krzywa) lub rodzajem warunku brzegowego. Tak wigc przed przeniesie-
niem danych, brzeg obszaru nalezy podzieli¢ na fragmenty o tym samym typie
brzegu i rodzaju warunku brzegowego. Nalezy przy tym rozrdznié brzeg zewnetrz-
ny lub otwor (hole) i pamieta¢ o poprawnej kolejnosci wprowadzanych elementow
(kierunek przeciwny do ruchu wskazowek zegara dla brzegu wewnetrznego i zgod-
ny z ruchem wskazdéwek zegara dla otworéw). Omawiany program zawiera wiele
opcji pomocniczych (np. panel schowka, skalowania, opcja dopasowania, panel
zageszczenia), ktore utatwiajg wykonanie postawionego zadania.

Na rysunku 2 pokazano przykladowy efekt dzialania tego programu dla dwdch
obszarow, z ktérych drugi zawiera otwor (brzeg wewnetrzny).

se (0 %
L]

* %
o

% 2l X
0 O

Bt | B S (| |

Legenda: %  poczatek i koniec elementn braegowego

warnnek | rodzajn L] warunek 11 rodzajn

O warnnek 11 rodzajn warunek [V rodzaju

Rys. 2. Przykladowy wynik dzialania programu generacji liniowych elementéw brzegowych

Jesli rozpatrujemy taki wariant MEB, ktory nie wymaga dyskretyzacji wnetrza
obszaru, to nastepny krok algorytmu zwigzany jest z przejsciem do modutu obli-
czeniowego.

3. Modul generacji liniowych trojkatnych elementéw wewnetrznych

W wielu zagadnieniach rozwigzywanych z wykorzystaniem MEB konieczna
jest rowniez dyskretyzacja wnetrza rozpatrywanego obszaru (lub kilku obszarow).
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Opracowany program pozwala dokona¢ takiej dyskretyzacji za pomoca liniowych
elementow trojkatnych. Zrezygnowano przy tym z podejscia najczesciej stosowa-
nego w algorytmach generacji siatek, ktore, ogdlnie rzecz biorac polega, na utwo-
rzeniu kombinacji dowolnych trdjkatéw pokrywajacych rozpatrywany obszar.

W takim przypadku niejednokrotnie otrzymuje si¢ bardzo zrdéznicowane pod
wzgledem wielkosci (dtugosci bokdw i katy) trojkaty, co prowadzi do zwickszenia
bledéw numerycznego wyznaczania catek po tych elementach.

Opracowany algorytm wykorzystuje specyficzne wlasnosci MEB, migedzy in-
nymi fakt, ze przed dyskretyzacja wnetrza dokonana jest dyskretyzacja brzegu
obszaru za pomoca uporzadkowanych (w sensie kolejnosci) elementéw brzego-
wych.

W przypadku kilku podobszaréw, dyskretyzacja wnetrza kazdego z nich wyko-
nywana jest niezaleznie.

Podstawowym zatozeniem algorytmu jest stosowanie tam, gdzie to mozliwe,
trojkatéw réwnobocznych. Diugosé boku tych trojkatéw jest okreslona przez sred-
nig dlugos¢ elementéw brzegowych, przy czym ich generacja rozpoczyna si¢ w
odlegtosci d,;, od brzegu obszaru. Zalozono, ze d,;, jest rdOwna potowie Sredniej
dhugosci elementéw brzegowych (rys. 3).

(Xmin o ,y min o)

Rys. 3. Generowanie elementow i weztdw wewnetrznych za pomocg szescioboku foremnego

Na rysunku 4 przedstawiono przykltadowa dyskretyzacje brzegu obszaru i wy-
nik dziatania pierwszego etapu dyskretyzacji wnetrza.

Etap drugi polega na dyskretyzacji pozostaltej czgsci obszaru Q. Sposrdd wyge-
nerowanych trojkatéw z etapu pierwszego odnajdujemy te, ktore leza w poblizu
brzegu obszaru. Nazwiemy je trojkatami frontalnymi. Interesuja nas te boki trojka-
tow frontalnych (i zwigzane z nimi wezly), ktére tworza zamknigty kontur podob-
szaru zdyskretyzowanego w etapie pierwszym (rys. 5). Nowe trojkaty generujemy
z dwoch wierzchotkéw frontalnych i najblizszego wezla brzegowego (rys. 6), przy
czym przez najblizszy wezel rozumiemy ten, ktorego odlegltos¢ od srodka boku
frontalnego jest najmniejsza.
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Rys. 5. Trojkaty i boki frontalne
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Rys. 6. Efekt dzialania etapu drugiego
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W etapie trzecim dla kazdego elementu brzegowego (bedzie on bokiem nowego
trojkata) poszukujemy takiego punktu wewnetrznego (wierzchotka), ktory lezy naj-
blizej srodka tego elementu. Wezly rozpatrywanego elementu (poczatek i koniec)
oraz znaleziony punkt wewnetrzny tworza nowy trojkat (rys. 7).

AVAVAVAVAVAVAVAVAVAVAVAVAA .

Rys. 7. Efekt dzialania etapu trzeciego

Korygowane trajkaty ETAPU 4

ANANAVAVAVAVAVAVAVAN

Rys. 8. Dyskretyzacja brzegu i wnetrza rozpatrywanego obs

Etap czwarty polega na korekcie tych trojkatow wygenerowanych w etapach
drugim i trzecim, ktére zawieraja katy rozwarte. Na rysunku 8 pokazano koncowy
rezultat generacji trojkatow wewnetrznych. Szczegdly opracowanego algorytmu
przedstawiono w [8].

Dokonana dyskretyzacja brzegu i wnetrza obszaru pozwala na wykorzystanie
dalszych moduléw programu obliczen pdl temperatury za pomoca metody elemen-
tow brzegowych.
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