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Streszczenie. W pracy przedstawiono rozwigzanie zagadnienia drgan wiasnych belki,
ktdrej pole przekroju poprzecznego jest funkcja przedziatami stala. Rozwazania dotycza
drgan belek z dodatkowym elementem dyskretnym, ktory reprezentuje mase skupiona lub
podpore sprezysta. Dokladne rozwiazanie zagadnienia otrzymano, wykorzystujac wias-
nosci funkcji Greena. Przedstawiono przykladowe wyniki obliczen numerycznych, obrazu-
jace wplyw wybranych parametréw na drgania belki sktadajacej sie z dwoch segmentow.

Wstep

Analiza drgan belek ma szczegdlne znaczenie ze wzgledu na liczne zastosowa-
nia elementéow belkowych w zlozonych ukladach mechanicznych. Na przyktad
w konstrukcjach mostow, wysiegnikéw, maszyn roboczych mozna wyr6znié ele-
menty, ktorych czestosei i postacie drgan moga by¢ wyznaczone w ramach teorii
drgan belek. Z tego wzgledu badania eksperymentalne i teoretyczne drgan belek sa
przedmiotem zainteresowania wielu autorow [1-11].

Liczne prace poswigcone analizie drgan belek dotycza belek o statym przekroju
(np. prace [1-7]). W pracach tych przedstawiono wyniki badan teoretycznych
i numerycznych drgan belek z podpora sprezysta lub zamocowang masg skupiona.
Autorzy tych prac znajdujg rozwigzania doktadne zagadnien drgan badanych ukla-
dow [2-7] lub stosuja metody przyblizone [1, 8]. Przedmiotem badan prezentowa-
nych w pracach [1-5] sa drgania belek ze sprezyscie zamocowang masa.

Wsrod zagadnien drgan belek o zmiennym przekroju mozna wyrdzni¢ zagad-
nienia dotyczace belek stopniowanych (belek sktadajgcych si¢ z segmentow o sta-
lym przekroju). Badania drgan tego typu belek prezentowano w pracach [8-11].
Prace [8-10] dotycza belek sktadajacych si¢ z dwoch segmentow.

Przedmiotem niniejszej pracy jest zagadnienie drgan wlasnych belek stopnio-
wanych sktadajacych si¢ z dowolnej, skonczonej liczby segmentéw. Sformutowa-
nie i rozwigzanie zagadnienia dotyczy drgan belek z dodatkowa masg skupiong lub
podporg sprezysta. Réwnanie czestosci drgan whasnych otrzymano, stosujac metode
funkcji Greena.
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1. Sformulowanie zagadnienia

Rozwazmy drgania poprzeczne belki stopniowanej (rys. 1), zlozonej z n seg-
mentoéw o dlugosciach /; oraz przekrojach poprzecznych 4; (i = 1,2,...,n). Zgodnie
z teorig drgan belek Bernoulliego-Eulera, ruch poszczegdlnych segmentow belki
opisuja réwnania:

Lifoi(x,0] = 5,()0(x = L) =m (6" (x=L;)  x€[0,L1] Q)

Llo(x0]= =500 (x =L, ) +5,(0)d(x - L) +

+m_ ()8 (x—L_)—m ()" (x— L), x&[Lia, L], i =2,..n-1 (2)

L[oe)] = = 5,08~ L, ) +m, (08 (x~ L, ) + pt) xe [ LyiL]
3)

gdzie (EI); jest sztywnos$cig zginania, p; jest masg przypadajaca na jednostke dtugo-
sci i-tego segmentu belki, 3(-) oznacza dystrybucje Diraca oraz

ot 0’
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Rys. 1. Schemat rozwazanego ukladu

W punktach x = Ly =0 ix = L,= L funkcje vy, v, spelniaja warunki brzegowe za-
lezne od sposobu zamocowania koncow belki

31[01]|x:0=0, Bn[Un]lx=L=O (5)
Ponadto w punktach L, spelnione sg nastepujace warunki cigglosei:
v, (L, ty=v,,(L.,t), v, (L,0)=v, (L,1) i=1l,..n-1 (6)

Zakladajac, ze ruch belki jest harmoniczny, tzn. przyjmujac w réwnaniach (1)-(3):
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v, (x,0) = Vi (x)e’™, p(x,1) = P(x)e’™ , 5,(t) = S:e’™ , m,(t) = M,e’®  (7)
otrzymujemy:
L ]=S6(x—1)-MS(x-1) xe[0,]] ®)
LV == g, S, 8(x—1_)+S,8(x=1)+ pt, M, 8" (x—1_)—M,8(x~1)
xel0,,],i=2,...n-1  (9)

f[I/n] :_ﬂn—lSn—lé(x_ln—l)+/un—an—15'('x_ln—l)+P(x) xE[O,ln] (10)

gdzie:
j =\/—_1, Qi4 = p](()z/(El)l > K :;’/(El)t > P:;/(El)n > Si ZEI/(E[)I >
4
w,_, =(EI),, J(EI),, = L~L,4, L[V =% ~-Q'dlaxe[LinL],i=1,..n.

W niniejszej pracy zaklada sie, ze funkcja P reprezentuje sprezyste podparcie
lub masg¢ skupiong umieszczong na koncu belki. Dlatego przyjmuje si¢ nastepujaca
postac tej funkcji:

P(x) =BV (x)(x — I,) (11)
gdzie By = -M.Q’, gdy w punkcie x = /, wystepuje masa skupiona M, lub By =K,
gdy na koncu belki wystepuje podpora sprezysta, ktorg charakteryzuje stata K.

Funkcje V3, V, spetniaja warunki, ktore otrzymuje si¢, wykorzystujac (7) w row-

naniach (5):

Bi[/}],0=0, BulV,]_ =0 (12)

Natomiast warunki ciagtosci (6) przyjmuja postaé

Vz(lz):VHl(O)a Vz,x(lz):VHl,x(O) = 1""’”_1 (13)

2. Funkcje Greena

Rozwiazanie zagadnienia (8)-(13) mozna wyznaczy¢, wykorzystujac wlasnosci
funkcji Greena. Funkcja Greena G; spelnia rownanie rozniczkowe

G (0 43Q) ~ Q)G (x, Q) =8(x— 1) i=1,..n (14)
oraz odpowiednie warunki brzegowe:
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- funkcja G spetnia warunki

BG] =0, G| =Gl _ =0 (15)
- funkcje G; (i = 2,3,...,n—1) spetniajg warunki
G g =Gl Ly =0 Gl L, =G|, =0 (16)
- funkcja G, spetnia warunki
Gl =G|, =0 BulG,]_, =0 (17)

Funkcje G; mozna przedstawi¢ w postaci sumy [5]
G (x,2:0)=G"(x, Q)+ G (x, ,Q)H(x-A), i=1l,..n  (18)

gdzie H jest funkcja Heaviside’a, G jest rozwigzaniem ogélnym réwnania jedno-
rodnego

G e (A Q) - Q)G (x,4:Q,)=0, i=1....n (19)

Drugi sktadnik prawej strony réwnania (18) jest rozwigzaniem szczegdlnym
rownania (14). Mozna wykazac, ze G.'ma postaé

G'(x, :Q)=G'(x-2:Q,), i=1,..n (20)

przy czym funkcja G,1 jest rozwigzaniem szczegdlnym roéwnania jednorodnego
(19), spetniajgcym warunki

1 _ 1
(i _'(i}m

=0, G!

1,XXX
x=1 > x=4

_ 1
_'(i,x

=1, i=1l,.n 1)

x=A x=A1

Wobec tego
G,(x,4;Q,)=c; cosQ,x +c;, sinQ,;x + ¢, coshQ;x +¢;, sinh Q,x +

(22)

+

[—sinQ, (x— A)+sinh Q, (x — A)]- H(x— A)

3
i

gdzie wspotezynniki ¢, i = 1,....n, j = 1,...,4 wyznaczone sa z warunkéw brzego-
wych (15a) i (17b).
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3. Rozwiazanie zagadnienia

Dalej rozwaza si¢ przypadek belki wspornikowej. W tym przypadku warunki
brzegowe (15a) i (17b) przyjmuja postac:

VI(O) = Vl,xx(O) = 07 Vn,xx (ln) = Vn,xxx ( ln) = 0 (23)

Rozwiazanie uktadu réwnan rézniczkowych (8)-(10), spetniajace przyjete warunki
brzegowe mozna zapisaé nastepujaco [11]:

Vi(x)=8,G,(x,1,;Q,) + M,G, , (x,1;;Q)) (24)
V,(x) =8 5G (x,0;Q,) = 1, MG, (x,0;Q, ) +

+8,G,(x,1; Q)+ MG, ,(x,1;2,) dlai=2,..n1 (25)
Vo) ==1,48,.G,(x,0;Q,) =, M, |G, ; (x,0,Q,)+

+ BV, (1,)G,(x.1,:2,) (26)

Wstawiajgc funkcje V; (rownania (24)-(26)) do warunkéw (13), otrzymuje sie
ukltad réwnan z niewiadomymi Sy, My, Sy, M,....S,—1, M,_1:

SIG U, 4) + 4Gy (0,0)]+ M (G, , (L) + 141G, ;(0,0)] +

(27)
-5,G,(0,1,)— Mszyi(O,lz) =0
SIG (L0 + 4Gy ((0,0)]+ MG, (4, 4) + 141G, 4,(0,0)]+ 28)
— 18,6, ((0.0,) — 1, M5G, ,,(0,0,) =0
- lul—lS/—lGl (11 ’0) - /u/—lM/—lG/,l (ZI ’O) + S/ [Gl (11 > l/) + ﬂiGHl (090)] + (29)
+ MG, (1) + 14,6 2 (0,0)] = S8,,G (0.0,) =M, G, 4 (0,0,,) =0
- lut—lSl—lGl,x (ll 90) - /ul—lMl—lGl,ﬂx (ll ’O) + Sz [Gt,x (ll > ll ) + /u/GHl,x (030)] +
+ MI [Gt,/lx (ll 911 ) + :ulGHIJx (O’O)] - S1+1Gt+l,x (09 lt+l) - M1+1G1+l,/lx (09 ll+1) =0
i=2,..1=2 30)
—Hua Sn—ZGn—l (ln—l ’O) —Huo Mn—Z Gn—l > (ln—l ’O) +
+ 41, 18,..G,(0,0)+ p, M, ,G,,,(0,0)-B)V,(,)G,(0,],)=0 (€1))
- :un—2Sn—2Gn—1 ’x (ln—l ’0) - /un—ZMn—2Gn—1 > Ax (ln—l ’O) +
+ Iun—lSn—lGn Sx (O’O) + Iun—an—lGn > Ax (090) - BOVVI (ln )Gn Sx (O’ ln) =0 (32)
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Ponadto dodatkowe rownanie otrzymuje sie, przyjmujac x = [, w réwnaniu (26)
[1 - BOGn (ln > ln )]Vn (ln ) + /un—ISn—lGn (ln > O) + /un—an—lGn,l (ln > O) =0 (33)

Roéwnania (27)-(33) moga by¢ zapisane nastepujaco:
A(®)X=0 (34)
gdzie A jest macierzg (2n—1)x(2n—1) wymiarowa oraz
X=[S M .. Soqa M, Vi)' (35)
Uklad ten posiada nietrywialne rozwiazania, gdy spetniony jest warunek
det A(0)=0 (36)

Roéwnanie (36) jest poszukiwanym rdwnaniem czestosci drgan wiasnych rozwa-
zanej belki stopniowanej. Réwnanie to jest nastepnie rozwiazywane numerycznie
wzgledem czestosci drgan wlasnych uktadu.

4. Zagadnienie drgan belki zlozonej z dwoch segmentow

Roéwnanie czgstoscei drgan wlasnych (36) dla belki skiadajacej sie z dwoch seg-
mentow ma postac:

G (1) + 16, (00) Gy (Ul + 1,Gyy (00) = ByGy(0.1)
Gy, (1,,0) + 141G, (0,0) Gy, (1,0) + 4G, 5, (00) = BG,,, (0,,)=0 (37)
4G, (1,,0) G, ; (0,0) 1-B,G,(l,,1,)

Wykorzystujac rownanie czestosci drgan belki dwusegmentowej, przeprowa-
dzono badania numeryczne, ktorych celem bylo okreslenie wptywu zmian parame-
trow charakteryzujacych uktad na jego drgania. Obliczenia wykonano dla belki
wspornikowej, skladajacej si¢ z dwoch segmentow o dlugosciach /, = [, = 0,5.
Zatozono, ze na swobodnym koncu belki wystepuje masa skupiona lub podpora
sprezysta lub nie wystepuje zaden z tych elementow.

Na rysunku 2 przedstawiono zalezno$ci bezwymiarowych czestosci drgan wia-
snych Qi Q,, od stosunku sztywnosci segmentow o = (EI), /(EI), dla belki
podpartej sprezyscie w punkcie x = /. Do obliczen przyjeto rozne wartosci bez-
wymiarowego wspdtczynnika, charakteryzujacego sprezysto$é podpory: K = 0,
K=35,K=50,K=100. Wzrost wspdtczynnika K powoduje podwyzszenie czesto-
$ci drgan niezaleznie od wartosci stosunku sztywnosci a.

Zaleznosci bezwymiarowych czestosci €, 1 €;, od stosunku sztywnosci seg-
mentéw dla belki, wspornikowej z masg skupiona, umieszczong na swobodnym
koncu belki, przedstawiono na rysunku 3. Obliczenia wykonano przyjmujac:
M=0,M=0,5M=2,M=5. Pierwsza czestos¢ drgan maleje wraz ze wzrostem
stosunku sztywnos$ci segmentéw belki niezaleznie od wielko$ci masy skupionej,
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natomiast druga czgstos¢ jako funkcja parametru o osiaga maksimum dla pewnej
wartosci tego parametru.
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Rys. 2. Dwie pierwsze czestosci drgan whasnych belki wspornikowej z podpora sprezysta
jako funkcje stosunku sztywnosci segmentéw belki

0.5 — — 35 — |

Rys. 3. Dwie pierwsze czgstosci drgan wlasnych belki wspornikowej z dodatkowa
masa skupiong jako funkcje stosunku sztywnosci segmentdéw belki
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