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SCHEMAT MRS DLA ROWNANIA ANORMALNEJ DYFUZJI
Z POCHODNA NIECALKOWITEGO RZEDU PO CZASIE

Mariusz Ciesielski, Jacek Leszczynski
Instytut Matematyki i Informatyki, Politechnika Czestochowska

Streszczenie. W pracy zostala opisana realizacja numeryczna - jawny schemat réznicowy,
rozwiazania uogolnionego rownania rézniczkowego czastkowego, w ktorym wystepuje
pochodna niecatkowitego rzedu po czasie. Prezentowane réwnanie opisuje proces anormal-
nej dyfuzji oraz zawiera efekt pamigci. W pracy zostaly przedstawione wyniki obliczen
numerycznych.

Wprowadzenie

Anormalna dyfuzja jest zjawiskiem, ktore mozna zaobserwowaé m.in. w proce-
sach fizycznych, chemicznych, biologicznych. Wynika ona czesto z oddziatywan
zachodzacych na zlozonych, niejednorodnych podtozach. Przyktadami, gdzie moz-
na ja zaobserwowaé, moga by¢ procesy z gwaltownymi zmianami termicznymi,
dyfuzja w materiatach porowatych, transport w amorficznych poétprzewodnikach,
w dynamice czastek w sieci polimerowej oraz w przeplywach wirowych.

Zjawisko transportu w ztozonych systemach moze ulega¢ odchyleniom od stan-
dardowego drugiego prawa Ficka, w ktorych wartosé srednia kwadratu przesunig-
cia < x*(f) > jest proporcjonalna do czasu #: < x*(f) > ~k;¢ (odpowiada to gaussow-
skiemu rozkltadowi gestosci prawdopodobienstwa przemieszczen). Anormalna
dyfuzja charakteryzuje sie zachodzeniem zwiazku: < x*(¢) > ~k, 1% w ktorym « jest
tzw. wykladnikiem anormalnej dyfuzji, &, - wspolczynnikiem uogdlnionym dyfu-
zji. Gdy 0 < a < 1, zachodzi tzw. sub-diffusion, co odpowiada dyfuzji rozproszo-
nej, dla = 1 opisuje zachodzenie klasycznej dyfuzji (np. jest ona charakterystycz-
na dla ruchéw Browna), natomiast dla a > 1 zachodzi tzw. super-diffusion, co od-
powiada wzmozonemu transportowi. W przypadku gdy a# 1, proces dyfuzji
odzwierciedla nie-gaussowski rozklad gestosci prawdopodobienistwa przemiesz-
czen.

Wielu autoréow proponuje modele oparte na liniowych lub nieliniowych réwna-
niach rézniczkowych, ktdre umozliwiaja modelowanie zachowan anormalnej dyfu-
zji. W pracach coraz czesciej spotyka sie stosowanie réwnan roézniczkowych nie-
catkowitego rzedu [2, 4, 5, 7, 9, 10].

Klasyczne jednowymiarowe rownanie dyfuzji jest okreslone za pomocg réwna-
nia rézniczkowego czgstkowego
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gdzie u(x,t) jest poszukiwang funkcjg wzbudzana przez proces dyfuzji, k; - wspot-
czynnikiem dyfuzji. Wystepujace w rownaniu (1) pochodne po czasie i po prze-
strzeni moga by¢ zastapione przez pochodne niecatkowitego rzedu (odpowiednio
rzedu « i f). Wowcezas otrzymamy uogolnione réwnanie dyfuzji z pochodnymi
niecalkowitego rzgdu. W pracy zajmowac bedziemy si¢ réwnaniem, w ktoérym
wystepuje tylko pochodna niecatkowitego rzedu o po czasie, natomiast S = 2.
Réwnanie takie przedstawia si¢ nastepujaco:

o” o’
u(x,t)zka—zu(x,t), t>20, xeR 2)
t” ox

gdzie o jest liczba rzeczywista z zakresu 0 < a < 2, k, - wspdlczynnikiem uogdl-
nionej (anormalnej) dyfuzji o wymiarze [m%/s*]. Rozpatrujac réwnanie (2) dla
o = 1 otrzymujemy klasyczne réwnanie dyfuzji, np. réwnanie przewodzenia
ciepta, natomiast dla & =2 mamy réwnanie falowe, np. ruch drgajgcej zamocowa-
nej struny. W przypadku gdy 0 < o < 1, rownanie (2) charakteryzuje si¢ zachodze-
niem procesu relaksacyjnego oraz gdy 1 < < 2 opisuje proces posredni migdzy
dyfuzja a propagacja fali (relaksacyjno-oscylacyjny) [7, 10].

Pochodna niecatkowitego rzedu o moze by¢ zdefiniowana np. przez operator
w sensie Riemanna-Liouville’a, Caputo, Griinwalda-Letnikova, Riesza, Weyla-
-Marchauda [1, 2, 4, 11, 12, 14]. Dla funkcji ¢(z,') pochodne czastkowe rzedu
a ¢ N po 753 zdefiniowane w sensie Caputo (3) i Riemanna-Liouvilla’a (4) jako:

an
T (ﬂ(f,')
" N _cpay_ 1 oE"
o Pe) = oDrole) = e I e 3
0” D) = a D) = 1 o" | ¢)(‘§")
ara Q)(T,) - ODT ¢(Ta) - r(}’l _a) arn z')-(T _§)l—n+a dg (4)

gdzie n = [a] +1, [-] - cze$é catkowita z liczby. Dla « € N stosuje si¢ klasyczne
definicje pochodne;j.

Pochodna Caputo wynika z definicji Riemanna-Liouville’a i zostata wprowa-
dzona w celu uwzgledniania warunkéw poczatkowych rzedu catkowitego w row-
naniach rézniczkowych. W teorii rachunku rézniczkowego niecatkowitego rzedu
[3, 12, 14] warunki poczatkowe powinny by¢ zadane w postaci 8 /07" @0, -) =
=by, k=1,....[a] + 1 z danymi wartoSciami b, (jest tak w przypadku definicji Rie-
manna-Liouville’a). W praktycznych zastosowaniach wartosci te sa czesto niedo-

40



Prace Naukowe Instytutu Matematyki i Informatyki Politechniki Czgstochowskiej

stepne i nie mozna ich z fizycznego punktu widzenia jasno okresli¢. Problem ten
zostal rozwigzany przez Caputo [3], ktéry podat sposdéb wprowadzenia rzgdu cal-
kowitego warunkow poczatkowych w nastepujacy sposob:

n-1 tk ak
(Dfp(r)=,D¢ | pz.)-> ———0(z;) | n=[a]+1 )
iz k' o r=0

W réwnaniu (2) przyjmujemy definicj¢ pochodnej czastkowej niecalkowitego
rzedu w sensie Caputo. Szczegélnie wazng wlasciwoscig pochodnych niecatkowi-
tego rzedu jest fakt, ze do wyznaczenia pochodnej funkcji w punkcie 7, nie korzy-
stamy tylko z najblizszego sasiedztwa 7z, jak to ma miejsce w przypadku pochod-
nych catkowitego rzedu, ale musimy pamigtaé cala histori¢ funkcji (w przypadku
(3) w przedziale [0,7]) i w obliczeniach numerycznych nie mozna tego zaniechad.
Znajomo$¢ historii umozliwia wprowadzenie efektu pamieci.

W pracy rozwigzywaé bedziemy réwnanie jednowymiarowe (2) z zadanymi
warunkami brzegowymi | rodzaju:

{x =0: u(O, t)= 20 (t)

v=L: ulr)=g,0) ° ©)

oraz poczatkowymi w chwili czasu ¢ = 0:
u(x, tl;:() =h, (x)

%u(x,t* =h(x) dlal<a<2

t=0

<x<L (7

W literaturze mozna znalez¢ analityczne rozwigzania rownania (2) z wykorzys-
taniem funkcji Foxa [4, 5] i Greena [7], jednak gdy w rownaniu (2) pojawi si¢ np.
dodatkowy nieliniowy czton, uzyteczne jest stosowanie przyblizonych rozwiazan
numerycznych. Numeryczne metody i aspekty rozwigzan réwnan rézniczkowych
zwyczajnych niecatkowitego rzedu mozna znalez¢ w [3, 6, 11, 12]. W rozdziale 1
przedstawiony zostanie jawny schemat numeryczny dla réwnania (2) wyprowa-
dzony metoda réznic skonczonych, a w rozdziale 2 przyklady numerycznego roz-
wigzania w postaci wykresow.

1. Algorytm numeryczny

W zadaniach brzegowo-poczatkowych definiuje si¢ dwa rodzaje siatek: prze-
strzenng siatke rdznicowg ztozong z izolowanych punktow w analizowanym obsza-
rze oraz siatke czasu. W zadaniu jednowymiarowym na przestrzenng siatke rézni-
cowg o dtugosci L sklada si¢ N+1 punktéw rownomiernie rozmieszczonych x; = ih,
i=0,...,N, gdzie h = L/N, natomiast siatka czasu jest zbior {0 = <, < £, <...<
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<t < ;< ...<tp<oo} z przyjetym rownomiernym krokiem czasu At, t; = f - At,
f=0,....F. W przypadku gdy « jest liczbg calkowita, w literaturze [8, 13] mozna
znalez¢é wyprowadzone schematy réznic skoniczonych dla réwnania dyfuzji (= 1)
i rownania falowego (a = 2).

Do wyznaczenia ilorazu réznicowego pochodnej niecalkowitego rzedu be-
dziemy korzysta¢ z definicji operatora niecatkowitego rzgdu w sensie Griinwalda-
-Letnikova (8), ktdra jest rownoznaczna z definicja Riemanna-Liouville’a (4). De-
finicja (8) jest prostsza od innych definicji operatoréw do wyznaczenia np. ilorazu
réznicowego w formie (9), gdzie k jest liczba weztdw uzalezniong od 7 = kh, [0,7]
jest przedzialem czasowym, w ktorym pochodna ta jest obliczana, % jest krokiem
dyskretyzacji

C o ole )= %Dz (e = tim > (1) (% Jole - i) ®

o)1 S (4o ) ®

Wyprowadzenie schematu réznicowego dla réwnania (2) zaczniemy od podania
sposobu uwzgledniania warunkéw brzegowo-poczatkowych w numerycznym roz-
wigzaniu. Przyjmujemy m = [¢]. Z warunkdéw poczatkowych (7) mozemy bezpo-
srednio wyliczy¢ wartosci funkcji # w poczatkowych krokach dla t = ¢, f=0,....m
w weztach x;, i=1,...,N—1:

u(x;.ty) = hy (ih) (10)
ulx,,1,)=hy(ih)+ At - hy (i) dlam=1 an

Warunki brzegowe I rodzaju (6) wprowadza si¢ do wezldw zewnetrznych x, i xy
w chwilach czasowych 1 =1, f=0,....F:

ulxg.1,)=go(f - A1) (12)
ulxy.t,)=g,(f-A0) (13)

Druga pochodna po przestrzeni znajdujaca si¢ na prawej stronie rownania (2)
przyblizamy aproksymacja roznicowa w wezle x;

t) - 2u(x, , t) + u(x,_1 , t)
h2

2
aa—zu(x,t _ i, . i=1.,N-1 (14)
X
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natomiast lewa strone rownania (2) w chwili czasowej ¢ = t; f= m+1,....F zastepu-
jemy przez iloraz réznicowy niecatkowitego rzedu (9) z uwzglednieniem warun-
kéw poczatkowych (7) w formie (5)

o g

Stosujemy schemat jawny do wyznaczenia schematu roznicowego, przyjmujac
w rownaniu (14) ¢ = t., a nastgpnie wstawiajac (14) i (15) do réwnania (2) otrzy-
mujemy

W)Yy [‘j]{u(x,,tf_.f)— :0 i (x, )%J (15)

j=0

() z (j[ (oot )=o) j

u(xm Ly )— 2”(’51 Ly )+ u(x,_l Ly )
h2

(16)

=k

o

Stosujac notacje: u/ = u(x,,t j), hi(x;) = hy,; oraz podstawiajac:

w'@ =(=1)’ (“j (17)

J

K, (80)"
s :—“;2’) (18)

mozemy zapisa¢ rownanie (16) jako

P
> - Zw“’”th, =, (i =2 vl (9)
J=0 Jj=0 k!
Wspolczynniki wagi (17) mozna wyliczy¢ z zaleznosci rekurencyjnej [12]
Wi-1-

l

Dlaj = 1 otrzymujemy w{*’ = —a.
Rozktadajac czgsciowo pierwsza sume w rownaniu (19) na sktadniki, otrzymujemy

y
+Zw(“) s ZW(“)zhk,é: (:+1 ~2u] " vy )(21)
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Dalsze przeksztalcenia pozwalaja nam ostatecznie wyliczy¢ u;

f k
S/ _ /-1 (@), f-J (@) f
u! =\a—2c +c +u wilup T+ ) w; —  (22)
(=26 )uf ™+ coluli +ul)-3, ; >h
Wyprowadzony jawny schemat roznicowy (22) jest stabilny, gdy
a—-2c,20 (23)

stad po uwzglednieniu (18) wynika, ze

1
2 \e
At < ( zkaJ 24)

W wyprowadzonym schemacie MRS (22) dla réwnania (2) do wyliczenia war-
tosci funkcji u w chwili czasowej f potrzebujemy wartosci funkcji # okreslonych
w poprzednich f~1 krokach czasowych.

2. Przyklady obliczen

Na podstawie algorytmu numerycznego przedstawionego w rozdziale 1 prze-
prowadzono symulacje komputerowe. Obliczenia dokonane zostaly dla réznych
wartosci ¢, przy czym przyjeto dla wszystkich wartosci o jednakowe parametry:
L =1, k, =1, state warunki poczatkowe /(x) = 0, /;(x) = 0 oraz warunki brzegowe:
2o(2) = 40, g\(¢) = 20. Na rysunku 1 zostal zaprezentowany wykres przebiegu cza-
sowego u(x,t) w wezle x = 0.5 m, natomiast na rysunku 2 zostaly przedstawione
wykresy funkeji u(x,f) dla ré6znych wartosci ar: 0.75, 1.25, 1.5 1 1.75 w réznych
chwilach czasowych 7.
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| x=05[m / : <: Z;m
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Rys. 1. Przebieg anormalnej dyfuzji w wezle x = 0.5 m
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Rys. 2. Rozklady anormalnej dyfuzji dla «=0.75, 1.25, 1.5 1.75

W klasycznym réwnaniu dyfuzji (1) uklad zawsze dgzy do stanu réwnowagi.
Dla a <1 w rozwigzaniu réwnania (2) uktad ma cechy relaksacyjne, a dla o> 1
cechy relaksacyjno-oscylacyjne wzgledem punktu rownowagi (mozna zauwazyé
zachowanie posrednie pomigdzy klasyczna dyfuzja a propagacja fali). Analizujac
wykresy na rysunku 2, mozna zaobserwowacé, ze przebieg dyfuzji w uktadzie jest
bardziej ,,stromy” dla zwigkszajacego si¢ rzedu pochodnej w réwnaniu. Przyjete
jednakowe warunki brzegowo-poczatkowe oraz jednakowy wspotezynnik anor-
malnej dyfuzji k, we wszystkich prezentowanych rozwigzaniach pozwala nam
obserwowacé szybko$¢ zachodzenia anormalnej dyfuzji w czasie (rys. 1).

Whioski

W pracy zostal podany schemat numeryczny MRS rozwiazania réwnania roz-
niczkowego czgstkowego z pochodng niecalkowitego rzedu po czasie z zadanymi
warunkami brzegowo-poczatkowymi. Zostaly zaprezentowane przykladowe roz-
wigzania. Problem anormalnej dyfuzji jest wciaz badany i rézni autorzy proponuja
nowe rozwigzania i modele oparte na réwnaniach rézniczkowych z operatorami
niecalkowitego rzgdu. W dalszych pracach nad modelem anormalnej dyfuzji chce-
my okresli¢ sposob wyliczania wspdlczynnika anormalnej dyfuzji &,, ktory bedzie
uzalezniony od wlasnosci fizycznych danego osrodka.
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