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Wprowadzenie

Metody graficzne sg kojarzone przede wszystkim z zagadnieniami statystyki
opisowej. W tradycyjnym ujeciu petnig one funkcje pomocnicza — stuza do przed-
stawienia rozktadow, relacji migdzy zmiennymi czy wykrywania obserwacji od-
stajacych. Ich rola ogranicza si¢ czgsto do wstepnej analizy danych, ktora poprze-
dza wlasciwe wnioskowanie statystyczne. W statystyce opisowej wykresy (np.
histogramy, wykresy pudetkowe, wykresy rozrzutu) utatwiajg interpretacje nawet
bardzo ztozonych zalezno$ci w zbiorach danych, czynigc wyniki bardziej przy-
stepnymi 1 zrozumiatymi dla odbiorcy. W tym sensie wykresy sg traktowane jako
narzedzie eksploracji umozliwiajgce intuicyjne zrozumienie struktury danych.

Whioskowanie statystyczne odgrywa jednak kluczowa role w badaniach na-
ukowych, poniewaz umozliwia uogolnianie wynikow uzyskanych z proby na cata
populacje oraz szacowanie niepewnosci tych uogdlnien. Ta fundamentalna wta-
$ciwos¢ czyni je niezastgpionym narzedziem w niemal wszystkich dyscyplinach
nauki — od medycyny i fizyki, przez psychologie¢, az po ekonomig i finanse. Klu-
czowe znaczenie wnioskowania statystycznego polega rowniez na jego roli w za-
pewnianiu powtarzalno$ci i weryfikowalnosci badan naukowych. Poprzez formali-
zacj¢ procedur testowania hipotez 1 szacowania niepewnosci metody statystyczne
umozliwiajg innym badaczom ocen¢ wiarygodnosci przedstawionych wynikow oraz
replikacje badan. To z kolei przyczynia sie do akumulacji wiedzy naukowej i eli-
minowania btednych wnioskow. Metody wnioskowania statystycznego nie tylko
umozliwiaja uogdlnianie wynikow badan, ale tez staty si¢ fundamentalnym narze-
dziem wspierajgcym rozwoj wspotczesnej nauki, zapewniajac jej rygor metodo-
logiczny, obiektywno$¢ i mozliwos¢ empirycznej weryfikacji teorii naukowych.

Wraz z rozwojem metod wizualizacji danych, a takze coraz wicksza dostep-
noscig narzedzi obliczeniowych metody graficzne zaczynajg odgrywac znacznie
wazniejsza role rowniez w kontekscie wnioskowania statystycznego. Coraz cze-
sciej sa one wykorzystywane nie tylko w celu zilustrowania wynikow, lecz rowniez
jako integralny element procesu podejmowania decyzji statystycznych. W szczego6l-
nosci pozwalajg zobrazowac oceng istotnosci statystycznej, wiarygodnosc¢ szacun-
kéw czy pordwnanie modeli — w sposob bardziej przejrzysty i przystepny niz tra-
dycyjne wskazniki liczbowe.

Znaczenie metod graficznych we wnioskowaniu statystycznym rosnie,
zwlaszcza w kontekscie eksploracyjnej analizy danych oraz komunikacji wynikow
testow statystycznych. Graficzne przedstawienie rozktadow statystyk testowych,



p-wartosci czy przedzialdow ufnoSci pozwala lepiej zrozumie¢ mechanizmy lo-
sowe, oceni¢ zatozenia modeli oraz zilustrowaé efekty badanych zjawisk. Coraz
czesciej wizualizacje wspierajg interpretacje wynikow testow permutacyjnych czy
bootstrapowych, utatwiajac zardéwno eksploracje, jak i prezentacje wnioskow.

W niniejszej monografii podjeto probe zwrocenia uwagi na znaczng i coraz
wigksza role metod graficznych w zagadnieniach wnioskowania statystycznego.
Szczego6lng uwage poswiecono ich zastosowaniu w permutacyjnym wnioskowa-
niu statystycznym opartym na modelu Fishera-Pitmana. Podejscie to stanowi in-
teresujaca i coraz szerzej akceptowang alternatywe wobec klasycznego modelu
populacyjnego, znanego z ujecia Neymana-Pearsona.

Permutacyjne testy statystyczne, bedace podstawa tego modelu, pozwalaja na
oceng istotnosci bez konieczno$ci przyjmowania zatozen o rozktadzie zmiennej lo-
sowej w populacji. Dzieki temu sg one szczegdlnie uzyteczne w analizach danych
o nietypowe;j strukturze lub w badaniach, w ktérych klasyczne zatozenia nie s spet-
nione. Co istotne, permutacyjne metody daja si¢ w sposob naturalny przedstawi¢
i zinterpretowac graficznie — np. poprzez rozklad permutacyjny statystyki testowe;j
czy wizualizacje p-warto$ci na podstawie probkowania permutacyjnego.

Opracowywanie nowych metod badawczych stanowi istotny element pracy
naukowej. Wazng role w ich analizie i prezentacji odgrywa wizualizacja. Zasto-
sowanie tego narzgdzia przedstawiono na przyktadzie autorskiego wielowymia-
rowego testu pustych cel. Takie wizualne podejs$cie nie tylko zwigksza transpa-
rentnos$¢ procesu wnioskowania, ale takze utatwia jego komunikacje — zaréwno
w kontekscie dydaktycznym, jak i w prezentacji wynikéw badan naukowych.
W efekcie metody graficzne zyskuja na znaczeniu nie tylko jako narzedzie wspo-
magajace interpretacje¢, lecz takze jako petnoprawna czgs¢ procesu analizy staty-
stycznej.

Monografia ma na celu ukazanie rosngcego znaczenia metod graficznych
w kontekscie wnioskowania statystycznego, a nie jedynie w ramach klasycznej
statystyki opisowej. Zmierza to do wykazania, ze wizualizacja danych moze pet-
ni¢ funkcje¢ nie tylko ilustracyjng, lecz takze analityczng i inferencyjna, wspierajac
proces podejmowania decyzji w badaniach statystycznych. Ponadto w pracy uka-
zano potencjal wizualizacji w ulatwianiu interpretacji i komunikacji wynikow
wnioskowania statystycznego, zwlaszcza w kontekscie metod symulacyjnych,
w tym testow permutacyjnych. Wskazano rowniez, ze graficzne przedstawienie
wynikow testow permutacyjnych (np. rozktadéw permutacyjnych statystyk testo-
wych, wizualizacji p-wartosci) sprzyja transparentnosci i interpretowalnosci wy-
nikow analiz statystycznych.

W niniejszej monografii wyrdzniono sze$¢ rozdziatdéw. W rozdziale pierw-
szym przytoczono wybrane historyczne fakty dotyczace wnioskowania staty-
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stycznego oraz graficznych prezentacji historycznych zwigzanych z opisem nie-
pewnosci.

W rozdziale drugim przedstawiono wybrane typy wykresow, ktore mogg by¢
wykorzystywane w prezentacji wynikow wnioskowania statystycznego. Uwzgled-
niono m.in. funkcje rozktadu prawdopodobienstwa, ggstosci teoretyczne i empi-
ryczne, wykresy Q-Q plot i P-P plot, a takze wykresy z wynikami wnioskowania
statystycznego, w tym testow permutacyjnych.

W rozdziale trzecim skoncentrowano si¢ na wizualizacji rozktadow teore-
tycznych zmiennych losowych oraz prezentacji oszacowan takich rozktadow.
Uwzgledniono najczesciej stosowane rozktady teoretyczne, takie jak rozktad nor-
malny, t-Studenta i chi-kwadrat.

W kolejnym rozdziale omowiono sposoby prezentacji wynikow wnioskowa-
nia statystycznego z wykorzystaniem wybranych bibliotek programu R. Wska-
zano m.in. na wybrane funkcje pakietow: gginference, ggpval, ggpubr,
ggsignif, ggstatsplot, ggdist i infer. Zwrocono réwniez uwage na po-
trzebe inicjatywy badacza w poszukiwaniu form wizualizacji ,,nietypowych” za-
gadnien zwigzanych z wnioskowaniem statystycznym. W tym przypadku przed-
stawiono przyktady wizualizacji dotyczacych testu pustych cel.

Rozdzial piaty to charakterystyka wnioskowania w modelu permutacyjnym.
Whnioskowanie to opiera si¢ na modelu Fishera-Pitmana, ktory cechuje si¢ istotnymi
wiasno$ciami, a bardzo rzadko jest stosowany w naukach ekonomicznych. Wnio-
skowanie permutacyjne wspomagano pakietami wPerm, coin, perm, resample,
exactRankTests i infer.

Rozdziat szésty ukazuje mozliwosci przeprowadzania analiz statystycznych
on-line. W procedurach zaprezentowanych w tym rozdziale odwotano si¢ do da-
nych dostepnych w Banku Danych Lokalnych. Przedstawiono sposoby pobierania
danych on-line, metody wizualizacji tych danych oraz realizacj¢ wnioskowania
permutacyjnego.

W ninigjszej monografii przyjeto okreslona konwencj¢ zapisu i oznaczen,
ktorych zestawienie przedstawiono ponizej. Kody zrédtowe w programie R oraz
odpowiadajace im rezultaty wykonania polecen sa prezentowane w nastepujacy
Sposob:

data(mtcars)
head(mtcars)

# mpg cyl disp hp drat wt gsec vs am gear carb
# Mazda RX4 21.0 6 160 110 3.90 2.620 16.46 0 1 4

# Mazda RX4 Wag 21.0 6 160 110 3.90 2.875 17.02 0 1 4 4
# Datsun 710 22.8 4 108 93 3.85 2.320 18.61 1 1 4 1
# Hornet 4 Drive 21.4 6 258 110 3.08 3.215 19.44 1 0 3 1
# Hornet Sportabout 18.7 8 360 175 3.15 3.440 17.02 0 O 3 2
# Valiant 18.1 6 225 105 2.76 3.460 20.22 1 O 3 1
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W pracy odwotano si¢ do roznych zbiorow dostepnych w R. Zbiory sg ozna-
czane jako mtears, iris. Szczegotowy opis zbiorow wykorzystanych w analizach
mozna znalez¢ np. w Wickham (2009), Albert i Rizzo (2012), Konczak (2024a),
Konczak i Kosiniska (2026). W tekscie zastosowano nastepujace wyrdznienia: na-
zwy pakietow programu R zapisano jako ggplot2, zmienne jako c¢y/, natomiast
funkcje jako ggplot().

Dla skutecznego korzystania z tresci jest wymagana znajomos¢ podstaw ob-
shugi srodowiska programistycznego R oraz systemu RStudio (2026). Niezbedna
jest takze znajomos$¢ podstaw wizualizacji danych, w szczegodlnosci pakietu
ggplot2 (Wickham, 2009; Konczak, 2024b). Materialy pomocnicze, w tym kody
procedur w R zamieszczono na stronie internetowej Konczak (2026).
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1. Rys historyczny metod wnioskowania
statystycznego i wizualizacji niepewnosci

Swiata nie da sie zrozumiec bez liczb.
Ale swiata nie da sie zrozumiec¢ wytqcznie za pomocq liczb.

Hans Rosling (Rosling i in., 2018, s. 176)

Za panowania Henryka II (1154—1189) w Mennicy Krélewskiej w Londynie
ustanowiono ceremoni¢ 77ial of the Pyx. Termin ,,Pyx” w staroangielskim ozna-
cza ,,skrzyni¢” lub ,,puszke” (Aczel, 2000, s. 670). Ceremonia ta miata wymiar
religijny i byta zwigzana z oceng jakos$ci ztotych monet wykonywanych w men-
nicy krolewskiej. Codziennie jedna z monet ze zlota (czasami srebrne monety)
wyprodukowanych w mennicy byta losowo wybierana (probkowanie) i umiesz-
czana w skrzyni. Co trzy lub cztery lata otwierano skrzynie, zliczano monety
1 ustalano ich taczng wage. Wynikowa wagg zestawiono z ustalonym standardem,
uwzgledniajac liczbe monet i okreslony zakres tolerancji. Dzigki tej ceremonii
krol mogt nadzorowaé wykorzystanie krolewskiego ztota. Gdyby monety wyka-
zywaly zbyt duza wage, oznaczatoby to nadmierne wyczerpanie ztota ze skarbca
krolewskiego. I odwrotnie, gdyby monety miaty niedobor wagi, waluta tracitaby
na wartosci, a osoba z obstugi mogtaby potencjalnie skorzysta¢ z powierzonego
ztota. Po pomyS$lnym zakonczeniu proby organizowano wielkg uczte. W przy-
padku negatywnego wyniku mistrz mennicy mogt trafi¢ do wigzienia, a nawet
zosta¢ skazany na $mier¢. Od 1699 do 1727 roku mistrzem mennicy byl wybitny
naukowiec Isaac Newton. W tym okresie jedna z weryfikacji zakonczyla si¢ nie-
pomyslnie, ale w tych czasach kary nie byly juz tak surowe, jak we wczesniej-
szych wiekach (Aczel, 2000, s. 670). Ceremonia Trial of the Pyx stanowi niezwy-
kta ilustracje zastosowania metodologii probabilistycznych i zasad statystycznych
setki lat przed formalnym ustanowieniem podstaw rachunku prawdopodobien-
stwa. W latach dwudziestych XX wieku Walter A. Shewhart zaproponowat karty
kontrolne jako narzedzie sterowania jako$cig proceséw produkcyjnych (Iwasie-
wicz i Paszek, 2000; Konczak, 2000, 2007). Idea kart kontrolnych przypomina
opisane powyzej rozwigzanie. Karty kontrolne stanowia niezwykle powiazanie
wnioskowania statystycznego i graficznej prezentacji.



W 1662 roku John Graunt, uznawany za tworce demografii i statystycznych
badan populacji, opublikowat ksiazke Natural and Political Observations Men-
tioned in a Following Index, and Made upon the Bills of Mortality (Bernstein,
1997, s. 70). Zaobserwowal, ze umieralno$¢ w miastach jest wyzsza niz na wsi,
ze wigcej rodzi si¢ chtopcoéw niz dziewczynek. Zauwazyt jednak, ze dlugotrwata
rownowaga pici byta zachowana, poniewaz umieralno$¢ mezczyzn jest wigksza
niz kobiet. Opracowat takze tabele umieralnosci w kategoriach dtugosci zycia dla
wieku od 6 do 76 lat w odstepach dziesigcioletnich (zob. tabela 1.1).

Tabela 1.1. Liczba dozywajacych danego wieku dla 100 urodzonych

Wiek (lata) Liczba dozywajacych
0 100
6 64
16 40

26 25
36 16
46 10
56 6
66 3
76 1
80 0

Zrodto: Opracowanie whasne na podstawie: Bernstein (1997).

W tabeli 1.1 przedstawiono wyniki analiz przeprowadzonych przez Johna
Graunta w 1662 roku, anarys. 1.1 wyniki te zostaty zobrazowane graficznie. O ile
John Graunt formutowatl pewne tezy, to jednak nie pojawiat si¢ w jego zapisach
formalny zapis hipotez statystycznych. Pierwszy test hipotezy zerowej, dotycza-
cej proporcji liczby urodzen chlopcow i dziewczynek w Londynie, pojawia si¢
w pracy Johna Arbuthnota z 1710 roku. John Arbuthnot, szkocki fizyk i matema-
tyk, w 1710 roku w artykule An Argument for Divine Providence (Arbuthnot,
1710) przeanalizowal rejestry urodzen w Londynie dla kazdego z 82 lat od 1629
do 1710 roku oraz stosunek liczby urodzen chtopcéw do liczby urodzen dziew-
czynek. W wyniku przeprowadzonych badan stwierdzil, ze w kazdym z analizo-
wanych lat liczba urodzen chtopcoéw w Londynie byta wyzsza niz liczba urodzen
dziewczynek. Ta publikacja z 1710 roku jest prawdopodobnie najwcze$niejszym
rozwazaniem o formie badawczej przypominajgcej hipoteze statystyczng (Zar,
2010; Baszczynska, 2016).
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Rys. 1.1. Wizualizacja przezywalnosci na podstawie danych z tablicy Graunta

Zrodio: Opracowanie whasne na podstawie danych z tabeli 1.1,

]

Liczba chlopcdw do liczby dziewczynek
=

=
=

1640 1660 1630 1700
Rok

Rys. 1.2. Stosunek liczby urodzonych chtopcéw do liczby urodzonych dziewczynek
w Londynie (1629-1710)

Rysunek 1.2 przedstawia stosunek liczby urodzonych chtopcéw do liczby
urodzonych dziewczynek w Londynie w latach 1629-1710. Widoczne jest, ze
kazdego roku analizowany wskaznik przyjmuje wartosci wigksze od 1,00, a dos¢
czgsto wicksze nawet od 1,10.
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Adolphe Quetelet zaproponowat szerokie, systematyczne stosowanie staty-
styki jako metody badawczej do nauk spotecznych. Zbieral dane o spoteczenstwie
1 okreslat rozktad czesto$ci wystgpowania poszczegdlnych odmian warto$ci zja-
wiska (Tarka i Olszewska, 2018). Quetelet w 1844 roku zadziwil statystykow,
porownujac rozktad wzrostu tych, ktorzy ustuchali wezwania do poboru, z aktu-
alnym rozktadem wzrostu w populacji generalnej (Rao, 1994, s. 55). Na tej pod-
stawie obliczyt, ze ponad 2000 mezczyzn uchylito si¢ od poboru, pozorujac, ze
ich wzrost jest nizszy od minimalnego, kwalifikujacego do poboru. To bez wat-
pienia interesujacy pokaz praktycznego zastosowania metod wnioskowania staty-
stycznego.

Poréwnanie liczby urodzen chtopcow i dziewczynek, podobnie jak wczesniej
zrealizowat to Arbuthnot, ale dla wielu miast Europy, w 1778 roku przeprowadzit
Pierre-Simon Laplace. Laplace zebrat i przeanalizowat dane z wielu miast euro-
pejskich, aby sprawdzi¢, czy ta nierownowaga jest zjawiskiem powszechnym czy
tez specyficznym dla Londynu. Na podstawie dostepnych danych Laplace obli-
czyl, ze prawdopodobienstwo urodzenia chtopca jest wigksze niz % (Laplace,

1820). Jego analiza byta jednym z pierwszych formalnych zastosowan statystyki
do wnioskowania o populacji na podstawie danych z proby, a jej wniosek byt
sformutowany w kategoriach $cistych prawdopodobienstw. Jednoczesnie po raz
pierwszy sformalizowat ide¢ hipotezy zerowe;.

Historycznie za pierwszy formalnie opracowany test statystyczny uznaje si¢
test chi-kwadrat, zaproponowany przez Karla Pearsona w 1900 roku (Pearson,
1900; Plackett, 1983). Test ten jest wykorzystywany do oceny zgodnosci rozktadu
empirycznego z rozkladem teoretycznym oraz do badania niezalezno$ci zmien-
nych losowych w tablicach kontyngencji. Byt to przelomowy moment w rozwoju
statystyki, poniewaz umozliwil matematyczne weryfikowanie hipotez na podsta-
wie danych z proby, a nie tylko ich opis.

W 1908 roku William Sealy Gosset — statystyk i piwowar z zaktadow Guin-
ness w Dublinie — opublikowal pod pseudonimem ,,Student” prace, w ktorej
przedstawil nowg metod¢ wnioskowania dla niewielkich prob pomiarowych. Re-
zultaty tej pracy do dzi§ sa powszechnie znane jako test t-Studenta i rozktad
t-Studenta.

W 1920 roku Jarl Waldemar Lindeberg oraz Paul Lévy sformutowali cen-
tralne twierdzenie graniczne w nowoczesnej postaci. Twierdzenie glosito, ze suma
duzej liczby niezaleznych zmiennych losowych, nawet o réznych rozktadach, ma
w przyblizeniu rozktad normalny — pod warunkiem spetnienia do§¢ ogdlnych wa-
runkow dotyczacych momentow tych zmiennych.
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Jerzy Sptawa-Neyman wykorzystal metody permutacyjne w swojej rozprawie
doktorskiej z 1923 roku poswieconej badaniom nad do$wiadczeniami w rolnic-
twie (Sptawa-Neyman, 1923). Publikacja ta dlugo pozostawata nieznana $wiato-
wej spotecznos$ci statystykow, poniewaz na jezyk angielski zostata przettuma-
czona dopiero w 1990 roku (Lehmann i Romano, 2005, s. 210; Bednarski, 2013,
s. 13; Berry i in., 2014, s. 14). Jest to pierwsze historyczne zastosowanie modelu
permutacyjnego na potrzeby wnioskowania statystycznego.

Zaproponowane przez Waltera A. Shewharta w 1924 roku karty kontrolne
staly si¢ kluczowym narzedziem w sterowaniu jakoscig proceséw produkcyjnych.
Karty kontrolne to faktycznie sekwencje testow statystycznych, ich sita tkwi
przede wszystkim w przejrzystej prezentacji graficznej, umozliwiajacej szybkie
wykrywanie odchylen (Iwasiewicz i Paszek, 2000; Konczak, 2000, 2007). Trans-
formuja one rygorystyczne, matematyczne procedury testowania hipotez w intui-
cyjny jezyk wizualny (rys. 1.3) zrozumialy dla kazdego operatora procesu. Wykre-
$lone granice kontrolne nie sg jedynie liniami pomocniczymi, lecz geometryczng
reprezentacjg przedziatow ufnosci, co sprawia, ze kazdy punkt naniesiony na wy-
kres staje si¢ natychmiastowym sprawdzianem stabilno$ci procesu produkcyj-
nego, niewymagajacym od uzytkownika wykonywania skomplikowanych obli-
czen. Dzigki tej syntezie statystyka przestaje by¢ abstrakcyjna teorig liczb, a staje
sie dynamicznym obrazem, gdzie wyjscie poza granice kontrolne lub nielosowy
uktad punktow jest w istocie graficznym sygnatem odrzucenia hipotezy o prawi-
dlowym przebiegu procesu. Niezwykle skuteczne w nastgpnych dziesigcioleciach
karty kontrone poniekad miaty swdj pierwowzor we wezesniej wspomniane;j tra-
dycji Trial of the Pyx.

106 GLK

Srednia z prébek

Numer prébki ’
Rys. 1.3. Karta kontrolna X
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Kolejnym waznym etapem na drodze popularyzacji i formalizacji metod
wnioskowania statystycznego byto wprowadzenie poziomu istotnosci a (zazwy-
czaj 0,05; 0,01 lub 0,10) oraz testu F (analiza wariancji, ANOVA) przez Ronalda
Aylmera Fishera w 1925 roku. W tym samym czasie Fisher (1925) przedstawit
idee testow doktadnych i testow permutacyjnych. Idea ta zostata szeroko opisana
z przyktadem zastosowania w eksperymencie The Lady Tasting Tea (Salsburg,
2001). Berry i in. (2014, s. 3) wskazuja, ze znaczny wklad w rozwdj teorii testow
permutacyjnych wniesli takze Robert Charles Geary (1927) oraz Thomas Eden
i Frank Yates (1933). Kluczowe dla sformalizowania testowania hipotez byly prace
Jerzego Neymana i Egona Pearsona (1928a, 1928b), w ktorych zostaty wprowa-
dzone pojecia btedoéw 1 i IT rodzaju, mocy testu oraz poziomu istotnosci («), a takze
kompleksowe powigzanie tych poje¢. Model populacyjny wnioskowania staty-
stycznego przedstawiony przez Neymana i Pearsona stat si¢ kluczowym modelem,
ktory jest nauczany praktycznie na wszystkich kursach statystyki matematycznej.

Sformalizowanie zaproponowanego wczes$niej modelu permutacyjnego przed-
stawil w latach 1937-1938 Edwin J. G. Pitman (1937a, 1937b, 1938). Mimo znacz-
nej atrakcyjnosci tej formy wnioskowania statystycznego w tamtych czasach nie
mogl on znalez¢ szerokiego praktycznego zastosowania ze wzglgdu na brak od-
powiednich mozliwos$ci obliczeniowych.

Jerzy Neyman (1937) wprowadzit pojecie przedzialow ufnosci dla parame-
trow populacji. Jego praca byla kluczowa w rozwoju teorii estymacji i wniosko-
wania statystycznego. Przedzialy ufno$ci umozliwiajg wizualizacje i komunikacje
niepewnos$ci pomiarow, co jest szczegdlnie wazne w naukach empirycznych.

W 1947 roku Abraham Wald wprowadzit testy sekwencyjne. Tradycyjne te-
sty statystyczne wymagaja z gory ustalonej wielkosci proby. Dopiero po zebraniu
wszystkich danych przeprowadza si¢ test i podejmuje decyzje. Wald zapropono-
wal test sekwencyjny, w ktorym dane sg analizowane w miar¢ ich naptywania,
a decyzja o przyjeciu lub odrzuceniu hipotezy moze by¢ podjeta w dowolnym
momencie, gdy zgromadzone argumenty sa wystarczajaco silne (Wald, 1947).

W 1958 roku Edward L. Kaplan i Paul Meier opublikowali prace, ktora wpro-
wadzita do statystyki estymator Kaplana-Meiera — metode do estymacji funkcji
przezycia (ang. survival function) w obecnosci cenzurowanych danych. Jest to
obecnie wazne narzedzie w analizie danych przezycia, szczegolnie w medycynie,
biologii 1 innych dziedzinach, gdzie badane zdarzenia mogg by¢ niepetnie zaob-
serwowane (Kaplan i Meier, 1958).

Problem jednoczesnego testowania wielu hipotez (testowanie wielokrotne)
rozwazat John W. Tukey (1977). Przedstawit tez w 1970 roku konstrukcje wykre-
sow pudetkowych, ktore z czasem staty si¢ powszechnym narzedziem do wizua-
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lizacji zmiennosci i niepewnosci. We wnioskowaniu statystycznym szczegdlnie
pomocne moga by¢ wykresy pudetkowe z wcigciami (boxplot with notched). Wy-
kresy pudetkowe z nacigciami wykorzystujg ,,naci¢cie” lub zwezenie pudetka wo-
kot mediany. Wycigcia sg przydatne w dostarczaniu wskazoéwek dotyczacych
istotnosci réznicy median; jesli wycigcia dwoch pudetek nie naktadaja sie na sie-
bie, stanowi to dowdd statystycznie istotnej réznicy miedzy medianami.
Powyzszy przeglad ukazuje, ze formalizacja statystyki rozwijata si¢ rowno-
legle z potrzebami cywilizacyjnymi, a jej zwigzki z praktyka — od mennictwa po
przemyst, rolnictwo, medycyne i psychologie — pokazujg uniwersalnosc¢ i znacze-
nie metod statystycznych w rozumieniu wspolczesnego Swiata. W tabeli 1.2
przedstawiono wybrane fakty o kluczowym znaczeniu z prac nad rozwojem teorii
wnioskowania statystycznego 1 wizualizacji niepewnos$ci. Czg$¢ z tych mozliwo-

$ci zostanie przedstawiona w kolejnych rozdziatach.

Tabela 1.2. Chronologia najwazniejszych testow statystycznych

i wizualizacji niepewnosci

Rok Test/statystyka/pojecie Tworca/autor
1662 | Analiza urodzen w Londynie John Graunt

1710 | Pierwszy test hipotezy zerowej John Arbuthnot

1778 | Formalizacja hipotezy zerowej Pierre-Simon Laplace

1900 | Test chi-kwadrat Karl Pearson

1908 | Test z-Studenta William S. Gosset (,,Student”)
1920 | Centralne twierdzenie graniczne Waldemar Lindeberg, Paul Lévy
1923 | Zastosowanie metod permutacyjnych Jerzy Sptawa-Neyman

1924 | Wprowadzenie kart kontrolnych Walter A. Shewhart

1925 | Testy F, ANOVA, poziom istotno$ci Ronald A. Fisher

1925 | Testy doktadne, testy permutacyjne Ronald A. Fisher

1933 | Formalizacja testowania hipotez Jerzy Neyman, Egon Pearson
1937 | Formalizacja idei testow permutacyjnych Edwin J. G. Pitman

1937 | Przedzialy ufnosci Jerzy Neyman

1947 | Testy sekwencyjne Abraham Wald

1955 Test Wilcoxona Frank Wilcoxon

1956 Test Kruskala-Wallisa William Kruskal, W. Allen Wallis
1958 | Estymator Kaplana-Meiera Edward L. Kaplan, Paul Meier
1970 | Wykresy pudetkowe (boxplot) John W. Tukey

1977 | Testy wielokrotnych poréwnan John W. Tukey

1979 Metody bootstrapowe Bradley Efron

1999 | Gramatyka grafiki Leland Wilkinson

2007 Pakiet ggplot2 Hadley Wickham

Zrodto: Opracowanie wiasne na podstawie: Lange i Banasinski (1970); Kotz i in. (2006); Konczak i Ztoto$

(2026).
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Rozwoj techniki obliczeniowej i grafiki cyfrowej otworzyt nowe mozliwos$ci
w wizualizacji niepewnos$ci. Mozliwe stalo si¢ konstruowanie ztozonych i dyna-
micznych wizualizacji. Pojawily si¢ mozliwosci konstrukcji animacji, interaktyw-
nych dashboardéw i bardziej zaawansowane techniki graficzne, aby skuteczniej
przekazywac informacje o niepewnosci.

W wizualizacji danych milowym krokiem byto zaproponowanie przez Lelanda
Wilkinsona (Wilkinson 1 Wills, 2005) idei gramatyki grafiki (Grammar of Graphics)
w 1999 roku, a nastepnie zrealizowanie jej w srodowisku R w 2007 roku w pa-
kiecie ggplot2 przez Hadleya Wickhama (2009). W kolejnych latach opraco-
wano wiele bibliotek dla programu R pozwalajgcych na konstrukcj¢ ztozonych
wizualizacji, w szczegdlnosci na potrzeby wnioskowania statystycznego. Wizua-
lizacje wynikdéw analiz on-line i wnioskowania statystycznego prezentowane
w kolejnych rozdziatach wykorzystuja wspomniang ide¢ i pakiet ggplot2.
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2. Charakterystyka wybranych metod
graficznych stosowanych we wnioskowaniu
statystycznym

Doskonatosc¢ graficzna polega na przekazywaniu ztozonych idei
W sposob jasny, precyzyjny i skuteczny.

Edward R. Tufte (2013, s. 51)

Wykresy statystyczne sa glownie wykorzystywane w charakterystyce wstep-
nej zbioru danych, a takze przy prezentacji wynikow analiz statystycznych. Do-
brze dobrana grafika statystyczna moze takze wspomagac¢ rézne etapy wniosko-
wania statystycznego.

Wybrane rodzaje metod wizualizacji danych przedstawiono w Konczak
(2024a, s. 35-71). W tej czesci monografii skoncentrowano si¢ na przedstawieniu
zwigztej charakterystyki wybranych typow wykresow zwigzanych z rozktadami
zmiennych losowych, estymacja nieparametryczna, konstrukcjg przedziatlow uf-
nos$ci 1 weryfikacja hipotez statystycznych, takze dla wnioskowania permutacyj-
nego.

W niniejszym rozdziale przedstawiono zwigzla charakterystyke nastepuja-
cych typoéw prezentacji graficznych:
e wykres rozktadu prawdopodobienstwa (zmienna losowa skokowa);
e wykres gestosci prawdopodobienstwa (zmienna losowa ciggla);
e wykres dystrybuanty;
e wykresy przedzialow ufnosci, wstega ufnosci;
e wykresy ocen estymacji nieparametryczne;j;
e histogram z dopasowang funkcjg gestosci;
e wykresy rozrzutu z gesto§ciami brzegowymi;
e wykresy dla przedzialow ufnosci w analizie regresji;
e wykresy dla przedzialow prognoz;
e Q-Qplot;
e P-Pplot;
e wykresy dla testow permutacyjnych.



Przed prezentacjg charakterystyki wskazanych powyzej rodzajow wykresow
zostang przedstawione kluczowe okreslenia (Trzpiot i Konczak, 2002; Zelia$ i in.,
2002):

Rozklad prawdopodobienstwa zmiennej losowej dyskretnej X moze by¢ za-
dany nastepujgco:

PX=x)=p;dlai=12, .., klubi=1.2,.. @.1)
gdziep; > 0oraz Y- p; =1lub X72,p; = 1.

Gestos¢ prawdopodobienstwa zmiennej losowej ciaglej to funkcja f: R —
— [0, ) spetniajaca nastepujace warunki:
l. f(x)=0,dlax €R.
2. ffooof(x)dx = 1.

Dystrybuanta zmiennej losowej X to funkcja F: R — [0,1] zadana nastepu-
jacym wzorem:

F(x)=P(X<x)dlax €eR (2.2)

Tak okreslona funkcja F (x) zawsze spetnia nastepujace warunki:
.0<SF(x) <1
. F(x) jest funkcja niemalejgca.
. F(x) jest funkcja lewostronnie ciagta.
lim F(x) = 0 oraz ;li—{?oF(x) =1.

x—>—00

Nalezy zaznaczy¢, ze w niektorych zrodtach lub kontekstach definicja dystry-
buanty wykorzystuje nierownos$¢ stabg (F(x) = P(X < x)). Rdznica w tych okresle-
niach jest nieistotna dla rozkladow ciaglych, ale istotna dla rozktadow dyskret-
nych.

Przedzialem ufnosci dla nieznanego parametru 0 na poziomie ufnosci 1 — o
jest przedziat losowy [L, U], ktorego krance sg statystykami z proby, spelniajacy
warunek, ze prawdopodobienstwo pokrycia prawdziwej warto$ci parametru jest
co najmniej roéwne 1 — a, czyli:

PL<O<U)>1-a (2.3)

AW N =

Estymacja nieparametryczna zajmuje si¢ szacowaniem wlasciwosci rozktadu
prawdopodobienstwa (np. jego gestosci lub dystrybuanty) bez wczesniejszych za-
lozen o jego konkretnej, parametrycznej formie. Gtownym atutem tej formy esty-
macji jest uniwersalnos¢, poniewaz model jest dopasowywany bezposrednio do
obserwacji, a nie do z gory przyjetej teorii. Dla nieznanej funkcji gestosci f{x)
nieparametryczng ocen¢ mozna uzyskac, wykorzystujac estymator jadrowy po-
staci (Domanski i Pruska, 2000; Baszczynska, 2016):
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faG) = 23 K (55 (2.4)

gdzie:

K(x) — funkcja jadra,

h > 0 — parametr wygtadzania (szerokos$¢ okna),
n — liczebnos¢ proby.

Testy permutacyjne to alternatywne podejscie do wnioskowania statystycz-
nego opartego na klasycznym podejsciu Neymana-Pearsona (Konczak, 2016,
2020b). W testach permutacyjnych kluczowa rol¢ odgrywa Achieved Significance
Level (ASL) zadany nastgpujaco:

card{i:T;=Ty}
N

ASL ~ (2.5)

gdzie:

Ty — warto$¢ statystyki testowej na podstawie proby,

Ti — wartosci statystyki testowej dla i-tej permutacji i =1, 2, ..., N),
N — liczba permutacji zbioru danych.

Aby go wyznaczy¢, konstruuje si¢ empiryczny rozklad statystyki testo-
wej, symulujac dane przy zatozeniu prawdziwosci hipotezy zerowej (Ho). Wizua-
lizacja tego rozktadu pozwala zobaczy¢, jaki odsetek wygenerowanych warto$ci
(ASL) jest co najmniej tak skrajny, jak obserwowana wartos¢ statystyki testowe;.
W literaturze ASL czg¢sto jest okreslane jako p-wartos¢, tak jak w modelu klasycz-
nym.
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2.1. Wykresy rozktadu prawdopodobienstwa

Rozktad prawdopodobienstwa zmiennej losowej skokowej (dyskretnej) to
funkcja, ktora przypisuje kazdej mozliwej wartosci tej zmiennej odpowiednie
prawdopodobienstwo jej wystgpienia. Suma wszystkich prawdopodobienstw roz-
ktadu zmiennej skokowej jest rowna 1. Rozktad ten opisuje, z jakim prawdopo-
dobienstwem zmienna losowa przyjmie konkretng wartos¢ sposrod wszystkich
mozliwych wynikow w danym eksperymencie losowym. Na tej podstawie mozna
okresli¢, jak czesto poszczegdlne zdarzenia pojawiajg si¢ w calej przestrzeni zda-
rzen. Rozktad prawdopodobienstwa stanowi podstawe do analizowania i przewi-
dywania zachowania zmiennej losowej oraz podejmowania decyzji na podstawie
jej mozliwych wynikow.

Wykresy rozktadu prawdopodobienstwa dla zmiennej losowej skokowej sa
bardzo pomocnym narzgdziem do wizualizacji, ktére pozwala szybko okreslic,
jak rozktadajg si¢ wartos$ci tej zmiennej oraz jakie jest prawdopodobienstwo ich
wystapienia. Dzigki takim wykresom mozna tatwo dostrzec, ktore wartosci sg naj-
czestsze 1 majg najwigksze prawdopodobienstwo, a ktore pojawiajg si¢ rzadziej
1 83 stosunkowo mato prawdopodobne. Takie wykresy ulatwiajg takze identyfika-
cje zakresu zmienno$ci zmiennej losowej, pokazujac, na jakim obszarze warto$ci
skupiajg si¢ dane i jak rozktada si¢ prawdopodobienstwo pomigdzy nimi. Pozwala
to lepiej zrozumie¢ charakterystyke zmiennej, zwlaszcza w kontekscie analizy ry-
zyka, podejmowania decyzji czy modelowania statystycznego. Wizualizacja roz-
ktadu prawdopodobienstwa dla zmiennej skokowej umozliwia szybkie wyciaga-
nie wnioskow i wspiera interpretacje wynikow, co jest szczegolnie istotne przy
prezentacji danych osobom podejmujacym decyzje na podstawie analiz staty-
stycznych. Rozktad ten opisuje, z jakim prawdopodobienstwem zmienna losowa
przyjmuje poszczegoélne wartosci w danym eksperymencie losowym. Na jego
podstawie mozna analizowa¢ zachowanie zmiennej losowej, oblicza¢ miary po-
ozenia i zr6znicowania oraz formutowac wnioski probabilistyczne i statystyczne.
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2.2. Wykresy gestosci prawdopodobienstwa

Ggstos¢ prawdopodobienstwa to funkcja matematyczna, ktora opisuje, jak
rozktada si¢ prawdopodobienstwo wartosci zmiennej losowej cigglej na catym jej
zakresie. Pole pod catg krzywa funkcji gestosci jest rowne 1. W przeciwienstwie
do zmiennych dyskretnych, gdzie prawdopodobiefistwo jest przypisane konkret-
nym, pojedynczym warto$ciom, zmienne cigglte moga przyjmowac nieskonczenie
wiele wartosci w okreslonym przedziale, przez co prawdopodobienstwo wysta-
pienia doktadnie jednej, konkretnej warto$ci zawsze jest rowne zero. Gestosc
prawdopodobienstwa wskazuje, jak bardzo prawdopodobienstwo jest ,,skoncen-
trowane” w roznych czesciach zakresu zmiennej. Dzigki temu mozna za jej po-
mocg obliczy¢ prawdopodobienstwo, ze zmienna losowa przyjmie warto$¢ z okre-
slonego przedziatu, a miernikiem jest pole obszaru pod krzywa funkcji gestosci
w tym przedziale. Pole obszaru oblicza si¢ za pomocg catki oznaczonej z funkcji
gestosci w zadanym przedziale. Funkcja gestosci prawdopodobienstwa nigdy nie
moze przyjmowac warto$ci ujemnych (f (x) = 0). Wynika to wprost z aksjoma-
tow prawdopodobienstwa, ktore nie dopuszczaja istnienia ujemnej szansy na zaj-
$cie jakiegokolwiek zdarzenia.

Funkcja gestosci petni role narzedzia do analizy i opisu rozktadu zmiennych
ciggtych, umozliwiajac zrozumienie, gdzie w przestrzeni zdarzen wartosci skupia
si¢ najwicksza czgs¢ prawdopodobienstwa oraz jak rozklad ten moze wyglada¢
w praktyce. Jest to kluczowe dla dalszych analiz statystycznych, w tym estymacji,
testowania hipotez i modelowania statystycznego.

Wykresy gestosci prawdopodobienstwa dla zmiennej losowej ciaglej pozwa-
laja na szybka oceng zakresu zmienno$ci danej zmiennej, wskazanie zakreséw
warto$ci najbardziej 1 stosunkowo mato prawdopodobnych.
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2.3. Wykresy dystrybuanty

Dystrybuanta to podstawowa funkcja w teorii prawdopodobienstwa i staty-
styce, ktdra przypisuje kazdej liczbie rzeczywistej x warto$¢ okreslajaca prawdo-
podobienstwo, ze zmienna losowa X przyjmie warto§¢ mniejszg od x. Dystrybu-
anta zawiera pelng informacj¢ o tym, jak rozkladajg si¢ wartosci danej zmiennej
losowej. Jest to funkcja niemalejaca i przyjmuje wartosci od 0 do 1. Dystrybuanta
jest niezbednym narzedziem do opisu rozktadu zmiennych losowych zarowno
dyskretnych, jak i ciaglych, poniewaz umozliwia wyznaczenie prawdopodo-
bienstw realizacji dla roznych przedziatow wartosci zmiennej. W przypadku
zmiennych losowych dyskretnych dystrybuanta ma charakter skokowy — wartosci
prawdopodobienstw rosng skokowo w punktach odpowiadajgcych mozliwym re-
alizacjom zmiennej. Dla zmiennych losowych ciaglych dystrybuanta jest funkcja
ciagla, ktorej pochodna (jesli istnieje) jest funkcjg gestosci prawdopodobienstwa.

Dystrybuanta znajduje szerokie zastosowanie w analizie statystycznej, m.in.
do obliczania prawdopodobienstw zdarzen, testowania hipotez czy tez budowania
modeli probabilistycznych. Dzi¢ki niej mozna roéwniez tatwo porownywac rozne
rozktady, bada¢ wtasnosci zmiennych losowych oraz wykonywa¢ symulacje. Jest
fundamentem wielu narzedzi statystycznych i probabilistycznych, stanowigc
swego rodzaju pomost migdzy surowymi danymi a ich probabilistyczng interpre-
tacjg. Mozna porownac dystrybuanty dwoch zmiennych, by ocenié, ktora zmienna
przyjmuje czesciej okreslone wartosci, ktora charakteryzuje sie wiekszym rozpro-
szeniem. Dystrybuanta odgrywa kluczowa rol¢ w generowaniu wartosci loso-
wych, w tym np. metoda odwracania dystrybuanty. Dystrybuanta umozliwia takze
wyznaczanie kwantyli, takich jak mediana czy kwartyle, ktére stuza do opisu po-
lozenia i rozproszenia rozktadu. Z tych powodéw dystrybuanta odgrywa wazna
role w symulacjach komputerowych.
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2.4. Wykresy dla estymacji nieparametryczne;j

Estymacja nieparametryczna to zbior metod statystycznych, ktore pozwalaja
na oszacowanie funkcji rozktadu prawdopodobienstwa lub innych charakterystyk
populacji bez przyjmowania zatozen dotyczacych konkretnego typu rozktadu (np.
normalnego, wyktadniczego). Oznacza to, ze w odrdéznieniu od metod parame-
trycznych, ktore opieraja si¢ na zatozeniu, ze dane pochodzg z okreslonego typu
rozktadu i sg w pelni opisane przez niewielka liczbe parametrow, metody niepa-
rametryczne sg znacznie bardziej elastyczne 1 dostosowujg si¢ bezposrednio do
struktury obserwowanych danych. Elastycznos$¢ ta ma jednak swoja ceng — me-
tody nieparametryczne zazwyczaj wymagaja znacznie wigkszych prob badaw-
czych niz ich parametryczne odpowiedniki. W przypadku zbyt matej liczby ob-
serwacji wygenerowana ocena rozktadu moze by¢ niewystarczajaca.

Estymacja nieparametryczna funkcji gestosci pozwala na oceng charaktery-
styk populacji. W szczeg6lnos$ci mozna oszacowac wartos¢ oczekiwang, warian-
cje zmiennej losowej, a takze oceni¢ asymetri¢ rozktadu. Metody te nie wymagaja
wczesniejszego okreslenia, z jakiego rozktadu mogg pochodzi¢ dane. Estymacja
nieparametryczna cechuje si¢ znaczng odpornoscia na btedy wynikajace z niewta-
sciwego doboru modelu, poniewaz nie wymaga wczesniejszej specyfikacji roz-
ktadu. W praktyce oznacza to, ze metody te sa szczegolnie przydatne, gdy nie ma
wystarczajacej wiedzy na temat rozktadu populacji lub gdy istnieje podejrzenie,
ze klasyczne modele parametryczne moga nie oddawac dobrze struktury danych.

Estymacja nieparametryczna funkcji gestosci pozwala na uzyskanie gtadkiej
krzywej opisujacej rozktad zmiennej losowej, uwzgledniajac np. wielomodalnos¢
czy asymetrie rozktadu. Dzigki temu mozliwe jest doktadniejsze zrozumienie i opi-
sanie danych, co ma kluczowe znaczenie w analizie statystycznej, podejmowaniu
decyzji oraz budowaniu modeli predykcyjnych.
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2.5. Histogram z dopasowang funkcjg gestosci

Histogram z dopasowana gestoscig jest graficznym narzgdziem stuzacym do
oceny nieznanej postaci rozkladu analizowanej zmiennej ciaglej na podstawie
proby. Laczy on w sobie dwie formy przedstawiania informacji: z jednej strony
pokazuje histogram, czyli sposob rozmieszczenia wartosci empirycznych w zbio-
rze danych, a z drugiej naktada na niego funkcj¢ gestosci. Stupki histogramu ob-
razuja, jak czesto dane warto$ci pojawiajg si¢ w okreslonych przedziatach. Kazdy
shupek odpowiada konkretnemu zakresowi warto$ci zmiennej, a jego wysoko$¢
pokazuje liczbeg obserwacji przeliczona na gestos¢, co pozwala poréwnywac hi-
stogram z ciggla oceng funkcji gestosci.

Na ten wykres naktada si¢ krzywa gestosci, ktora moze pochodzi¢ z réznych
zrodet. Moze to by¢ funkcja estymowana nieparametrycznie, najczesciej przy
uzyciu estymatora jadrowego, ktdry dopasowuje si¢ elastycznie do struktury da-
nych i pozwala uchwyci¢ nieregularnosci, takie jak wielomodalno$¢ czy asymetria.
Moze to by¢ réwniez funkcja gestosci wynikajaca z zatozonego rozktadu parame-
trycznego, np. normalnego, ktérego parametry ($rednia i odchylenie standardowe)
sg zadane lub estymowane na podstawie proby. Polaczenie histogramu i dopaso-
wanej gestosci pozwala w prosty i intuicyjny sposob ocenié, jak dobrze rozktad
teoretyczny jest dopasowany do danych rzeczywistych. Umozliwia tez wstgpng
diagnozg¢ nietypowosci w danych, takich jak obecnos¢ skrajnych wartosci, asyme-
trii czy wielu szczytow w rozktadzie. Dzigki temu stanowi jedno z podstawowych
narzedzi w rekach analityka danych, szczegdlnie na etapie poznawania i opisu
zbioru danych przed zastosowaniem bardziej formalnych metod statystycznych.
Taka wizualna weryfikacja dopasowania stanowi zazwyczaj wstep do przeprowa-
dzenia Scistych testow statystycznych, takich jak test Shapiro-Wilka czy Kotmo-
gorowa-Smirnowa.
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2.6. Wykresy rozrzutu z szacowanymi gestosciami

brzegowymi

Wykresy rozrzutu z szacowanymi gestoSciami brzegowymi stanowia rozbu-
dowane narzedzie wizualizacji danych dwuwymiarowych. Ich gtéwna funkcja jest
umozliwienie jednoczesnego ogladu zalezno$ci pomiedzy dwiema zmiennymi lo-
sowymi oraz charakterystyki kazdej z nich z osobna. Centralnym elementem ta-
kiej wizualizacji jest wykres rozrzutu, ktéry obrazuje rozmieszczenie punktow od-
powiadajacych obserwacjom dwoch zmiennych. Na jego podstawie mozna ocenic¢
0g6lng forme zaleznosci miedzy zmiennymi, np. liniows, nieliniowg czy tez brak
jakiejkolwiek zalezno$ci. Uzupelnieniem wykresu rozrzutu sg dwa wykresy ge-
sto$ci umieszczane zazwyczaj na marginesach — nad i po prawej stronie wykresu
gtownego. Przedstawiaja one tzw. gestosci brzegowe, czyli szacowane rozktady
prawdopodobienstwa dla kazdej zmiennej z osobna. Ge¢stosci te mozna oszacowac
za pomocg metod nieparametrycznych, takich jak estymator jadrowy, co pozwala
uchwyci¢ doktadniejsza strukture rozktadu niz w przypadku histograméow. Dzieki
temu, nawet jesli dane nie pochodza z rozktadu normalnego, mozliwe jest reali-
styczne przedstawienie ich rozkladu.

Taka forma wizualizacji pozwala nie tylko na wykrywanie zaleznosci pomig-
dzy zmiennymi, ale takze na zrozumienie rozktadéw kazdej z nich. Jest to szcze-
g6lnie uzyteczne w analizie eksploracyjnej danych, gdy celem jest zbudowanie
intuicji o strukturze danych, zanim zostang zastosowane formalne metody staty-
styczne. Mozna dzigki temu tatwo dostrzec asymetrig¢, wielomodalno$¢ czy obec-
no$¢ ogonow w rozktadzie, a jednoczesnie zaobserwowac, czy i w jaki sposob
zmienne sa ze soba powigzane. Takie zestawienie jest niezwykle pomocne przy
identyfikacji dwuwymiarowych wartosci odstajacych (tzw. outliers). Czgsto zda-
rza si¢ bowiem, ze obserwacja wydaje si¢ zupetie typowa na wykresach brzego-
wych, ale na centralnym wykresie rozrzutu wyraznie wylamuje si¢ z ogélnego
trendu. Wykrycie takich anomalii na wczesnym etapie chroni badacza przed wy-
ciaganiem btgednych wnioskow.
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2.7. Wykresy przedziatu ufnosci dla funkcji regresiji

Wykresy ilustrujace estymacj¢ parametrow wraz z niepewnoscia odgrywaja
istotng role w statystycznej analizie danych, poniewaz nie tylko pokazuja oszaco-
wane wartosci, takie jak $rednia czy warto$¢ oczekiwana, ale rowniez informuja
o stopniu niepewnosci, jaki towarzyszyl wyznaczeniu tych wartosci. Najczgsciej
stosowang formg przedstawienia niepewnosci sg przedziaty ufnosci, ktore ota-
czaja warto$¢ estymowang, wskazujac, jak bardzo sg wiarygodne przy danym po-
ziomie ufnosci.

Przedziat ufnosci dla $redniej odpowiedzi (funkcji regresji) dla ustalonego
poziomu ufnosci 1 — a (zwykle 95%) pokazuje, jaka precyzj¢ ma oszacowanie.
Przy wielokrotnym losowaniu prob z tej samej populacji okoto (1 — @)100% tak
skonstruowanych przedziatow zawieratoby prawdziwag warto$¢ $redniej dla da-
nego poziomu zmiennej niezaleznej. Oznacza to, ze jesli przy wielokrotnym po-
bieraniu probki z tej samej populacji i dla kazdej z nich zostalby wyznaczony
przedziatl ufnosci, to okoto 95% z tych przedzialéw obejmowatoby prawdziwa
warto$¢ parametru. Przedzialy te majg zatem charakter probabilistyczny i sg wy-
razem niepewnosci wynikajacej z losowosci proby.

W kontekscie analizy regresji przedzialy ufnosci pokazujg, z jakim prawdo-
podobienstwem przedziat ufnosci dla zmiennej zaleznej (Sredniej odpowiedzi)
obejmuje przecigtng wartos¢ funkcji regresji dla konkretnej wartosci zmiennej
niezaleznej. W zaleznosci od stopnia dopasowania modelu i liczby obserwacji te
przedziaty moga by¢ wezsze lub szersze — wezsze, gdy jest duzo danych i model
dobrze opisuje zaleznos$¢, oraz szersze, gdy dane sa rozproszone lub préba nie-
wielka. Nalezy jednak odrézni¢ przedziaty ufnosci od przedziatéw przewidywa-
nia. Te drugie informujg o tym, gdzie moze si¢ znalez¢ pojedyncza, nowa obser-
wacja przy danym poziomie zmiennej niezaleznej. Przedzialy przewidywania sa
z reguly szersze, poniewaz uwzgledniajg nie tylko niepewnos¢ estymacji sredniej,
ale takze zmienno$¢ losowa wokot nie;j.
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2.8. Wykresy dla przedziatéw prognozy
(przewidywania)

L P T

Przedziaty ufnosci i przedziaty prognozy (przewidywania) odgrywajg funda-
mentalng rolg w analizie danych, zwlaszcza wtedy, gdy celem jest modelowanie
zalezno$ci migdzy zmiennymi lub prognozowanie przysztych warto$ci. Sg one
nicodzownym elementem takich dziedzin, jak analiza regresji, modelowanie zja-
wisk ekonomicznych czy prognozowanie szeregoéw czasowych, poniewaz umoz-
liwiajg nie tylko szacowanie warto$ci, ale rOwniez wyrazenie niepewnosci zwig-
zanej z tym szacunkiem.

Przedzial prognozy r6zni si¢ od przedziatu ufnosci zakresem oraz interpreta-
cja. O ile przedziatl ufno$ci odnosi si¢ do nieznanego parametru populacyjnego,
takiego jak warto$¢ oczekiwana zmiennej zaleznej dla okreslonego poziomu
zmiennej niezaleznej, o tyle przedziat prognozy odnosi si¢ do nowej, pojedynczej
obserwacji.

W kontekscie praktycznym przedziaty przewidywania sg szczegdlnie istotne,
gdy celem analizy jest prognozowanie. Na przyktad w analizie sprzedazy, pro-
gnozujac wynik dla kolejnego miesigca, interesujaca jest nie tylko srednia wartos¢
prognozy, lecz rowniez to, jak szeroki moze by¢ rozrzut tej warto$ci — i wlasnie
to obrazuje przedziat przewidywania. Dzigki temu uzytkownik ma $wiadomos¢,
ze nawet przy dobrze dopasowanym modelu rzeczywiste wyniki moga odbiegac
od prognozy i wie, jak duza moze by¢ ta niepewnos¢. Tego rodzaju informacje sa
kluczowe dla podejmowania decyzji w warunkach niepewnosci i majg zastosowa-
nie zarowno w kontekscie indywidualnych przypadkow, jak i przy formutowaniu
strategii opartych na danych statystycznych. Szeroko$¢ tych przedziatow jest do-
skonatym miernikiem jakosci samego procesu modelowania. Jesli przedziat prze-
widywania jest na tyle rozlegly, ze obejmuje niemal wszystkie skrajne scenariu-
sze, moze to stanowi¢ sygnal o braku kluczowych zmiennych objasniajgcych
w modelu. Wymusza to na analityku ponowng weryfikacj¢ zalozen i ewentualne
wzbogacenie algorytmu o dodatkowe informacje, ktore pomoga zredukowac ten
margines btedu.
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2.9. Q-Q plot

Wykres kwantyl-kwantyl (Q-Q plot) to narzg¢dzie graficzne wykorzystywane
w statystyce do oceny zgodnosci rozktadu danych empirycznych z okre§lonym
rozktadem teoretycznym. Jest to jedna z podstawowych metod diagnostycznych
pozwalajacych oceni, na ile dane odpowiadajg zatozeniom statystycznym doty-
czacym rozktadu, np. w kontek$cie normalno$ci, co ma istotne znaczenie przy
doborze odpowiednich metod analizy. Ideg wykresu Q-Q jest porownanie warto-
$ci kwantyli z dwoch rozktadow: empirycznego, pochodzacego z danych, oraz
teoretycznego, z ktorym jest zestawiany. Kwantyl empiryczny to taka wartos¢
z proby, ponizej ktorej znajduje si¢ zadany odsetek danych. Kwantyl teoretyczny
to odpowiadajaca temu samemu poziomowi prawdopodobienstwa warto$¢ obli-
czona z przyjetego rozkladu teoretycznego. Dla kazdego punktu w probie wyzna-
cza si¢ odpowiadajacy mu kwantyl teoretyczny i empiryczny, po czym obie war-
tosci przedstawia si¢ jako wspohrzedne punktu na ptaszczyznie. O§ pozioma
wykresu reprezentuje kwantyle rozkladu teoretycznego, natomiast 0§ pionowa
kwantyle rozktadu empirycznego. Jesli dane rzeczywiscie pochodza z rozkladu,
ktory zostal przyjety jako odniesienie, to punkty na wykresie powinny si¢ uktadac¢
wzdhuz linii prostej. Odchylenia od tej linii §wiadczg o réznicach miedzy rozkta-
dami. Jesli punkty na koncach wykresu odchodza od linii prostej, moze to wskazy-
wac na roznice w ogonach rozktadow. Dtuzsze ogony w rozkladzie empirycznym
niz w teoretycznym sugerujg wigksza liczebno$¢ skrajnych wartosci w danych.

Wykres Q-Q ma zastosowanie glownie jako metoda diagnostyczna, szcze-
gblnie w analizie normalno$ci rozktadu reszt w modelach regresyjnych. Pozwala
na szybkie, wizualne zidentyfikowanie przypadkéw, w ktorych dane odbiegaja od
przyjetych zalozen, co moze prowadzi¢ do decyzji o zastosowaniu innych metod
statystycznych, bardziej odpornych na takie odstepstwa lub opartych na innych
rozktadach. Jest to zatem narzgdzie proste w interpretacji, a jednoczesnie bardzo
pomocne, zwlaszcza na etapie wstepnej analizy danych lub w procesie diagno-
styki modeli statystycznych. Q-Q plot jest zwykle czuly na réznice w ogonach
rozktadu.
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2.10. P-P plot

Wykres prawdopodobienstwo-prawdopodobienstwo, znany jako P-P plot,
jest narzedziem graficznym wykorzystywanym do oceny zgodnosci rozktadu em-
pirycznego z rozktadem teoretycznym. W przeciwienstwie do wykresu kwantyl-
-kwantyl (Q-Q plot), gdzie poréwnuje si¢ bezposrednio wartosci kwantyli, wykres
P-P opiera si¢ na porownaniu warto$ci dystrybuant, czyli skumulowanych praw-
dopodobienstw obu rozktadow.

Na osi poziomej wykresu znajduja si¢ wartosci dystrybuanty rozktadu teore-
tycznego, natomiast na osi pionowej umieszcza si¢ odpowiadajgce im wartosci
dystrybuanty empirycznej, wyliczone na podstawie danych. Kazdy punkt na wy-
kresie przedstawia par¢ wartosci skumulowanego prawdopodobiefistwa z roz-
ktadu teoretycznego oraz z danych empirycznych. Jesli rozktad empiryczny jest
zgodny z rozktadem teoretycznym, to punkty na wykresie utozg si¢ blisko linii
prostej, przecinajacej wykres pod katem 45 stopni. Odchylenia punktow od tej
linii wskazuja na r6znice migdzy rozktadami, co moze pomdc w identyfikacji ob-
szarow, gdzie rozklad empiryczny odbiega od teoretycznego. Wykres P-P jest
szczegblnie przydatny przy analizie rozkladow ciaglych i jest czgsto stosowany
jako narzedzie diagnostyczne do sprawdzania zalozen dotyczacych rozktadu da-
nych przed zastosowaniem metod statystycznych opartych na tych zalozeniach
(np. rozktad normalny).

Réznica pomigdzy wykresem P-P plot a wykresem Q-Q plot polega na tym,
ze pierwszy porownuje wartosci dystrybuant, a drugi wartosci kwantyli. W prak-
tyce oznacza to, ze wykres P-P plot bardziej skupia si¢ na porownaniu skumulo-
wanych prawdopodobienstw, podczas gdy wykres Q-Q plot pozwala oceni¢ do-
pasowanie rozktadow przez bezposrednig analiz¢ odpowiednich wartosci danych.
Dzigki temu wykres P-P plot stanowi uzupetienie wykresu Q-Q plot i razem two-
rzg zestaw narzedzi umozliwiajacych kompleksowg oceng zgodnosci rozktadow
w analizie statystycznej. Konstrukcja wykresu P-P plot prowadzi do jego wigkszej
czulosci na réznice w srodkowej czegsci rozktadu.
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2.11. Wykresy z wynikami wnioskowania
statystycznego
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Wiele pakietow statystycznych umozliwia przedstawienie w oknie graficz-
nym, poza samg prezentacjg wykresu, takze réznych charakterystyk liczbowych
dotyczacych przeprowadzonego wnioskowania statystycznego. Moze to obejmo-
wac m.in. warto$ci statystyk testowych, przedziaty ufnosci, wspotczynniki regre-
sji, p-wartosci, wskazniki dopasowania modeli czy efekty srednie. Zamieszczenie
takich wynikow bezposrednio na wykresie nie zastgpi oczywiscie wihasciwie
przedstawionych wynikow w formie tabelarycznej, jednak pozwala na szybka
ocene roznic w rozktadach populacji, wielkosci efektu lub wystepujacych zalez-
no$ci pomigdzy zmiennymi.

Do najwazniejszych pakietow programu R pozwalajacych zamieszcza¢ na
wykresach podstawowe rezultaty wnioskowania statystycznego naleza:
ggplot2 — pozwala na naktadanie elementow statystycznych za pomocg takich
warstw, jak stat summary, geom_smooth, geom_errorbar, geom_pointrange itp.;
ggpubr — upraszcza tworzenie wykresow publikacyjnej jako$ci i dodawanie wy-
nikow testow statystycznych (np. z-test, ANOVA) bezposrednio na wykresach;
ggsignif — umozliwia dodawanie znacznikdw istotnosci statystycznej miedzy
grupami (np. gwiazdki *, **, ***) wraz z lukami i p-warto$ciami;
ggstatsplot — automatyzuje generowanie wykresoOw z wynikami testow staty-
stycznych (np. t-testy, testy nieparametryczne, korelacje), integrujac analizg i wi-
zualizacje.

Dzigki tym pakietom uzytkownik moze taczy¢ przejrzystos¢ graficzng z in-
formacyjng wynikow statystycznych, co jest szczegolnie przydatne w eksplora-
cyjnej analizie danych, raportowaniu wynikOw oraz tworzeniu wizualizacji do pu-
blikacji naukowych. W przypadku jakiejkolwiek zmiany lub aktualizacji zbioru
danych zaréwno warstwa wizualna, jak i natozone na nig miary statystyczne ak-
tualizujg si¢ w peni automatycznie.
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2.12. Wykresy dla wnioskowania statystycznego
w modelu permutacyjnym

'

W testach permutacyjnych wykresy graficzne pehnig istotng rolg w wizuali-

zacji wynikow analizy statystycznej. Stanowig one nie tylko pomocnicze narzedzie
W ocenie istotnosci statystycznej, ale czesto sg kluczowym elementem interpreta-
cji rezultatow. Przede wszystkim wykresy te sa wykorzystywane do przedstawie-
nia rozktadu permutacyjnego statystyki testowej, uzyskanego na podstawie wielu
permutacji danych, co umozliwia wizualne poréwnanie z warto$cig empiryczng
tej statystyki obliczong na podstawie oryginalnych danych. Typowym przykladem
takiego wykresu jest histogram lub wykres gesto$ci rozktadu permutacyjnego
7 zaznaczong na nim warto$cig obserwowang. Pozwala to w sposob graficzny
oszacowac p-wartos¢ jako proporcje permutacji, dla ktorych warto$¢ statystyki
byta co najmniej tak ekstremalna, jak obserwowana. W przypadku testow dwu-
stronnych na wykresie zazwyczaj oznacza si¢ dwa ogony rozktadu permutacyj-
nego oraz obszary istotnosci.

Wizualizacja wynikow testow permutacyjnych moze roéwniez przybiera¢ bar-
dziej ztozonag forme, np. rozktadu statystyki testowej w zaleznosci od roznych wa-
runkow eksperymentalnych, permutacyjnych map cieplnych (heatmap) czy wykre-
sOW permutacyjnych wartosci statystyki w przestrzeni parametrow (np. w analizach
wielowymiarowych). Wykresy te sg nie tylko intuicyjnym narzedziem dla staty-
stykow, ale takze znaczaco utatwiaja komunikacje wynikow analizy dla odbior-
cOw nieposiadajacych zaawansowanego przygotowania matematycznego. Dzigki
graficznemu przedstawieniu mozliwe jest szybkie uchwycenie istotnych roznic,
odchylen od losowo$ci oraz stopnia dopasowania modelu do danych. W przeci-
wienstwie do klasycznych metod parametrycznych opartych na teoretycznych
krzywych w testach permutacyjnych rozktad odniesienia jest generowany bezpo-
$rednio z pobranej proby. Taka empiryczna forma weryfikacji hipotez sprawia, ze
wyciagnigte wnioski budza wieksze zaufanie, zwtaszcza w przypadku danych
o nietypowej strukturze.

35



3. Rozktady teoretyczne i ich nieparametryczna
estymacja — wybrane biblioteki programu R

Wszystkie modele sqg bfedne,
ale niektdre sq uzyteczne.

George E. P. Box (1979, s. 202)

Wspolczesna analiza danych statystycznych wykracza poza same obliczenia
numeryczne, ktadac coraz wigkszy nacisk na zaawansowang wizualizacje¢, ktora
jest kluczowa dla zrozumienia natury badanych zjawisk 1 weryfikacji zatozen mo-
delowych. Graficzna prezentacja wynikoéw wnioskowania pozwala nie tylko na
skuteczniejszg interpretacje skomplikowanych zaleznos$ci, ale takze utatwia ko-
munikacje wnioskow odbiorcom o réznym poziomie zaawansowania. Cho¢ w $ro-
dowisku R standardem stat si¢ pakiet ggplot2, specyficzne zagadnienia staty-
styczne — takie jak wizualizacja obszaréw krytycznych, operacje na zmiennych
losowych czy estymacja jadrowa — czgsto wymagaja zastosowania wyspecjalizo-
wanych rozszerzen i dodatkowych bibliotek.

Niniejszy rozdzial koncentruje si¢ na przegladzie i praktycznym zastosowaniu
wybranych pakietow srodowiska R, ktore wspomagaja prezentacje teoretycznych
rozktadow prawdopodobienstwa oraz oszacowan ich parametrow. Oméwione zo-
stang narzedzia do automatyzacji wykreslania funkcji gestosci i dystrybuanty dla
zmiennych losowych o zadanym rozktadzie prawdopodobienstwa (m.in. ggfor-
tify, ggnormalviolin), pakiety umozliwiajace prace na mieszankach i funk-
cjach zmiennych losowych (convdistr), a takze metody nieparametrycznej es-
tymacji gestosci jedno- i wielowymiarowej z wykorzystaniem bibliotek takich jak
KernSmooth, MASS czy lattice. Celem rozdziatu jest zaprezentowanie ze-
stawu narzedzi pozwalajacych na kompleksowa wizualizacje probabilistycznych
aspektow analizy danych.



3.1. Rozktady teoretyczne i ich estymacja
— wybrane biblioteki programu R

Konczak (2024a) wskazuje na réznorodne biblioteki pozwalajace rozszerzy¢
mozliwosci pakietu graficznego ggplot2. W tej czgsci skupiono si¢ na pakietach,
ktore mogg by¢ zastosowane w graficznych prezentacjach rezultatow wnioskowa-
nia statystycznego. Wykaz pakietow, ktore zostaly wykorzystane w tym rozdziale,
przedstawiono w tabeli 3.1.

Tabela 3.1. Wybrane biblioteki programu R wspomagajace prezentacje rozktadow
zmiennych losowych

Biblioteka Opis
ggfortify Automatyzacja wykreslania wybranych wykreséw rozkladéw teoretycznych

ggnormalviolin | Konstrukcja normalnych wykresow skrzypcowych (okreslanych takze jako wiolinowe)
z okre$lonymi $rednimi i odchyleniami standardowymi

convdistr Laczenie rozktadéw prawdopodobienstwa przy uzyciu funkcji generatora liczb losowych
kazdego rozktadu
ggplot2 Ogolne srodowisko graficzne oparte na Grammar of Graphics; tworzenie elastycznych

wykresow rozktadoéw (histogramy, gestosci, wykresy Q-Q, wykresy rozrzutu z ggsto-
Sciami brzegowymi itp.)

lattice System grafiki trellis do wielowymiarowych wizualizacji, w tym prezentacji rozkladéw
warunkowych i porownywania gestosci w wielu grupach
MASS Zbiodr funkcji i danych do klasycznej ksiazki Venables i Ripley (2002); generowanie

zmiennych z r6znych rozktadow, dopasowanie modeli i rozktadow, m.in. funkcje po-
mocne przy analizie rozktadow empirycznych

KernSmooth Implementacja jadrowej estymacji ggstosci i regresji; umozliwia wygtadzona, niepara-
metryczng estymacj¢ gesto$ci oraz jej wizualizacje

see Pakiet do atrakcyjnej wizualizacji wynikow modeli statystycznych, rozktadow a poste-
riori oraz przedzialéw niepewnosci

data.table Wysokowydajne narze¢dzie do przetwarzania i agregacji danych utatwiajace przygoto-
wanie duzych zbioréw danych do wizualizacji rozktadow i estymacji gestosci

ggmosaic Rozszerzenie ggplot2 do tworzenia wykresow mozaikowych (mosaic plots) prezentu-
jacych rozktady wielowymiarowych zmiennych jako$ciowych

tidyverse Zestaw spojnych pakietow (m.in. dplyr, tidyr, readr) do pracy z ,,uporzadkowa-

nymi” danymi ufatwiajacy przygotowanie danych do wizualizacji w ggplot2 oraz do
estymacji gestosci

Zrodio: Opracowanie whasne na podstawie: CRAN (2026).

Na wstepie konieczne jest zatadowanie bibliotek, ktore bedg wykorzysty-
wane w tym rozdziale. Z zakresu wnioskowania statystycznego sa to biblioteki:

library(ggfortify)
library(ggnormalviolin)
library(convdistr)
library(ggplot2)
library(lattice)

library(ggpubr)
library(MASS)
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library(KernSmooth)
library(see)
library(data.table)
library(ggmosaic)
library(tidyverse)
library(gridExtra)

3.2. Rozktady teoretyczne zmiennych losowych
— gestosc i dystrybuanta

Pakiet ggfortify to narzedzie pozwalajace na konstrukcje wykresow z wy-
nikami dla réznych analiz statystycznych. Pakiet umozliwia m.in. przedstawienie
wykresow dla modeli liniowych, metod klasyfikacji oraz szeregéw czasowych
z uwzglednieniem prognoz. W tej czesci uwaga zostanie jednak skoncentrowana
wylacznie na wykres$laniu funkcji gestosci i dystrybuanty rozkladow teoretycz-
nych wybranych zmiennych losowych. Rozktady teoretyczne stanowig podstawe
konstrukeji przedziatow ufnosci, jak rowniez parametrycznych testow statystycz-
nych. Do najczgsciej wykorzystywanych rozktadow teoretycznych we wniosko-
waniu statystycznym nalezy zaliczy¢ m.in. rozktad normalny, rozktad t-Studenta
oraz rozktad chi-kwadrat.

Wykres gestosci rozktadu normalnego standardowego uzyskuje si¢ za po-
mocg nastepujacego kodu, ktorego wynik realizacji przedstawiono na rys. 3.1.

ggdistribution(dnorm, seq(-4, 4, 0.1), mean = 0, sd = 1,linetype=1,fill = 'blue',alpha=0.1)
+ theme_minimal()

04

Rys. 3.1. Gestos¢ rozktadu normalnego standardowego
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Podczas prezentowania rezultatu testowania hipotez statystycznych czgsto przy-
datna jest prezentacja wartosci statystyki testowej na tle odpowiedniego obszaru kry-
tycznego. Pakiet ggfortify umozliwia dla okreslonego rozktadu i przyjgtego po-
ziomu istotno$ci @ zaznaczenie na wykresie obszaru krytycznego. Taka mozliwos¢
w przypadku rozktadu normalnego standardowego przedstawia ponizszy kod.

alpha=0.05

g=qnorm(1-alpha/2)

rl=ggdistribution(dnorm, seq(-q, q, 0.1), mean = 0, sd = 1,fill = 'yellow',alpha=0.3)
r2=ggdistribution(dnorm, seq(-4, 4, 0.1), mean = 0, sd = 1,linetype=1,fill = 'blue',alpha=
0.1,p=rl)

r2+xlim(-4,4)+ylim(0,0.4)+labs(title="Obszar krytyczny", x="x", y="f(x)")+theme min
imal()

Obszar krytyczny

0.4

o2

0.1

0.0

-4 -2 0 2 4
X

Rys. 3.2. Gestos¢ rozktadu normalnego standardowego z wyréznionym obszarem
krytycznym

W wyniku realizacji powyzszego kodu otrzymuje si¢ rys. 3.2. Wykres przed-
stawia dwustronny obszar krytyczny dla poziomu istotnosci &« = 0,05 dla zmien-
nej losowej o rozktadzie normalnym standardowym.

Pakiet ggfortify umozliwia przedstawienie na jednym wykresie kilku
funkcji gestosci. Ponizszy kod prezentuje umieszczenie na wykresie gestosci roz-
ktadu normalnego standardowego oraz dwoch funkcji gestosci rozktadu #-Stu-
denta dla stopni swobody 3 (linia czerwona) i 30 (linia niebieska).
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rl=ggdistribution(dnorm, seq(-q, q, 0.1), mean = 0, sd = 1,fill = 'blue',alpha=0.1)
r2=ggdistribution(dnorm, seq(-4, 4, 0.1), mean = 0, sd = 1,linetype=1,fill = 'yellow',alph
a=0.1,p=rl)

r3=ggdistribution(dt, seq(-4, 4, 0.1), df=3,colour="red',p=r2)

ggdistribution(dt, seq(-5, 5, 0.1), df=30,colour="blue',p=r3)+theme minimal()

0.4

0.3

0.2

0.1

0.0

5.0 -25 00 25 50

Rys. 3.3. Gestosci rozktadu normalnego standardowego i rozktadéw t-Studenta
0 3i 30 stopniach swobody

Na rysunku 3.3 przedstawiono gesto$¢ rozktadu normalnego oraz gestosci
2 zmiennych losowych o rozktadzie t-Studenta z liczba stopni swobody 3 oraz 30.
Zauwazalne jest, ze gestos¢ rozktadu t-Studenta dla df = 30 stopni swobody pra-
wie pokrywa si¢ z gestoscig rozktadu normalnego standardowego. Dla wykresle-
nia dystrybuanty zmiennej losowej o rozkladzie normalnym standardowym na-
lezy wykona¢ nastepujacy kod:

ggdistribution(pnorm, seq(-3, 3, 0.1), mean = 0, sd = 1, colour = 'red',xlab="x',ylab="F(x)")+
theme minimal()
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Rys. 3.4. Dystrybuanta rozktadu normalnego standardowego

Na rysunku 3.4 przedstawiono dystrybuante rozktadu normalnego standar-
dowego. Ponizszy kod pozwala na jednym wykresie zamiesci¢ funkcje gestosci
trzech zmiennych losowych o rozktadzie chi-kwadrat odpowiednio z liczba stopni
swobody df = 3, 5oraz 10. Wynik realizacji kodu zostal przedstawiony na
rys. 3.5.
rl=ggdistribution(dchisq, seq(0, 15, 0.1), df=3,colour="red',fill="red',alpha=0.1)
r2=ggdistribution(dchisq, seq(0, 15, 0.1), df=5,colour="blue',p=r1,fill="blue',alpha=0.1)

ggdistribution(dchisq, seq(0, 15, 0.1), df=10,colour='green',p=r2,fill='green',alpha=0.1)+
theme minimal()

028
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0.10
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Rys. 3.5. Gestosci rozktadéw chi-kwadrat o 3, 5 i 10 stopniach swobody
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3.3. Rozktady teoretyczne zmiennych losowych
— wykresy skrzypcowe

Nieco inne podejscie do prezentacji graficznej teoretycznych rozktadow
prawdopodobienstwa umozliwia pakiet ggnormalviolin. Do prezentacji gra-
ficznej sa wykorzystywane wykresy skrzypcowe pozwalajace w sposob czytelny
poréwnac charakterystyki kilku rozktadow. Taki przyktad z wykresami gestosci
trzech zmiennych losowych o rozktadzie normalnym z ré6znymi parametrami pre-
zentuje ponizszy kod.

d <- data.frame(
zmienna = c("X", "Y", "Z"),
zmienna_mean = ¢(80, 110, 130),
zmienna_sd = ¢(15, 20, 5))
p <- ggplot(data = d,
aes(x = zmienna,
mu = zmienna_mean,
sigma = zmienna_sd,
fill = zmienna)) +
theme(legend.position = "none")+
coord_flip()
p + geom normalviolin()+theme minimal()

Zmienna
M
[ K
B:

zmienna
=<

50 100 150

Rys. 3.6. Gestos¢ trzech zmiennych o rozktadach normalnych z wartosciami
oczekiwanymi: 80, 110 i 130 oraz odchyleniami standardowymi: 15, 20i 5
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W efekcie realizacji tego kodu uzyskuje si¢ wykres jak na rys. 3.6. Na tym
wykresie za pomocg graficznej reprezentacji w postaci wiolin przedstawiono ge-
stosci trzech zmiennych losowych o rozktadach normalnych z warto$ciami ocze-
kiwanymi kolejno p = 80, 110 i 130 oraz odpowiednio odchyleniami standardo-
wymi o =15,2015.

Podobnie jak w przypadku wczesniej omawianego pakietu ggfortify, tak
i w tym przypadku jest mozliwo$¢ zaznaczenia obszaréw krytycznych. Przyktad
taki dla wezesniej ujetych zmiennych losowych przy przyjeciu poziomu istotnosci
a = 0,05 realizuje ponizszy kod, a wynik jego realizacji przedstawiono na rys. 3.7.

p + geom normalviolin(p_tail = 0.05)+theme minimal()

z *
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Rys. 3.7. Gestosc¢ trzech zmiennych o rozktadach normalnych z wartosciami
oczekiwanymi: 80, 110 i 130 oraz odchyleniami standardowymi: 15, 20i 5
z zaznaczonymi dwustronnymi obszarami krytycznymi dla poziomu
istotnosci a = 0,05

3.4. Wizualizacja weryfikacji normalnosci rozktadu
zmiennej
Ponizsze rozwazania zostang przeprowadzone z wykorzystaniem danych ze

zbioru iris (Fisher, 1936; Konczak, 2024a). Zbior danych iris to jeden z najbardziej
znanych i najczesciej uzywanych zbioréw danych w dziedzinie statystyki. Zostat
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on wprowadzony przez brytyjskiego statystyka i biologa Ronalda Aylmera
Fishera w pracy z 1936 roku (Fisher, 1936) jako przyktad w zastosowaniu analizy
dyskryminacyjne;j.

Zbior sktada si¢ ze 150 obserwacji i 5 nastepujacych zmiennych:
o Sepal Length: Dhugo$¢ kielicha (dziatki kielicha) w centymetrach.
o Sepal Width: Szeroko$¢ kielicha (dziatki kielicha) w centymetrach.
e Petal Length: Dtugo$¢ ptatka w centymetrach.
o Petal Width: Szeroko$¢ ptatka w centymetrach.
e Species: Gatunek irysa (zmienna jakosciowa o trzech wariantach: setosa, ver-

sicolor i virginica).

W pierwszym kroku zostanie sprawdzona normalno$¢ rozktadu dlugosci

ptatkow kielicha wraz z graficzng wizualizacjg w formie wykresu Q-Q plot.

ggplot(iris, aes(sample = Petal.Length)) +
stat qq() +
stat_qq_line(color = "red", linetype = "dashed") +
labs(x = "Kwantyle teoretycznego rozktadu normalnego",
y = "Kwantyle empiryczne") +
theme minimal() +
coord_fixed(ratio = .4)

Kwvantyle empiryczne
)
L]

2 -1 0 1 2
Kwantyle teoretycznego rozktadu normalnego

Rys. 3.8. Rozktad dtugosci ptatka (Petal.Length) a rozktad normalny

Na rysunku 3.8 badana zmienna ma inny rozktad niz normalny. W analizo-
wanym przypadku wyrdznia si¢ trzy gatunki kwiatu iris. W takiej sytuacji nieza-
sadne jest sprawdzanie normalno$ci rozktadu charakterystyk dla gatunkow tacz-
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nie, ale dla kazdego z gatunkow osobno. Zrealizowano to w formie graficznej na-
stepujaco:

ggplot(iris, aes(sample = Petal.Length)) +
stat qq() +
stat qq_line(color = "red", linetype = "dashed") +
facet wrap(~ Species, ncol = 3) +
labs( x = "Kwantyle teoretycznego rozktadu normalnego", y = "Kwantyle empiryczne") +
theme minimal() +
coord_fixed(ratio = 1)

setosa versicolor virginica

Kwantyle empiryczne
4

2 -1 0 1 2 2 1 0 1 2 2 -1 0 1 2
Kwantyle teoretycznego rozktadu normalnego

Rys. 3.9. Rozktad dtugosci ptatka (Petal.Length) a rozktad normalny
wedtug gatunku

Na rysunku 3.9 przedstawiono trzy wykresy Q-Q plot dla zmiennej Petal. Length
dla kazdego z gatunkow z osobna. Widoczne jest, ze we wszystkich tych przypad-
kach punkty na wykresie sa potozone w poblizu linii teoretycznej. Dla uzyskania
formalnego potwierdzenia wskazane jest przeprowadzenie testu normalnosci.

S

shapiro.test(iris$Petal. Length[iris$Species=='setosa'])$p.value
#[1]0.05481147

shapiro.test(iris$Petal. Length[iris$Species=="versicolor'])$p.value
#[1]0.1584778

shapiro.test(iris$Petal. Length[iris$Species=='virginica'])$p.value
#1[1]0.1097754

Przeprowadzenie testu normalno$ci we wszystkich przypadkach, przy przy-
jeciu poziomu istotnosci @ = 0,05, prowadzi do stwierdzenia braku podstaw do
odrzucenia hipotezy gloszacej normalnos$¢ rozktadu zmiennej Petal. Length.

45



Dla testowania normalnosci i odpowiedniej wizualizacji niekiedy wskazane
jest przedstawienie wynikéw na kilku wykresach. Ponizszy kod okresla funkcje
diag_nor() i prezentuje wyniki na wykresie.

diag_nor <- function(dane) {
shapiro_test <- shapiro.test(dane)
pl <- ggplot(data.frame(x = dane), aes(x = x)) +
geom_histogram(aes(y = after_stat(density)),
bins = 10,
color = "black",
fill = "skyblue",
alpha=0.7) +
stat_function(fun = dnorm,
args = list(mean = mean(dane), sd = sd(dane)),
color = "red", size =1) +
theme bw()
p2 <- ggqqplot(dane) +
theme bw()
wyniki <- data.frame(
Test = "Shapiro-Wilk",
Statystyka = round(shapiro_testSstatistic, 4),
p_warto$¢ = round(shapiro_test$p.value, 4),
Whiosek = ifelse(shapiro_test$p.value > 0.05,
"Rozktad normalny",
"Brak normalnosci")
)
p3 <- gridExtra::tableGrob(wyniki)
gridExtra::grid.arrange(p1, p2, p3, ncol =2,
layout matrix = rbind(c(1, 2), c(3, 3)))
H

dane <- iris %>%
filter(Species == "setosa") %>%
select(Petal.Length) %>%
unlist(use.names = FALSE)
diag nor(dane)
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Test Statystyka p_wartosc Whiosek
W Shapiro-Wilk 0955 0.0548 Rozktad normalny

Rys. 3.10. Diagnoza normalnosci rozktadu dtugosci ptatka (Petal.Length)

Funkcja diag_nor() przeprowadza kompleksowg diagnostyke normalno-
$ci rozktadu zmiennej numerycznej, tworzac panel trzech elementéw wizualiza-
cyjnych. Generuje histogram z natozong teoretyczng krzywa rozktadu normalnego
(gorny lewy), wykres kwantyl-kwantyl (Q-Q plot) poréwnujacy rozktad empi-
ryczny z teoretycznym (gorny prawy) oraz tabele z wynikami testu Shapiro-Wilka
zawierajaca statystyke testowa, p-wartos¢ i wniosek o normalnosci rozktadu (dolny
pas). W przyktadzie uzycia funkcja analizuje dtugos¢ ptatkow (Petal Length) dla
gatunku setosa z zestawu danych iris (por. rys. 3.10).

3.5. Nieparametryczna estymacja gestosci

Jednym z wazniejszych zagadnien nieparametrycznego wnioskowania staty-
stycznego jest estymacja funkcji gestosci. Zagadnienie jest szeroko opisywane
w literaturze (por. np. Domanski i Pruska, 2000; Baszczynska, 2016).

W pierwszej kolejno$ci estymacja nieparametryczna dtugosci platka kwiatu
iris zostanie wykonana z pakietem KernSmooth.

x <- iris§Petal.Length
plot(bkde(x), type = "1", xlab="x',ylab='kde(x)")
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Rys. 3.11. Estymacja gestosci z pakietem KernSmooth. Gestosc¢ dtugosci ptatka
(Petal.Length)

Na rysunku 3.11 przedstawiono rezultat powyzszego kodu. Wykres przed-
stawia estymacj¢ gestosci zmiennej Petal. Length. Podobne mozliwosci jak pakiet
KernSmooth w zakresie graficznej prezentacji wynikow estymacji nieparame-
trycznej zapewnia pakiet ggplot2. Dla tych samych danych graficzna prezenta-
cja zrealizowana w oparciu o ten pakiet jest nastepujaca:

ggplot(iris, aes(x = Petal.Length)) +
geom_density(fill = "lightblue", alpha = 0.7) + # Dodajmy troch¢ estetyki
labs( x = "Dlugos¢ ptatka (cm)", y = "Gestos¢" ) +
theme minimal()

0.z

Gestosé

0.0
4
Diugose platka (cm)

Rys. 3.12. Estymacja dtugosci ptatka (Petal.Length)
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Na rysunku 3.12 przedstawiono rezultat powyzszego kodu. Wykres przed-
stawia estymacj¢ gestosci zmiennej Petal Length. W analizowanym przypadku
wskazane jest przeprowadzenie estymacji gestosci zmiennej dla poszczegdlnych
gatunkow z osobna. Takie zadanie realizuje ponizszy kod.

ggplot(iris, aes(x = Petal.Length)) +
geom_density(fill = "lightblue", alpha =0.7) +
facet_wrap(~ Species, ncol=1,scales = "free y") +
labs(x = "Dhugos¢ ptatka (cm)", y = "Gestos¢" ) +
theme minimal()

setosa

wversicolor

virginica

4
Diugosé ptatka (cm)

Rys. 3.13. Estymacja gestosci diugosci ptatka (Petal.Length) wedtug gatunku

Na rysunku 3.13 przedstawiono oszacowania gestosci zmiennej Petal. Length
wedlug gatunku.

Uzyskanie w bardzo wygodny sposob jedno- i dwuwymiarowych ocen gg-
stosci 1 ich wizualizacji umozliwia takze pakiet lattice. W przeciwienstwie do
ggplot2 nie opiera si¢ on na idei gramatyki grafiki, lecz na zestawie predefinio-
wanych szablonéw wykresow i mechanizmach ich modyfikacji. Ponizszy kod ilu-
struje wykorzystanie funkcji z pakietu lattice do uzyskania jednowymiaro-
wych ocen gestosci dla wszystkich czterech zmiennych liczbowych ze zbioru iris,
przedstawionych osobno dla kazdego gatunku.

densityplot(~ Sepal.Length + Sepal.Width + Petal.Length + Petal. Width | Species,
data = iris,
auto.key = list(columns = 3),
plot.points = FALSE,

col = c¢("blue", "red", "darkgreen"),
xlab = "Zmienna")
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Rys. 3.14. Estymacja gestosci zmiennych numerycznych zbioru iris wedtug gatunku

Na rysunku 3.14 przedstawiono estymacje gegstosci zmiennych Petal. Length,
Petal Width, Sepal.Length 1 Sepal Width ze zbioru iris wedtug gatunku.

Nieco inng forme prezentacji tych samych oszacowan przedstawia ponizszy
kod, ktorego rezultat prezentuje rys. 3.15.

iris_long <- data.frame(
value = unlist(iris[, 1:4]),
variable = rep(names(iris[, 1:4]), each = nrow(iris)),
Species = rep(iris$Species, times = ncol(iris[, 1:4])))
densityplot(~ value | variable * Species,
data = iris_long,
auto.key = list(columns = 3),
plot.points = FALSE,
col = c("blue", "red", "darkgreen"),
xlab = "Warto$¢ zmiennej",
scales = list(x = list(relation = "free")))
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Rys. 3.15. Estymacja gestosci zmiennych numerycznych zbioru iris wedtug zmiennej

i gatunku

Pakiet lattice umozliwia takze uzyskanie ocen dla dwuwymiarowych
zmiennych. Przyktad takiego rozwigzania przedstawia ponizszy kod.

get density data <- function(data, x_var, y var, species_name) {
x <- data[[x_var]]
y <- data[[y_var]]
if (length(x) <2 || length(y) < 2) {

return(NULL)

}

}

dens <- MASS::kde2d(x, y, n = 50)
data.frame(
x = rep(dens$x, each = length(densS$y)),
y = rep(densS$y, times = length(dens$x)),

z = as.vector(dens$z),
Species = species_name)
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density list <- lapply(levels(iris$Species), function(s) {
subset _iris <- subset(iris, Species == s)
get density data(subset iris, "Sepal.Length", "Sepal. Width", s)
b))
density df <- do.call(rbind, density_list)
contourplot(z ~ x * y | Species,
data = density_df,
cuts = 10,
labels = FALSE,
col.regions = topo.colors,
xlab = "Sepal.Length",
ylab = "Sepal. Width",
panel = function(x, y, z, subscripts, ..., B=NULL, A =NULL) {
current_species_name <- levels(density df$Species)[panel.number()]
panel.contourplot(x, y, z, subscripts, ...)
points_data filtered <- subset(iris, Species == current _species name)
panel.points(points_data filtered$Sepal.Length, points data_filtered$Sepal.Wid
th,
col ="grey", pch = 16, cex = 0.6)
1)
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Rys. 3.16. Estymacja dwuwymiarowej gestosci (Sepal.Length i Sepal.Width)

Na rysunku 3.16 przedstawiono dwuwymiarowe oceny gestosci zmiennych
Sepal. Length 1 Sepal Width wedtug gatunkéw. Nieco inng forme graficzng tych
samych ocen prezentuje kolejny kod, ktorego wynik przedstawia rys. 3.17.

levelplot(z ~ x * y | Species,
data = density_df,
col.regions = heat.colors(100),
xlab = "Sepal.Length",
ylab = "Sepal. Width")
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Rys. 3.17. Mapa ciepta — estymacja dwuwymiarowej gestosci
(Sepal.Length i Sepal.Width)

Wykorzystanie pakietu KernSmooth dla estymacji ggstosci dwuwymiaro-
wych przedstawia ponizszy kod.

ggplot(iris, acs(x = Sepal.Length, y = Sepal. Width)) +
geom_density 2d() +
geom_point(alpha = 0.3, size = 1) +
facet_wrap(~ Species) +
labs(x = "Dtugosc¢ kielicha (cm)", y = "Szerokos$¢ kielicha (cm)" ) +
theme minimal()
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Rys. 3.18. Estymacja gestosci dwuwymiarowej (dtugosc i szerokos¢ kielicha)
wedtug gatunku
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Na rysunku 3.18 przedstawiono wizualizacj¢ estymacji gestosci rozktadu
dwuwymiarowego dla zmiennych dlugos$¢ (Sepal.Length) 1 szerokos¢ kielicha
(Sepal. Width) wedhug gatunku.

3.6. Funkcje i mieszanki zmiennych losowych

W badaniach naukowych bardzo czg¢sto nalezy si¢ odwotaé nie do zmiennej
losowej, ktorej rozktad jest znany, ale do kombinacji kilku zmiennych losowych
lub do ich mieszanek. Czgsto prowadzi to do bardzo ztozonych rozwazan teore-
tycznych, a w wielu przypadkach uzyskanie postaci rozktadu zmiennej losowe;j
na drodze rozwazan teoretycznych jest wrecz niemozliwe. W takim przypadku
pomocny moze by¢ pakiet convdistr, ktory wykorzystujac metody symula-
cyjne, pozwala na przedstawienie graficznego obrazu kombinacji lub mieszanek
zmiennych losowych. Pakiet ten umozliwia rowniez generowanie obserwacji lo-
sowych z takiego rozktadu, co ma duze znaczenie w analizach symulacyjnych.
Dla uzyskania przyblizonego graficznego obrazu zmiennej losowej o rozktadzie
normalnym standardowym mozna wykorzysta¢ nastepujace komendy:

x <-new NORMAL(0,1)
ggDISTRIBUTION(x)+theme minimal()

0.4

0.1

oo

25 0.0 25
value

Rys. 3.19. Estymacja gestosci rozktadu normalnego standardowego

Na rysunku 3.19 przedstawiono wizualizacj¢ estymacji gestosci zmiennej lo-
sowej o rozktadzie normalnym standardowym.
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Pakiet convdistr umozliwia bardzo wygodna ocen¢ rozktadow funkcji
zmiennych losowych. Rozktad sumy dwoch zmiennych losowych o rozkladach
jednostajnych na przedziale (0, 1) jest rozktadem tréjkatnym okre§lonym na prze-
dziale (0, 2). Symulacyjng estymacje takiego rozktadu przedstawia rys. 3.20, ktory
uzyskano po wykonaniu nast¢pujacego kodu:

d1 <- new_UNIFORM(0,1)

d2 <- new_UNIFORM(0,1)

dsum <- new_SUM(list(d1,d2))
ggDISTRIBUTION(dsum)+theme minimal()

1.00

0.25

0.0 05 10 15 20
value

Rys. 3.20. Estymacja gestosci sumy dwdch zmiennych losowych o rozktadzie
jednostajnym

Dla uzyskania rozktadu sumy trzech zmiennych losowych o rozktadach nor-
malnym, jednostajnym i Poissona nalezy wykona¢ ponizszy kod, ktorego rezultat
przedstawia rys. 3.21.

d1 <-new NORMAL(1,1)

d2 <- new UNIFORM(2,8)

d3 <- new_POISSON(5)

dsum <- new_SUM(list(d1,d2,d3))
ggDISTRIBUTION(dsum)+theme minimal()
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Rys. 3.21. Estymacja gestosci sumy zmiennych losowych o rozktadach normalnym,
jednostajnym i Poissona

Dla uzyskania graficznego obrazu zmiennej losowej Y bedacej sumg zmien-
nych losowych o rozktadzie normalnym (X;) oraz zmiennej losowej bedacej ilo-
czynem zmiennych losowych o rozktadach Poissona (X,) oraz beta (X3) odpo-
wiednio z parametrami jak ponizej:

Y =X1+X2x*X3
gdzie X; ~ N(1; 0,5), X, ~ Poisson(5), X3 ~ Beta(10,20)
nalezy wykona¢ nastepujacy kod:

X1 <-new NORMAL(1,0.5)

X2 <-new_ POISSON(5)

X3 <-new BETA(10,20)

res <- X1 + X2 * X3

ggDISTRIBUTION(res) + ggtitle("X1 + X2 * X3")+theme minimal()
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Rys. 3.22. Estymacja gestosci sumy zmiennych losowych o rozktadzie normalnym
oraz iloczynu zmiennych losowych o rozktadach Poissona i beta

W wyniku realizacji powyzszego kodu otrzymuje si¢ graficzng prezentacje
estymacji gestosci zmiennej losowej Y (zob. rys. 3.22).

Pakiet convdistr umozliwia takze uzyskanie wizualizacji mieszanek roz-
ktadéw zmiennych losowych. Dla uzyskania mieszanki trzech rozkladow zmien-
nych losowych o rozktadach normalnych o réznych warto$ciach oczekiwanych
1 wariancjach nalezy wykonac¢ nastepujgcy kod:

d1l <-new NORMAL(2,2)

d2 <- new NORMAL(S,1)

d3 <- new NORMAL(12,3)

dmix <- new MIXTURE(list(d1,d2,d3))
ggDISTRIBUTION(dmix)—+ggtitle("")+theme minimal()
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Rys. 3.23. Estymacja gestosci mieszanki trzech zmiennych losowych o rozktadach
normalnych

Rysunek 3.23 przedstawia wynik realizacji powyzszego kodu. Jest na nim
zaprezentowana gestos¢ mieszanki trzech zmiennych losowych o rozktadach nor-
malnych z r6znymi parametrami.

Ogromng zaleta rozwazanego pakietu jest mozliwos¢ uzyskania losowych
wartosci z otrzymanych rozktadow zmiennych losowych — funkcji lub mieszanek.

Uzyskanie 1000 losowych wartosci dla ostatniej mieszanki i przedstawienie wy-
kresu jest realizowane nastepujaco:

dane <- rfunc(dmix, 1000)
ggplot(dane,aes(rvar))+geom_histogram()+theme minimal()
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Rys. 3.24. Histogram 1000 losowych wartosci z rozktadu mieszanki zmiennych
di,d2id3
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4. Wizualizacja wynikow wnioskowania
statystycznego — wybrane biblioteki
programu R

Mogq byc nie tak odlegte czasy, w ktorych zrozumie sie,

ze do catkowitego wtajemniczenia dojrzatego obywatela |[...],

zdolnos¢ obliczania, myslenia w kategoriach Srednich, maksimdow i minimdw
jest tak konieczna, jak teraz zdolnos¢ czytania i pisania.

Herbert G. Wells (1903, s. 136)

W tym rozdziale przedstawiono wybrane biblioteki programu R, ktore wspie-
rajg graficzng prezentacje wynikow wnioskowania statystycznego. Omowione pa-
kiety rozszerzaja mozliwosci ggplot2, umozliwiajac wizualizacje rezultatow te-
stow (warto$ci statystyk, obszary krytyczne, p-wartosci, przedzialy ufnosci),
a takze taczenie klasycznych procedur testowych z nowoczesnymi metodami sy-
mulacyjnymi. Szczeg6lny nacisk potozono na to, jak wyniki testowania hipotez
mozna w sposob czytelny i zwiezty zaprezentowa¢ na wykresach.

W kolejnych podrozdziatach zaprezentowano zastosowania wybranych pa-
kietow programu R do wizualizacji wynikow testow: chi-kwadrat (zgodnosci
1 niezaleznosci), testow dla proporcji, wspotczynnika korelacji, testow ¢ (dla prob
niezaleznych i zaleznych), testow dla wariancji oraz analizy wariancji (ANOVA).
Zwienczeniem rozdziatu jest przyktad ,,wizualizacji wnioskowania” w petni zde-
finiowanej przez uzytkownika — implementacja testu pustych cel jako testu wie-
lowymiarowej normalnosci wraz z graficzng prezentacjg rozktadu statystyki, ob-
szaru krytycznego i decyzji testowe;j.

4.1. Wnioskowanie statystyczne
— wybrane biblioteki programu R
W pracy Konczaka (2024a) wskazano na réznorodne biblioteki pozwalajace

rozszerzy¢ mozliwosci pakietu graficznego ggplot2. W tej czesci skupiono sig
na pakietach, ktore mogg by¢ zastosowane w graficznych prezentacjach rezulta-



tow wnioskowania statystycznego. Wykaz pakietow, ktore zostaly wykorzystane
w tym rozdziale, przedstawiono w tabeli 4.1. Zaprezentowane w niej pakiety roz-
szerzen w rozny sposob wspomagaja przeprowadzenie wnioskowania statystycz-
nego. Pakiety gginference, ggpval, ggpubr, ggsignif, ggstatsplot,
ggdist i infer umozliwiajg przeprowadzenie wnioskowania statystycznego,
wzbogacajac prezentacje o wyswietlenie wynikdéw testowania hipotez na wykre-
sie. Moga to by¢ dla przyktadu wartosci statystyk testowych, zaznaczone obszary
krytyczne i wskazane p-wartosci.

Tabela 4.1. Wybrane biblioteki programu R wspomagajace prezentacje wynikow
wnioskowania statystycznego

Biblioteka Opis
gginference | Wizualizacja wynikéw wybranych testdw statystycznych
ggpval Przeprowadzanie testéw statystycznych i wprowadzanie p-wartosci na wykres
ggpubr Funkcje do tworzenia i dostosowywania gotowych do publikacji wykreséw opartych na ggplot2
ggsignif Wskazanie na wykresie, czy pomigdzy grupami istnieja istotne statystycznie roznice
ggstatsplot |Konstrukcja wykresow ze szczegdtami wynikdw testow statystycznych
gegdist Zestaw funkcji zaprojektowanych specjalnie do wizualizacji rozktadoéw i niepewnosci
infer Pakiet do przeprowadzania testow statystycznych zgodnie ze sktadniag tidyverse

Zroédto: Opracowanie whasne na podstawie: CRAN (2026).

Na wstepie konieczne jest zatadowanie bibliotek, ktore beda wykorzysty-
wane w tym rozdziale:

library(gginference)
library(ggpval)
library(ggpubr)
library(ggsignif)
library(ggstatsplot)
library(ggdist)
library(infer)
library(ggplot2)
library(tidyverse)
library(data.table)
library(ggmosaic)

4.2. Wizualizacja wynikdw wnioskowania
statystycznego
Whnioskowanie statystyczne to dzial statystyki zajmujacy si¢ metodami

umozliwiajagcymi uogodlnianie wynikow uzyskanych na podstawie proby na catg
populacje. Obejmuje ono zar6wno szacowanie nieznanych parametréw populacji
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(np. $redniej, wariancji, wspotczynnika korelacji), jak i testowanie hipotez doty-
czacych tej populacji. Kluczowg cechg wnioskowania statystycznego jest uwzgled-
nianie niepewnosci 1 bledow wynikajacych z tego, ze badania przeprowadza si¢
na probie, a nie na catej populacji. W tym podrozdziale przedstawiono mozliwos$ci
wizualizacji wynikoéw klasycznych testow statystycznych w oparciu o wybrane
biblioteki programu R.

4.2.1. Podstawowe okreslenia zwigzane z wnioskowaniem
statystycznym

W niniejszym podrozdziale przedstawiono kluczowe pojecia zwigzane z wnio-
skowaniem statystycznym (por. np. Hellwig, 1998; Zelia$ i in., 2002; Wywiat, 2012).

Populacja (zbiorowos¢ generalna, uniwersum) to caty zbior jednostek, kto-
rych dotyczy wnioskowanie. Moga to by¢ np. wszyscy mieszkancy kraju, wszyscy
uczniowie okreslonej szkoly, wszyscy potencjalni klienci firmy. Zwykle oznacza
si¢ ja ogolnie jako zbior wszystkich mozliwych realizacji zmiennej losowej X
o pewnym nieznanym rozkladzie (np. z nieznang $rednig u i wariancjg ).

Préba to podzbidr populacji, faktycznie obserwowane dane, na podstawie
ktorych wnioskuje si¢ o populacji. Zwykle zaklada sig, Ze sg to obserwacje nieczalezne
o identycznych rozktadach (i.i.d.), co moze by¢ zapisane: X4, X5, ..., X, ~ F, nieza-
lezne, gdzie n to liczebno$¢ proby, a F'to nieznany rozktad (dystrybuanta) populacji.

Whioskowanie statystyczne opiera si¢ na weryfikacji hipotez, czyli formal-
nych przypuszczen dotyczacych populacji. Formutowane sg dwie wykluczajace
si¢ hipotezy:

Hipoteza zerowa (Ho) to stwierdzenie, ktéore domyslnie przyjmuje si¢ za
prawdziwe. Zazwyczaj odpowiada brakowi efektu, roznicy lub zaleznosci. W pro-
cesie wnioskowania dazy si¢ do odrzucenia tej hipotezy na podstawie danych
Z proby.

Hipoteza alternatywna (H,) to operacyjne sformutowanie problemu badaw-
czego, ktore precyzuje, jaki efekt (wraz z jego ewentualnym kierunkiem) ma zo-
sta¢ wykryty. Czgsto jest to formalne zaprzeczenie hipotezy zerowej. Opisuje
stan, ktory badacz chce potwierdzi¢, jak np. istnienie okre$lonego efektu, rdznicy
lub zaleznosci.

Hipotezy dotyczace parametrow populacji zwykle sg zapisywane w postaci:

HO: 0 = 60
Hl: 0 + HOlHl: 6 > 90 lub Hl: 0 < 90
W procesie weryfikacji hipotezy mozliwe jest popetnienie btgdow I lub Il rodzaju.
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Blad I rodzaju polega na odrzuceniu hipotezy zerowej, ktoéra w rzeczywi-
stosci jest prawdziwa. Jest to tzw. fatszywy alarm, gdy dochodzi si¢ do wniosku,
ze istnieje efekt, podczas gdy w rzeczywistosci go nie ma. Prawdopodobienstwo
popeienia btedu I rodzaju jest zwykle oznaczane przez c.

Blad II rodzaju polega na stwierdzeniu braku podstaw do odrzucenia hipo-
tezy zerowej, ktora w rzeczywistosci byta falszywa. Jest to ,,przeoczenie” istnie-
jacego efektu, ktore moze by¢ spowodowane np. zbyt mata liczebnoscia proby lub
niedostateczng jej reprezentatywnos$cig. Prawdopodobienstwo popetnienia btedu
II rodzaju jest zwykle oznaczane przez f.

Moc testu to prawdopodobienstwo prawidlowego odrzucenia hipotezy zero-
wej, gdy jest ona falszywa. Jest to zdolnos¢ testu do wykrywania efektu, ktory
faktycznie istnieje. W praktyce dazy si¢ do tego, aby testy mialy jak najwicksza
moc. Przy przyjetych oznaczeniach moc testu to 1 — 5.

4.2.2. Wizualizacja w ggplot2

Bardzo czgsto przed wykonaniem testu statystycznego konieczne jest spraw-
dzenie wymaganych zalozen, a najczesciej jest to wymaganie dotyczace normal-
nos$ci rozktadu badanej zmiennej losowej. Wymog ten pojawia si¢ przy stosowa-
niu wielu testow parametrycznych. W zwigzku z powyzszym w pierwszym etapie
jest weryfikowana stosowna hipoteza. Przyktad graficznego wgladu w proces we-
ryfikacji hipotezy gloszacej, ze zmienna mpg (zbidr mtcars) ma rozktad nor-
malny, realizuje nastepujacy kod:

ggplot(data=mtcars, mapping=aes(mpg)) +
geom_histogram(mapping=aes(y =after_stat(density)),
breaks = seq(0, 40, by = 2),
colour = "red",
fill = "white") +
stat_function(fun = dnorm, args = list(mean = mean(mtcars$mpg), sd = sd(mtcars$mpg
)))+theme minimal()
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Rys. 4.1. Estymacja gestosci i krzywa rozktadu normalnego dla zmiennej mpg

Wynik realizacji powyzszego kodu zostal przedstawiony na rys. 4.1. Poza
histogramem, ktdry jest oszacowaniem teoretycznego rozktadu gestosci badane;j
zmiennej, umieszczono na nim krzywa gestosci rozktadu normalnego z parame-
trami, ktore zostaly oszacowane na podstawie danych.

W badaniach statystycznych bardzo cze¢sto zachodzi koniecznos¢ poréwna-
nia dwoch populacji na podstawie pobranych préb losowych. Zwykle interesujace
jest porownanie gestosci rozktadow, ktérych estymatorem sg odpowiednie histo-
gramy. Wstepng analiz¢ graficzng rozktadow dla dwoch grup umozliwia nastepu-
jacy kod:

df mtcars <- mtcars
df mtcars$group <- factor(x=df mtcars$am, labels = c(" Automatyczna", "Reczna'))
bw=3

grid data <- df mtcars %>%
group_by(group) %>%
summarise(
mean = mean(mpg),
sd = sd(mpg),
n= n()’
.groups = "drop") %>%
mutate(
mpg = map(group, ~ seq(min(df mtcars$mpg), max(df mtcars$mpg), length.out = 100)),
y = pmap(list(mpg, mean, sd, n), function(x, m, s, n) dnorm(x, m, s) * bw * n)) %>%
unnest(c(mpg, y))
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geplot() +
geom_histogram(data = df mtcars, aes(x = mpg), binwidth = bw, colour = "blue", fill =

"lightblue", alpha = 0.6) +
geom line(data = grid data, aes(x = mpg, y =), color = "red", linewidth = 1.2) +
facet_wrap(~ group, ncol = 1) +
theme minimal()

| ah
S =

Reczna

Automatyczna

Rys. 4.2. Histogramy i gestosci dwdéch rozktadow

Wynik realizacji powyzszego kodu zostat przedstawiony na rys. 4.2. Zauwa-
zalne jest, ze warto$¢ oczekiwana mpg jest mniejsza dla samochodow z automa-
tyczng skrzynig biegow, a jednoczes$nie odchylenie standardowe mpg w tej grupie
jest wieksze.

4.2.3. Pakiet gginference

Przedstawiona wczesniej biblioteka gginference pozwala nie tylko na wy-
kreslenie teoretycznych postaci gestosci lub dystrybuant zmiennych losowych, ale
rowniez na przeprowadzenie testow statystycznych i zaprezentowanie odpowied-
nich wynikéw w formie graficznej. W tej czesci zostanie wskazanych kilka przy-
ktadow takich realizacji z wykorzystaniem tej biblioteki.

We wnioskowaniu statystycznym stosuje si¢ rdézne testy odwotujace si¢ do
statystyki chi-kwadrat. Do najprostszych testow opartych na tej statystyce jest za-
liczany test zgodnosci dla proporcji.
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W badaniu ankietowym przeprowadzonym na probie 320 osob, traktowanej
jako proba losowa z populacji potencjalnych nabywcoéw samochodow, pytano
o preferowany kolor samochodu. Uzyskane liczebnosci odpowiedzi w poszcze-
gblnych kategoriach przedstawia tabela 4.2.

Tabela 4.2. Preferencje koloréw samochodéw i liczba wskazan

Kolor samochodu Srebrny Czarny Bialy Niebieski Czerwony
Liczba wskazan 82 70 65 55 48

Test zgodnosci dla proporcji pozwala zweryfikowac hipoteze, ze prawdziwe
(populacyjne) udziaty wskazan poszczegdlnych koloréw maja okreslone, z gory
zadane wartosci. Na podstawie powyzszych danych jest weryfikowana hipoteza
H, gloszaca, ze wszystkie kolory samochoddw sg tak samo preferowane, wobec
hipotezy alternatywnej H; gloszacej, ze kolory nie s jednakowo preferowane.

X <- ¢(Srebrny = 82, Czarny = 70, Bialy = 65, Niebieski = 55, Czerwony = 48)
ggchisqtest(chisq.test(x))

= 10.906

test statistic

9488

0 5 10 15
Chi-squared distributions with 4 degrees of freedom

alpha=0.05

Rys. 4.3. Wizualizacja wynikéw testu chi-kwadrat dla proporcji z gginference.
Preferencje koloréw samochodu

Rezultat realizacji powyzszych komend przedstawiono na rys. 4.3. Na wy-
kresie pionowa linia wskazuje warto$¢ obserwowanej statystyki testowej
(x? = 10,906). Przedstawiono takze warto$¢ krytyczna (¥, 0,05 = 9,488) i ob-
szar krytyczny dla tego testu (szare pole). Graficzna prezentacja wynikoéw przy
przyjetym poziomie istotnosci @ = 0,05 prowadzi do odrzucenia hipotezy H,,
a wigc mozna twierdzi¢, ze kolory samochoddw nie cieszg si¢ jednakowym zain-
teresowaniem badanych.
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Kolejnym bardzo czesto wykorzystywanym testem w badaniach naukowych
jest test niezaleznosci chi-kwadrat. Test ten pozwala na weryfikacje hipotezy
o niezalezno$ci dwoch zmiennych jakosciowych, dla ktorych zostaly wyrdéznione
pewne kategorie. W ponizej przedstawionym przyktadzie weryfikacji zostata pod-
dana hipoteza H gloszaca, ze przezycie katastrofy statku Titanic (zbior danych
Titanic) nie zalezato od klasy, ktora podrézowata dana osoba. Weryfikacji tej hi-
potezy stuzy nast¢pujacy kod:

tab_Titanic <- margin.table(Titanic, margin = c(1, 4))
ggchisqtest(chisq.test(tab_Titanic))

= 180401

test statistic

7815

0 50 100 150
Chi-squared distributions with 3 degrees of freedom

alpha= 005

Rys. 4.4. Wizualizacja wynikéw testu chi-kwadrat niezaleznosci z gginference.
Przezycie katastrofy statku Titanic

Na rysunku 4.4 przedstawiono wizualizacj¢ wynikow weryfikacji hipotezy
gloszacej, ze klasa, w ktdérej przebywat pasazer statku Titanic, nie miata wplywu
na przezycie katastrofy. Zaznaczony na tym rysunku obszar krytyczny i wartos¢
krytyczna )(3?; 0,05 = 7,815 oraz warto§¢ statystyki testowej y% = 190,401 pro-
wadza do odrzucenia hipotezy o niezalezno$ci dwoch rozwazanych zmiennych
przy poziomie istotnosci a = 0,05. Bardzo duza warto$¢ statystyki testowej
swiadczy przeciw tej hipotezie. Mozna twierdzi¢, ze klasa miata wptyw na prze-
zycie katastrofy.

Do wizualizacji wynikow testu na podstawie danych z tablic wielodzielczych
mozna wykorzystac takze funkcje mosaicplot () dostgpng w podstawowej wer-
sji programu R.

plot(Titanic,shade=TRUE, main=")
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Rys. 4.5. Wizualizacja wynikow testu chi-kwadrat niezaleznosci z pakietem mosaic.
Przezycie katastrofy statku Titanic

Wykres mozaikowy (zob. rys. 4.5) przedstawia zaleznos$ci pomiedzy klasg
podrozy, plcig oraz wiekiem pasazera a przezyciem katastrofy. Kazdy prostokat
na wykresie odpowiada okreslonej grupie pasazerow, a jego wielkos¢ odzwiercie-
dla liczebnos¢ tej grupy. Kolorowanie (shade=TRUE) wskazuje na istotnosc¢ sta-
tystyczng odchylen od oczekiwanej liczebnosci — intensywniejsze kolory ozna-
czaja wicksze roznice.

Najwyzszy odsetek przezywalnosci dotyczyt kobiet 1 dzieci, zwlaszcza po-
drézujacych pierwsza i druga klasa. Mezczyzni, szczegolnie z nizszych klas, mieli
znacznie mniejsze szanse na przezycie. Klasa podrozy miala istotny wpltyw na
przezywalnos$¢ — pasazerowie pierwszej klasy przezywali czgéciej niz pasazero-
wie trzeciej klasy. Wiek rowniez odgrywat role — dzieci mialy wigksze szanse na
przezycie niz doro$li, zwlaszcza w wyzszych klasach. Wykres mozaikowy wyraz-
nie pokazuje, ze przezywalnos¢ na Titanicu byta silnie zwigzana z plcig, wiekiem
i klasg podrozy pasazerow.

Jednym z najcze¢$ciej stawianych pytan w badaniach statystycznych jest py-
tanie o wystepowanie zalezno$ci pomie¢dzy zmiennymi. Jezeli dotyczy to zmien-
nych mierzonych na skalach mocnych, to zazwyczaj wykorzystuje si¢ test dla
wspotczynnika korelacji liniowej Pearsona. Przez skale mocne rozumie si¢ skale
ilosciowe (przedziatowe i ilorazowe), w ktdrych jest zachowany zarowno porzadek
wartosci, jak i znaczenie réznic (a w przypadku skali ilorazowej takze punkt ze-
rowy). Skale stabe to skale nominalne i porzagdkowe. W skali nominalnej rozrdz-
nia si¢ jedynie kategorie bez porzadku (np. pte¢, kolor, rodzaj paliwa), a w skali
porzadkowej znany jest porzadek kategorii, ale r6znice migdzy nimi nie majg licz-
bowego znaczenia (np. oceny w ankiecie: ,,zty”, ,,sredni”, ,,dobry”). W przypadku
skal stabych stosuje si¢ inne metody analizy zaleznosci, takie jak testy nieparame-
tryczne czy wspolczynniki korelacji rang.
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Weryfikowana hipoteza H,, gltoszaca, ze warto$¢ wspotczynnika korelacji li-
niowej w populacji (p) wynosi 0, ma postac:
Hy:p=0
wobec hipotezy alternatywne;j:
Hi:p#0

Przyktad zastosowania takiego testu dla danych o szerokosci i dlugosci kie-
licha kwiatu iris na podstawie danych ze zbioru iris przedstawia ponizszy kod.

corr_test <- cor.test(iris$Sepal.Length, iris$Sepal. Width)
ggcortest(corr_test)

-1.4403

4 2 2 4

o
t-distribution with 148 degrees of freedom
Rys. 4.6. Wizualizacja wynikéw testu dla wspétczynnika korelacji z gginference.
Dtugosc i szerokosc ptatka

Na rysunku 4.6 przedstawiono graficznie wyniki testu. Wizualizacja wska-
zuje na brak podstaw do odrzucenia hipotezy H, gloszacej, ze nie ma zalezno$ci
pomiedzy dlugoscig i szerokos$cig kielicha kwiatu iris (dane ze zbioru iris).

Kolejny przyktad przedstawia zastosowanie testu dla rowno$ci proporcji
w trzech populacjach. Weryfikowana hipoteza glosi, ze proporcje w trzech popu-
lacjach (p1, p2 1 p3) sa jednakowe i moze by¢ zapisana nastepujaco:

Ho:py = p2 = p3
wobec hipotezy alternatywne;j:
H;: nie wszystkie proporcje sg jednakowe
m <- ¢(52, 25, 50)
n <- ¢(80, 36, 64)

pr_test <- prop.test(m, n)
ggproptest(pr_test)
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Rys. 4.7. Wizualizacja wynikéw testu rownosci proporcji z gginference.
Rownos¢ trzech proporgji

Wynik realizacji testu dla réwno$ci proporcji zostal przedstawiony na
rys. 4.7. Widoczne jest, ze warto$¢ statystyki testowej (y? = 2,975) jest znacznie
mniejsza od wartosci krytycznej ()(g; 0,05 = 5,99 1), co prowadzi do stwierdzenia
braku podstaw do odrzucenia hipotezy zerowej gloszacej, ze proporcje w trzech
populacjach sg jednakowe.

Do najczesciej stosowanych testow statystycznych nalezy zaliczy¢ test £-Stu-
denta dla rownosci dwoch wartosci oczekiwanych. Przyktad zastosowania takiego
testu, pozwalajacego na weryfikacje hipotezy gloszacej, ze przecigtna liczba mil
przejechanych na galonie paliwa jest taka sama w samochodach z automatyczng
i reczng skrzynig biegow (zbior danych mtcars), przedstawia kolejny kod:

t_test <- t.test(mtcars$mpg ~ mtcars$am)
ggttest(t test)
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Test statistic=-3.7671
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Mormal distribution

alpha=0.05

Rys. 4.8. Wizualizacja wynikow testu t-Studenta z gginference.
Rownos¢ wartosci oczekiwanych dla grup niezaleznych

Wynik tego testu zostat przedstawiony na rys. 4.8. Warto$¢ statystyki testo-
wej (t = —3,761) znajduje si¢ w obszarze krytycznym, a wigc mozna twierdzic,
ze liczba mil przejechanych na galonie paliwa w samochodach z reczng 1 automa-
tyczng skrzynig biegéw nie jest jednakowa.

Inng forma testu t-Studenta dla dwoch prob jest test dla danych sparowanych
(skojarzonych). Przyktad zastosowania takiego testu przedstawia ponizszy kod.

t test2 <- t.test(x = rnorm(10), y = rnorm(10,1,1), paired=TRUE)
ggttest(t_test2)
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Rys. 4.9. Wizualizacja wynikow testu t-Studenta z gginference.
Rownos¢ wartosci oczekiwanych dla grup zaleznych

Wynik realizacji testu t-Studenta dla danych sparowanych zostat przedsta-
wiony na rys. 4.9. Warto$¢ statystyki testowej (t = —1,605) nie znajduje si¢
w obszarze krytycznym, a wigc brak podstaw do odrzucenia hipotezy H,.

Niekiedy podczas prowadzenia wnioskowania statystycznego zachodzi po-
trzeba sprawdzenia rownosci wariancji w dwoch populacjach. Przyktad realizacji
tego testu dla umownych danych przedstawia nastgpujacy kod:

x <- rnorm(50, mean = 0, sd = 2)
y <- rnorm(30, mean =1, sd = 1)
var_test <- var.test(x, y)
ggvartest(var_test)
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Rys. 4.10. Wizualizacja wynikow testu F z gginference. Jednorodnos¢ wariancji

Wynik realizacji kodu dla weryfikacji hipotezy o rownosci dwoch wariancji
zostal przedstawiony na rys. 4.10. Wartos¢ statystyki testowej (F = 2,07) znaj-
duje si¢ w obszarze krytycznym. W zwigzku z tym mozna twierdzi¢, ze wariancje
w obu populacjach nie sa jednakowe.

Dotychczas przedstawione testy pozwalaty na porownanie dwoch populacji.
W badaniach statystycznych takie porownania czesto odnosza si¢ do wigkszej
liczby populacji. Porownanie warto$ci oczekiwanych dla trzech lub wickszej
liczby populacji mozna przeprowadzi¢ z wykorzystaniem testu analizy wariancji
(ANOVA). Przyktad kodu realizujgcego taki test, pozwalajacego weryfikowac hi-
poteze gloszaca, ze przecietna liczba przejechanych mil na jednym galonie paliwa
(mpg) jest jednakowa w trzech grupach samochodow wyrdznionych ze wzgledu
na liczbg biegdow (gear), przedstawiono ponizej:

mt_aov <- aov(mpg~factor(gear), data = mtcars)
ggaov(mt aov, colaccept = "grey89", colreject = "black")
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Rys. 4.11. Wizualizacja wynikéw testu z gginference. Test ANOVA

Wynik realizacji powyzszego kodu zostat przedstawiony na rys. 4.11. War-
tos¢ statystyki testowej (F = 10,9007) znajduje si¢ w obszarze krytycznym i na
tej podstawie mozna stwierdzi¢, ze przecigtna liczba mil przejechanych na jednym
galonie paliwa (mpg) nie jest jednakowa dla samochoddw o réznej liczbie biegow
(gear).

4.2.4. Pakiet ggpval

Kolejng biblioteka umozliwiajaca nie tylko przeprowadzenie testow staty-
stycznych, ale réwniez graficzng prezentacj¢ wynikoéw takich testow jest biblio-
teka ggpval. Biblioteka ta pozwala na czytelng wizualizacje wystepujacych roz-
nic pomigdzy poréwnywanymi populacjami.

Do najczg$ciej stosowanych testow statystycznych nalezy test t-Studenta dla
dwoch prob. Pakiet ggpval umozliwia wizualizacjg wynikow tego testu. Mozli-
wosci te zostang przedstawione na przyktadzie danych umownych, ktére sg utwo-
rzone w nastepujacy sposob:

A <- rnorm(40, 0, 3)

B <- rnorm(40, 2, 4)

G <-rep(c("G1", "G2"), each = 20)

dt <- data.table::data.table(A, B, G)

dt <- data.table::melt(dt, id.vars = "G")
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Prezentacj¢ graficzng dwoch zbiorow wraz z zaznaczeniem roznic przedstawia
ponizszy kod.

p <- ggplot(dt, aes(variable, value)) +
geom_boxplot() +
geom_jitter()
add_pval(p, pairs = list(c(1, 2)), fold change=TRUE)+theme minimal()

P =0.00081 FC=-0.14

value

variable

Rys. 4.12. Wizualizacja wynikéw testu z ggpval. Poréwnanie dwoéch $rednich

Na rysunku 4.12 przedstawiono wykres pudetkowy pozwalajacy na porow-
nanie rozktadu dwoch prob. Na wykresie dodatkowo wskazano p-wartos¢, ktora
potwierdza, ze na poziomie istotnosci « = 0,05 nalezy odrzuci¢ hipoteze H,, a wigc
mozna twierdzi¢, ze wartosci oczekiwane w populacjach nie sg jednakowe.

W poprzednim przyktadzie poréwnano dwie proby. Ponizszy kod prowadzi
do wizualizacji poréwnania parami dla 6 prob. Wynik zostat przedstawiony na
rys. 4.13. Na wykresie zostaly zamieszczone p-wartosci dla porownan parami
zmiennych 112 oraz 3 i 5. Przyjmujac poziom istotnosci @ = 0,05, w pierwszym
przypadku roznice sg istotne, natomiast w drugim nie sg istotne, co zostato zilu-
strowane na rys. 4.13.

p <- ggplot(chickwts, aes(feed, weight)) +
geom_boxplot() +
geom_jitter()
add_pval(p, pairs = list(c(1, 2),c(3,5)), fold change=TRUE)+theme minimal()
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Rys. 4.13. Wizualizacja wynikow testu z ggpval. Wptyw réznych rodzajow paszy
na mase kurczat — poréwnanie dla wybranych par

Na rysunku 4.14 przedstawiono porownanie trzech grup w innej formie —

z wykorzystaniem paneli. Dla poréwnywanych zmiennych na wykresach zostaty
zamieszczone p-wartosci.

p <- ggplot(mtcars, aes(factor(am), mpg)) +
geom_boxplot() +

geom_jitter() +
facet wrap(~cyl)

add_pval(p, pairs = list(c(1, 2)))+theme minimal()
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Rys. 4.14. Wizualizacja wynikéw testu z ggpval. Wptyw typu skrzyni biegéw
na zuzycie paliwa w zaleznosci od liczby cylindréw

0 1 0 1
factor(am)

Na rysunku 4.15 przedstawiono poréwnania, nie jak poprzednio w formie
wykreséw pudetkowych, ale w formie wykresow stupkowych. Podobnie jak w po-
przednich przyktadach, wskazano p-warto$ci dla wybranych par zmiennych.

mt= data.table::as.data.table(mtcars)

mt[, mu := mean(mpg), by = c¢("am", "cyl")]

mt[, se := sd(mpg) / sqrt(.N), by = c¢("am", "cyl")]

p_bar <- ggplot(mt, aes(x=factor(cyl), y=mu, fill = factor(cyl))) +
geom_bar(stat = "identity", position = 'dodge') +
geom_errorbar(aes(ymin=mu-3*se, ymax=mu+3*se),width = .2) +
facet wrap(~am)

add pval(p_bar, pairs = list(c(1, 2)), response = 'mpg')+theme minimal()
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Rys. 4.15. Wizualizacja wynikéw testu z ggpval. Srednie zuzycie paliwa (mpg)
w zaleznosci od liczby cylindréw i typu skrzyni biegow

4.2.5. Pakiet ggpubr

Kolejng biblioteka, ktora moze by¢ wykorzystana do graficznej prezentacji
wynikow testowania hipotez, jest biblioteka ggpubr. Mozliwosci tej biblioteki sa
zblizone do wczesniej opisanej biblioteki ggpval. Funkcje tej biblioteki pozwa-
laja w prosty sposob wzbogacic tradycyjne wykresy o wyniki testow statystycznych.

W ponizszym przyktadzie zostata przedstawiona graficzna prezentacja mocy
silnika (4p) dla trzech grup wyrdznionych ze wzgledu na liczbe cylindrow (cyl)
na podstawie danych pochodzacych ze zbioru mtcars.

p <- ggboxplot(mtcars, x = "cyl", y = "hp",
color ="cyl", palette =c("red", "green", "blue"),
add = "jitter", shape = "cyl")
porownanie <_ hSt( C("4", "6"), C("6", "8"), C("4", "8") )
p + stat compare means(comparisons = porownanie)+
stat compare means(label.y = 320)
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Rys. 4.16. Wykresy pudetkowe z wynikami testu z ggpubr.
Moc silnika wedtug liczby cylindréow

Rysunek 4.16 przedstawia wykres pudetkowy dla zmiennej sp ze zbioru
mtcars. Na wykresie zostaly wskazane p-warto$ci dla porownan warto$ci ocze-
kiwanych Ap dla trzech wyréznionych grup ze wzgledu na liczbg cylindrow.

Inng forme prezentacji, nie w formie wykresow pudetkowych, a skrzypco-
wych z pudetkami, wynikéw wnioskowania dla tych samych zmiennych przed-
stawia rys. 4.17.

ggviolin(mtcars, x = "cyl", y = "hp", fill = "cyl",
palette = c("red", "green", "blue"),
add = "boxplot", add.params = list(fill = "white"))+

stat compare means(comparisons = porownanie, label = "p.signif")+
stat compare_means(label.y = 50)
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Rys. 4.17. Wykresy skrzypcowe z wynikami testu z ggpubr.
Moc silnika wedtug liczby cylindrow

Na rysunku 4.17 poza wiolinami i pudetkami podano istotnos¢ dla testu
Kruskala-Wallisa, a takze symbolicznie oznaczono istotnosci réznic pomig¢dzy
zmiennymi w wyroéznionych grupach.

4.2.6. Pakiet ggsignif

Kolejnym pakietem umozliwiajagcym wizualizacje wynikow wnioskowania
statystycznego jest pakiet ggsignif. Umozliwia on dodawanie oznaczen istot-
nosci statystycznej (np. p-wartosci, gwiazdek, linii tagczacych grupy) bezposred-
nio na wykresach. Jest szczeg6lnie przydatny przy prezentacji wynikow testow
statystycznych na wykresach typu boxplot, barplot, violin plot itp.

Na rysunku 4.18 w sposéb czytelny zaprezentowano roéznice w zuzyciu pa-
liwa pomigdzy samochodami 4-, 6- 1 8-cylindrowymi oraz informacjg, ktore z tych
roznic, i na jakim poziomie, sg statystycznie istotne.

ggplot(mtcars, aes(factor(cyl), mpg)) +
geom_boxplot() +
geom_signif(
comparisons = list(c("4", "6"), ¢("6", "8"),c("4", "8")),
map_signif level = TRUE, textsize = 6) +
ylim(10, 40)+theme minimal()
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Rys. 4.18. Wykresy pudetkowe z wynikami testu z ggsignif.
Liczba mil przejechanych na galonie paliwa wedtug liczby cylindréw

Rysunek 4.19 taczy wizualng prezentacj¢ rozktadow (boxplot) z oceng staty-
styczng jednej konkretnej pary gatunkdéw, uwzgledniajgc dodatkowo informacje
o0 ,,szerokosci ptatka” za pomoca koloru.

test <- t.test(
iris[iris$Petal. Width > 1 & iris$Species == "versicolor", "Sepal. Width"],

—_—n "non

iris[iris$Species == "virginica", "Sepal. Width"])$p.value

ggplot(iris, aes(x = Species, y = Sepal. Width, fill = Petal. Width > 1)) +
geom_boxplot(position = "dodge") +
geom_signif(
annotation = formatC(test, digits = 1),
y_position = 4.05, xmin = 2.2, xmax = 3,
tip_length = ¢(0.2, 0.04))+theme minimal()
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Rys. 4.19. Wizualizacja wynikéw testu z ggsignif. Szerokosc dziatki kielicha
(Sepal.Width) w zaleznosci od gatunku i szerokosci ptatka

Na rysunku 4.19 przedstawiono poréwnanie szerokosci dziatki kielicha dla
trzech gatunkow z wyrdznieniem szerokosci ptatka.

Kolejny kod i rys. 4.20 przedstawiaja porownanie masy pisklat w zalezno$ci
od rodzaju paszy. Na wykresie wskazano istotne réznice dla wybranych par paszy.

ggplot(data = chickwts,mapping = aes(x = weight,y = feed, fill=feed)) +
geom_boxplot(orientation = "y") +
geom_signif(
comparisons = list(c("horsebean", "sunflower"), c("horsebean", "linseed"), ¢("casein",
"meatmeal")),
map_signif level = TRUE,
textsize = 6,
margin_top = 0.08,
step_increase = 0.05,
tip_length = 0.01,
orientation = "y")+theme minimal()
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Rys. 4.20. Wizualizacja wynikow testu z ggsignif. Masa pisklat w zaleznosci
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Wykres na rys. 4.20 potwierdza, ze rodzaj paszy wplywa znaczaco na mase
kurczat: casein i sunflower prowadzg do najwyzszej wagi, a horsebean do wyraz-
nie najnizszej. Dla wybranych par rodzajow paszy wskazano istotne roznice.

4.2.7. Pakiet ggstatsplot

Pakiet ggstatsplot to narzedzie do wizualizacji danych w programie R,
ktore taczy prezentacje graficzng z przedstawieniem wynikow testow statystycz-
nych. Pakiet automatycznie dobiera i wykonuje odpowiednie testy statystyczne
(np. t-test, ANOVA, testy nieparametryczne, testy dla danych jako$ciowych)

w zaleznosci od typu danych i liczby grup.

Ponizszy kod poddaje analizie przezywalno$¢ katastrofy statku Titanic.

ggpiestats(

data
X

y

legend.title = "Klasa")
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Rys. 4.21. Wizualizacja wynikéw testu z ggstatsplot.
Przezycie katastrofy statku Titanic — wykres kotowy

Rysunek 4.21 przedstawia udziat pasazeréw, ktorzy przezyli i nie przezyli
katastrofy Titanica, w podziale na klasy podrozy (1st, 2nd, 3rd, Crew). Oba wy-
kresy kotowe pokazuja proporcje pasazerow wedhug klas. Pasazerowie pierwszej
klasy mieli najwyzszy odsetek przezycia — wigkszo$¢ 0sob z tej grupy przezyta
katastrofe. Pasazerowie trzeciej klasy mieli najnizszy odsetek przezycia — wiekszo$¢
0s0b z tej grupy nie przezyta. Wyniki testu statystycznego (np. test chi-kwadrat)
prezentowane na wykresie wskazuja, ze roznice w przezywalnosci pomigdzy kla-
sami sg statystycznie istotne (p-wartos¢ < 0,05).

ggbarstats(

data = titanic,

X = (Class,

y = Survived,

xlab = "Przezycie katastrofy",

legend.title = "Klasa",

ggplot.component = list(ggplot2::scale x discrete(guide = ggplot2::guide axis(n.dodge
=2),

palette = "Set2")
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Rys. 4.22. Wizualizacja wynikéw testu z ggstatsplot.
Przezycie katastrofy statku Titanic — wykres stupkowy

Wykres stupkowy (rys. 4.22) przedstawia liczbe pasazerow, ktorzy przezyli
i nie przezyli katastrofy Titanica, w podziale na klasy podrozy (1st, 2nd, 3rd,
Crew). Kazdy shupek reprezentuje liczbe osob w danej klasie, a kolory odpowia-
daja poszczegolnym klasom wedtug legendy. Pasazerowie pierwszej klasy mieli
najwyzszy odsetek przezycia — w tej grupie liczba osob, ktore przezyty, jest zbli-
zona do liczby tych, ktore nie przezyly, a nawet moze by¢ wyzsza. Pasazerowie
trzeciej klasy mieli najnizszy odsetek przezycia — w tej grupie zdecydowanie prze-
wazaja osoby, ktore nie przezyly katastrofy. Na wykresie widoczne sg takze wy-
niki testu chi-kwadrat niezaleznosci, ktore potwierdzaja, ze réznice w przezywal-
no$ci pomiedzy klasami sg istotne statystycznie (p-wartos¢ < 0,05).

Kolejne dwa wykresy dotycza wizualizacji wynikoéw testowania dla danych
Z wezesniej wspomnianego zbioru mtcears.

model <- stats::Im(formula = mpg ~ am * cyl, data = mtcars)
ggcoefstats(model)
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Rys. 4.23. Wspoétczynniki regresji dla modelu mpg w zaleznosci od typu skrzyni
i liczby cylindrow

Wykres na rys. 4.23 pokazuje punkty reprezentujace oszacowane wartosci
wspotczynnikdéw regresji. Te wspotczynniki okre$lajg ilo§ciowo wplyw kazdej
zmiennej predykcyjnej na zmienng zalezng (mpg). Paski btedu wokot punktow
reprezentuja przedziaty ufnosci (standardowo 95%) dla wspotczynnikow. Te
przedziaty wskazujg zakres, w ktorym z duzg pewnos$cia znajduje si¢ rzeczywista
warto$¢ wspofczynnika regresji. Wykres wykorzystuje kolory do wskazania istot-
nosci statystycznej kazdego wspotczynnika. Wspodtczynniki z p-wartosciami po-
nizej wybranego poziomu istotnosci (np. @ = 0,05) sa uwazane za statystycznie
istotne, co oznacza, ze jest mato prawdopodobne, aby obserwowany efekt wysta-
pit przypadkowo.

ggbetweenstats(data = mtcars,x = cyl, y = mpg )
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Rys. 4.24. Wizualizacja wynikow testu z ggstatsplot. Liczba cylindréw i liczba mil
przejechanych na galonie paliwa

Rysunek 4.24 przedstawia porownanie sredniego zuzycia paliwa (mpg) w sa-
mochodach z r6zng liczbg cylindrow (4, 6 1 8) w zbiorze danych mtcars. Kazda
grupa na osi OX odpowiada innej liczbie cylindrow, a na osi OY sg przedstawione
wartosci mpg dla poszczegdlnych samochodow. Samochody z 4 cylindrami maja
najwyzsze Srednie wartosci mpg (czyli sa najbardziej ekonomiczne). Samochody
z 8 cylindrami majg najnizsze wartosci mpg, co oznacza, ze Zuzywaja najwiecej
paliwa. Na wykresie sg prezentowane wyniki testu ANOVA i poréwnania parami.
Roznice pomigdzy grupami sg istotne statystycznie (p-wartosci < 0,05).

4.2.8. Pakiet ggdist

Pakiet ggdist umozliwia konstrukcjg¢ elastycznych i bogatych w informacije
wizualizacji, ktore pokazujg rozktady danych oraz niepewnos$¢ estymacji. Poza
prezentacijg gestosci umozliwia pokazanie np. srednich i przedziatéw ufnosci.

mtcars$gear <- as.factor(mtcars$gear)
ggplot(mtcars, aes(x = mpg, y = gear, fill = gear)) +
stat_halfeye(
adjust = 0.4,
.width = ¢(0.90),
point interval = mean_qi,
alpha=0.7) +
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labs(

x = "mpg",

y = "Liczba biegow") +
theme minimal() +
theme(legend.position = "none")

-

Liczba biegéw

mpg

Rys. 4.25. Wizualizacja gestosci i przedziatéw ufnosci dla zmiennej mpg
wedtug liczby biegow

Na rysunku 4.25 pokazano jednocze$nie oszacowanie gestosci, srednig oraz
przedziaty ufnosci zmiennej mpg dla samochodéw z rézng liczba biegow (gear).

Ponizszy kod pozwala porowna¢ rozkltad mpg dla samochodéw z automa-
tyczng i reczng skrzynig biegéw. Uzywa gradientu koloréw do pokazania ggstosci
prawdopodobienstwa, co jest alternatywa dla klasycznego wykresu skrzypcowego.

ggplot(mtcars, aes(x = mpg, y = factor(am), fill = after_stat(x))) +
stat_gradientinterval(
show.legend = FALSE ,
.width = ¢(0.90)) +
scale fill viridis_c() +
labs(
x = "Liczba mil na galonie paliwa",
y = "Typ skrzyni biegéw") +
theme minimal()
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Rys. 4.26. Rozktad mpg wedtug rodzaju skrzyni biegow

Na podstawie rys. 4.26 mozna zauwazy¢, ze samochody z reczng skrzynia
biegow maja generalnie przejechang wickszg liczbg mil na galonie paliwa (mpg).
Dla obu wariantow skrzyni biegdw na wykresie zostaty zaznaczone $rednia war-
tos¢ mpg 1 przedziat ufnosci (poziom ufnosci 1 — a = 0,90).

4.2.9. Pakiet infer

Pakiet infer w R zostal skonstruowany z mysla o prostym i intuicyjnym
przeprowadzaniu wnioskowania statystycznego, szczego6lnie za pomoca metod
symulacyjnych, takich jak testy permutacyjne czy bootstrap. Dzigki zastosowaniu
sktadni zgodnej z tidyverse pakiet infer pozwala uzytkownikom na tatwe de-
finiowanie hipotez, generowanie rozktadow statystyk testowych oraz wyznaczenie
p-wartosci i przedzialow ufnosci. Pakiet ten utatwia stosowanie nowoczesnych
nieklasycznych metod statystycznych, oferujac czytelne i elastyczne podejscie do
analizy danych. Pakiet ten umozliwia takze przeprowadzenie klasycznego testo-
wania i wizualizacje wynikow. Przyklad takiego testu, porownujacego mpg dla
samochodéw z 4 1 6 cylindrami, przedstawia ponizszy kod, natomiast wizualizacje¢
wynikow zamieszczono na rys. 4.27.
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df <- mtcars %>%

filter(cyl %in% c(4, 6)) %>%

mutate(cyl = factor(cyl))
obs_stat <- df %>%

specify(mpg ~ cyl) %>%

calculate(stat = "diff in means", order = ¢("6", "4"))
t test <- t.test(mpg ~ cyl, data = df)

nl <- sum(dfScyl == 6)

n2 <- sum(dfScyl == 4)

s2 <- var(df$mpg) # Iwspolna wariancja z obu grup

se <- sqrt(s2 * (1/nl + 1/n2))

null dist <- tibble(
stat = seq(obs_stat$stat - 4*se, obs_stat$stat + 8*se, length.out = 1000)) %>%
mutate(density = dnorm(stat, mean = 0, sd = se))

ggplot(null_dist, aes(x = stat, y = density)) +
geom line(color = "blue") +
xlim(-8,8)+
geom_vline(xintercept = obs_stat$stat, color = "red", linetype = "dashed") +
labs(subtitle = paste0("p-value =", signif(t_test$p.value, 3)),x = "Roznica $rednich",
y = "Gestos¢") +
theme minimal()

p-value = 0.000405

0.18

0.10

Gestose

0.05

0.00

-5 0 5
Réznica srednich

Rys. 4.27. Wizualizacja testu t — r6znica mpg dla samochoddéw o liczbie cylindrow 6i 4

Rezultat realizacji powyzszego kodu przedstawiono na rys. 4.27. Na wykre-
sie zaprezentowano gestos$¢ rozktadu réznicy $rednich przy zatozeniu stusznosci
H,. Zaznaczono takze wartos$¢ statystyki testowej i odpowiadajaca jej p-wartosc.
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W omawianym przypadku nalezy odrzuci¢ hipoteze H, a wigc mozna twierdzic,
Ze przeci¢tna liczba mil przejechanych na galonie paliwa dla samochodow z 41 6
cylindrami nie jest jednakowa.
Z wykorzystaniem pakietu infer mozna uzyska¢ symulacyjne przyblizenie

rozktadu teoretycznego przy zalozeniu hipotezy Hy (rys. 4.28).
null dist <- df %>%

specify(mpg ~ cyl) %>%

hypothesize(null = "independence") %>%

generate(reps = 1000, type = "permute") %>%

calculate(stat = "diff in means", order = ¢("6", "4"))

visualize(null_dist) + labs(title = NULL)+theme minimal()

-4 0 4
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150
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50

0

E
Rys. 4.28. Symulacyjne przyblizenie rozktadu teoretycznego przy zatozeniu hipotezy Ho

Mozliwosci pakietu infer zostang wykorzystane w kolejnym rozdziale do
weryfikacji i wizualizacji testOw permutacyjnych.

4.3. Wizualizacja wynikow wnioskowania
— implementacja uzytkownika

W poprzednim podrozdziale przedstawiono zastosowanie roznych bibliotek
programu R do wizualizacji wynikéw wnioskowania statystycznego. Praktyka ba-
dan naukowych prowadzi czgsto do koniecznosci samodzielnego opracowania
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procedur wnioskowania i niekiedy tez odpowiednich ich wizualizacji. Przyktad
takiego rozwigzania w zastosowaniu do testu pustych cel zostanie przedstawiony
w tym podrozdziale.

4.3.1. Test pustych cel — idea, zatozenia i hipotezy

Test pustych cel (ang. empty cells test) jest jednym z testow zgodnos$ci. Za
pomocg tego testu mozna weryfikowaé hipoteze dotyczacg postaci rozktadu
zmiennej losowej. Test pustych cel to statystyczna metoda weryfikacji losowos$ci
wywodzaca si¢ z klasycznego problemu rozmieszczen (ang. occupancy problem).
W problemie tym badane jest, czy n elementdéw zostato rozmieszczonych w m ce-
lach w sposob catkowicie losowy. Ide¢ testu oraz wlasnosci przedstawiajg m.in.
David (1950); Hellwig (1965) oraz Domanski (2011; 2012). Test pustych cel po-
zwala na bardzo roéznorodne zastosowania. Modyfikacje testu dla przypadkow
jedno- i dwuwymiarowego przedstawil Konczak (2008; 2009). Z kolei zastoso-
wanie testu pustych cel dla weryfikacji wielowymiarowej normalnosci przedsta-
wil Konczak (2025).

Caty obszar zmiennosci zmiennej losowej dzieli si¢ na m roztacznych cel
i dla n-elementowej proby zlicza si¢ liczbg elementow w kazdej celi. Statystyka
testowg jest liczba cel, ktore po zakonficzeniu procesu pozostaja puste (K,,). Liczba
ta jest porownywana z wartoscig krytyczng. Domanski i Pruska (2000) przedsta-
wili interpolowane wartos$ci krytyczne dla statystyki testu pustych cel. Weryfika-
cji jest poddawana hipoteza dotyczaca postaci rozktadu. Kluczowe zatozenia do-
tyczace testu pustych cel mozna zapisa¢ nastepujaco:

1. Dane: liczba elementow n oraz stata liczba cel m.

2. Niezaleznos$¢: kazdy element trafia do celu niezaleznie od pozostatych elemen-
tow.

3. Jednakowe prawdopodobienstwo: prawdopodobienstwo trafienia kazdego ele-
mentu do dowolnej z m cel jest jednakowe i wynosi: p = %

4. Brak ograniczen pojemnosci: kazda cela moze pomiesci¢ dowolng liczbe ele-
mentow.
Niech bedzie pobrana proba n-elementowa z populacji o dystrybuancie F (x).
Weryfikowana jest hipoteza o zgodno$ci rozktadu z pewnym ustalonym roz-
ktadem teoretycznym Fy(x):

Ho: F(x) = Fo(x)
Hl: F(x) * Fo(x)
gdzie F, jest dang dystrybuanta.
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Obszar zmienno$ci zmiennej losowej X jest dzielony na m roztacznych cel
M;(i = 1,2, ..., m), takich, ze:

m
X= UM; 4.1)
=1
gdzie X jest obszarem zmiennosci zmiennej losowej X oraz:

MnM;=@dlai,j€{12,..,m}i#j
P(x € M) =—dlai € {1,2,..,m} (4.2)

jesli hipoteza Hy jest prawdziwa.
Statystyka testowa (liczba pustych cel) ma nastepujaca postac:
K = card{j:m; = 0} (4.3)
Dla przyjetego poziomu istotnosci a obszar krytyczny jest nastgpujacy:
K = {kik > Ky o) 4.4)

gdzie K, , sa warto$ciami krytycznymi uzyskanymi z tablic (Domanski i Pruska,
2000) lub uzyskanymi symulacyjnie.

4.3.2. Test pustych cel — implementacja testu normalnosci

Test pustych cel to ogolna idea. Na tej podstawie mogg by¢ konstruowane
specyficzne testy statystyczne. Konczak (2005) przedstawil modyfikacje testu na
przypadek wyznaczania nie tylko pustych cel, ale takze cel jednoelementowych.
Z kolei Konczak (2025) przedstawia konstrukcje wielowymiarowego testu nor-
malnos$ci z zadanymi parametrami.

Ponizej przedstawiono konstrukcje testu pustych cel dla weryfikacji hipotezy
o normalnos$ci rozkladu. Przed zastosowaniem testu zostang okreslone dwie funk-
cje. Funkcja ect_Kn() shuzy do obliczania wartosci statystyki testowej (K,),
czyli liczby pustych cel.

ect Kn <- function(data, mean val, sd val, num_bins) {
p_vals <- pnorm(data, mean = mean_val, sd = sd val)
p_vals <- pmax(le-10, pmin(1 - 1e-10, p_vals))
bins <- ceiling(p_vals * num_bins)
return(num_bins - length(unique(bins)))

}

Funkcja ect_norm( ) realizuje procedure testu zgodnosci z rozktadem nor-

malnym. Dla zadanego poziomu istotnosci & w oparciu o symulacje komputerowe
wyznacza warto$¢ krytyczng (K, ,) oraz p-warto$¢. Na podstawie R losowych
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prob z rozktadu normalnego konstruowany jest rozktad odniesienia statystyki przy
nieznanych parametrach. Wynikiem jest decyzja statystyczna oparta na poréwna-
niu z symulacjami oraz wizualizacja graficzna wyniku na tle histogramu.

ect norm <- function(x, alpha=0.05, R = 2000, plot = TRUE) {
m <- n <- length(x)
mu_obs <- mean(x, na.rm = TRUE)
sd_obs <- sd(x, na.rm = TRUE)
KO0 <- ect Kn(x, mu_obs, sd_obs, m)
K _sim <- numeric(R)
for (iin 1:R) {
X_sim <- rnorm(n, mean = mu_obs, sd = sd_obs)
sim_mu <- mean(x_sim)
sim_sd <- sd(x_sim)
K sim[i] <- ect Kn(x_sim, sim_mu, sim_sd, m)
§
p_value <- (sum(K_sim >=KO0)+1)/(R+ 1)
if (plot) {
K crit <- quantile(K_sim, 1 - alpha)
hist_res <- hist(K_sim, breaks = seq(min(K_sim)-0.5, max(K_sim)+0.5, by=1), plot =
FALSE)
col hist <-if (p_value < 0.05) "mistyrose" else "lightgreen"
plot(hist_res, col = col_hist, freq =FALSE, xlim = ¢(0,12),
main ="", xlab = "Liczba pustych cel", ylab="Ggstos¢")
abline(v =K _crit, col = "red", Iwd = 2, Ity = 2)
abline(v = KO0, col = "blue", Iwd = 3)
axis(side = 1, at = K_crit, labels = expression(K[n ~ "," ~ alpha]), font = 2, padj = 1.5)
axis(side = 1, at = KO0, labels = expression(K[0]), font = 2, padj = 1.5)
§

return(list(n_empty = KO, p.value = p_value, estimated params = list(mean=mu_obs,
sd=sd_obs)))

}

Ponizej przedstawiono zastosowanie wprowadzonego powyzej testu pustych
cel dla weryfikacji hipotezy o normalnosci rozktadu analizowanej zmienne;j. Prze-
prowadzono weryfikacj¢ hipotezy dla dwoch prob o liczebnosciachn; = n, = 15.
Pierwsza z tych prob zostatla wygenerowana z rozktadu normalnego, a druga
z rozktadu wyktadniczego. Tylko w pierwszym z tych przypadkoéw nalezy ocze-
kiwacé, ze hipoteza Hyy nie zostanie odrzucona. Na rysunkach 4.29 i 4.30 przedsta-
wiono graficznie wyniki testowania hipotezy o normalnosci rozktadu dla tych
dwoch rozktadow.

Na wykresach zaznaczono liczbe pustych cel (K,) (kolor niebieski) oraz wy-
znaczong symulacyjnie warto$¢ krytyczng (Kn_ a) (czerwona linia przerywana). Do-
datkowo kolorem stupkéw rozrézniono przypadki braku podstaw do odrzucenia
hipotezy H (kolor jasnozielony) i odrzucenia tej hipotezy (kolor jasnoczerwony).
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Narysunkach 4.29 i1 4.30 przedstawiono najwazniejsze wyniki przeprowadzonego
testu, a dodatkowo decyzja zostata zakodowana w kolorze stupkéw wykresu, co
moze by¢ pomocne zwlaszcza w praktycznych zastosowaniach biznesowych.

danel <- rnorm(15, mean = 10, sd = 2)
dane2 <- rexp(15,rate=2)

ect_norm(danel)$p.value
ect_norm(dane2)$p.value
#[1] 0.8850575
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Rys. 4.29. Wizualizacja implementacji testu pustych cel dla weryfikacji hipotezy
o normalnosci rozktadu — dane generowane z rozktadu normalnego

#1[1]0.01549225
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Rys. 4.30. Wizualizacja implementacji testu pustych cel dla weryfikacji hipotezy
o normalnosci rozktadu — dane generowane z rozktadu wyktadniczego

4.3.3. DwWuwymiarowy test normalnosci
— wizualizacja wynikow

Konczak (2025) przedstawit propozycj¢ wielomiarowego testu normalno$ci
opartego na idei pustych cel. Weryfikowana jest hipoteza o p-wymiarowym roz-
ktadzie normalnym z zadanymi parametrami: wektorem wartosci oczekiwanych
= (Uq, 4y, -, hp) 1 macierzg kowariancji X. Ponizej zostanie przytoczona idea
testu dla rozktadu dwuwymiarowego.

Konstrukcja testu opiera si¢ na partycjonowaniu przestrzeni dwuwymiarowej
na rozlaczne obszary (cele) o jednakowym prawdopodobienstwie teoretycznym.
Podziat ten przebiega dwuetapowo:

1. Przestrzen jest dzielona na k koncentrycznych pierscieni eliptycznych, dobra-

nych tak, aby kazdy z nich gromadzit rowng mas¢ prawdopodobienstwa (%)

zgodnie z teoretycznym rozktadem normalnym.

2. Kazdy pierscien jest nastepnie dzielony na cztery sektory przez gtowne osie
elipsoidy wyznaczone przez wektory wlasne macierzy kowariancji. W rezul-
tacie otrzymuje si¢ m = 4k cel, do ktorych, przy zatozeniu hipotezy zerowej,
obserwacje trafiaja z jednakowym prawdopodobienstwem. Idea konstrukcji
cel zostala przedstawiona na rys. 4.31.
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Rys. 4.31. Idea konstrukcji cel dla przypadku dwuwymiarowej normalnosci

Zrodto: Opracowanie wiasne na podstawie: Konczak (2025).

W ogdlnym przypadku p-wymiarowym kazdy z pasow eliptycznych jest
dzielony na 2” obszarow. Wyniki testu normalno$ci zawieraja w szczegolnosci
nastepujace informacje: warto$¢ statystyki testowej (K), warto$¢ krytyczng
(Kn_a), p-wartos¢ oraz decyzje. Wszystkie te wyniki warto przedstawi¢ w formie
wizualizacji jak np. na rys. 4.32.
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Rys. 4.32. Wizualizacja wynikéw dwuwymiarowego testu normalnosci

Zrodto: Opracowanie wiasne.

Rysunek 4.32 przedstawia graficzng ilustracje wyniku testu wielowymiaro-
wej normalno$ci opartego na liczbie pustych cel. Grafika pokazuje relacje migdzy
wartoscig obliczong z danych K a rozktadem teoretycznym (symulacyjnym) przy
zatozeniu prawdziwosci hipotezy zerowej. Catos¢ sktada si¢ z czterech paneli
tworzacych kompleksowg wizualizacje wynikow testu dwuwymiarowej normal-
nosci. W kolejnych panelach przedstawiono nastepujace informacje.

Panel 1:

Wykres przedstawia obserwacje po transformacji do przestrzeni standaryzo-
wanej, w ktorej elipsoidy staja si¢ okregami. Wykres umozliwia oceng, czy ob-
serwacje rozktadajg si¢ rownomiernie w celach. Wystgpowanie skupien jest argu-
mentem przeciw hipotezie H.

Panel 2:

Wykres typu mapa ciepta pokazuje liczbe obserwacji w kazdej celi w formie
macierzy. Wykres przedstawia macierz, gdzie wiersze odpowiadaja kolejnym
elipsoidom, a kolumny ¢wiartkom (Q1 — Q4). Kazdy prostokat reprezentuje
jedna cele. Wewnatrz kazdego pola jest podana liczba obserwacji, ktore wpadty
do danej celi. Cele puste zostaly wyrdznione kolorem czerwonym.
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Panel 3:

Wykres stupkowy przedstawia rozklad empiryczny statystyki testowej
(liczby pustych cel K) przy zatozeniu, ze hipoteza zerowa jest prawdziwa. Zostat
on wyznaczony symulacyjnie. Kolor histogramu jest wizualnym wskaznikiem de-
cyzji testowej. Kolor jasnozielony oznacza brak podstaw do odrzucenia hipotezy
zerowej. R6zowy oznacza odrzucenie hipotezy zerowej. Czerwona linia przery-
wana wskazuje interpolowang warto$¢ krytyczng (Kn’a) dla ustalonego poziomu
istotno$ci a. Jest to granica obszaru krytycznego. W tym tesécie obszar krytyczny
znajduje si¢ na prawo od tej linii. Jesli liczba pustych cel przekroczy te lini¢, ozna-
cza to, ze nalezy odrzuci¢ hipotezg Hy. Niebieska linia cigglta wskazuje wartos§¢
statystyki testowej (K) obliczong dla badanej proby.

Panel 4:

Jest to panel tekstowy, ktory przedstawia kluczowe wyniki testu w jednym
miejscu.
Statystyka K: Liczba pustych cel znaleziona w danych.
Wartos¢ krytyczna K, ,: Prog liczby pustych cel, powyzej ktorego przy ustalonym
poziomie istotno$ci o nalezy odrzuci¢ hipoteze H,.
E[K]: Oczekiwana liczba pustych cel.
p-wartos¢: Prawdopodobienstwo uzyskania takiego lub gorszego wyniku przy za-
tozeniu H,,.
Decyzja: Komunikat (“ODRZUC HO0” czerwong czcionka lub “BRAK POD-
STAW DO ODRZUCENIA HO” zielong czcionkg).
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5. Model permutacyjny Fishera-Pitmana
— alternatywa dla klasycznego wnioskowania
w modelu populacyjnym Neymana-Pearsona

[...] hipoteza mogtaby zostac obalona

przez jeden jedyny przypadek niepowodzenia,
lecz nigdy nie mogtaby zostac potwierdzona
przez Zadngq skoriczonq liczbe eksperymentow.

Ronald A. Fisher (1935, s. 16)

Testy permutacyjne sa stosunkowo rzadko stosowane w badaniach ekono-
micznych. Trudno zrozumie¢ taka sytuacj¢, poniewaz majg one wiele zalet w sto-
sunku do klasycznych testow parametrycznych i nieparametrycznych. Testy pa-
rametryczne wymagajg spetnienia zatozen dotyczacych postaci analizowanego
rozktadu — najczesciej jest to rozklad normalny. W praktyce badan ekonomicz-
nych czgsto trudno o spetnienie tego wymogu. Eden i Yates (1933) analizowali
zastosowanie testu z Fishera na rzeczywistych danych o rozktadzie sko$nym,
wskazujgc na ograniczenia tego testu. Miato to istotne znaczenie dla praktyki eks-
perymentow rolniczych i statystyki stosowanej. Jednak rozklady skosne wyste-
puja nie tylko w danych przyrodniczych, ale takze czesto w réznych dyscyplinach
naukowych, w szczegdlnosci w zagadnieniach dotyczacych ekonomii i finansow.
Klasyczne testy nieparametryczne charakteryzuja si¢ zwykle mniejsza moca,
a w zwigzku z tym do skutecznego wnioskowania s3g wymagane proby o wigkszej
liczebnos$ci. Testy permutacyjne, ktore takze sg zaliczane do metod nieparame-
trycznych, opierajg si¢ na modelu Fishera-Pitmana, ktory znacznie rézni si¢ od
modelu Neymana-Pearsona wykorzystywanego w klasycznym wnioskowaniu sta-
tystycznym. Testy permutacyjne sg wolne od wigkszos$ci zatozen towarzyszacych
zastosowaniom testow parametrycznych.

Testy permutacyjne znajdujg szerokie zastosowanie w analizie statystyczne;j,
szczegolnie w sytuacjach, gdy nie sg spelnione zatozenia klasycznych metod pa-
rametrycznych lub gdy badacz dysponuje probami o matych liczebnosciach. Me-
tody te pozwalajg na precyzyjng weryfikacje istotnosci réznic w strukturach po-
pulacji bez koniecznosci odwotywania si¢ do rozktadow asymptotycznych, co
czyni je kluczowym narzedziem przy ograniczonych zbiorach danych (Konczak
i Kosinska, 2023). Szczegdlnie przydatne sg w analizach wynikow eksperymen-



tow losowych (Ztotos, 2019). Sa one efektywnie wykorzystywane w analizie da-
nych jakosciowych, umozliwiajac testowanie ztozonych hipotez kierunkowych
(Konczak, 2012; Polko i Konczak, 2016; Bonnini i Borghesi, 2025) oraz przepro-
wadzanie testéw dla danych w wielowymiarowych tablicach wielodzielczych
(Konczak i Chmielinska, 2013; Konczak i Kosinska, 2025). Ponadto podejscie to
sprawdza si¢ w badaniu istnienia 1 sity wspdtzaleznosci migdzy zmiennymi, ofe-
rujac odporng alternatywe dla tradycyjnych testow asocjacji (Konczak, 2020a).
Metody permutacyjne mogg by¢ takze z powodzeniem stosowane w analizie da-
nych pochodzacych z eksperymentow ekonomicznych (Ztotos, 2025).

W badaniach ekonomicznych i spolecznych metody te sg cenione za mozli-
wos¢ kompleksowego porownywania populacji wielowymiarowych (Polko-Zajac,
2021) oraz weryfikacje jednorodnosci danych, co jest istotne dla zapewnienia ja-
kos$ci wnioskowania (Polko i Konczak, 2016). Testy permutacyjne wykazujg duza
uzyteczno$¢ przy pordwnywaniu parametrow potozenia w grupach o niejednorod-
nych wariancjach (Mielke i Berry, 1994), a takze pozwalajg na testowanie rownowaz-
nosci (equivalence) z wykorzystaniem procedur typu intersection-union (Arboretti
iin., 2018). Ich elastycznos¢ jest widoczna w praktycznych zastosowaniach socjo-
ekonomicznych, takich jak ocena wplywu pandemii na aktywno$¢ w wydarze-
niach kulturalnych, gdzie moga stuzy¢ do analizy zmian w strukturach odpowie-
dzi respondentéw (Kosinska, 2023).

W rozdziale przedstawiono kluczowe réznice pomig¢dzy modelami wniosko-
wania populacyjnym (Neymana-Pearsona) i permutacyjnym (Fishera-Pitmana).
Szczego6lng uwage zwrocono na bardzo rzadko stosowany, zwlaszcza w naukach
ekonomicznych, model permutacyjny. Przedstawiono zasady wnioskowania w tym
modelu, wybrane pakiety srodowiska R umozliwiajace weryfikacje hipotez oraz
metody wizualizacji uzyskanych wynikow.

5.1. Dwa modele wnioskowania statystycznego

(1) Model populacyjny Neymana-Pearsona

Model wnioskowania statystycznego zostatl zaproponowany przez Jerzego Ney-
mana i Egona Pearsona (1933). Wnioskowanie w tym modelu opiera si¢ na
lemacie Neymana-Pearsona, ktory stanowi matematyczng podstawe konstruk-
cji testow statystycznych dla prostych hipotez. Lemat ten wskazuje, ze dla za-
danego poziomu istotnosci @ (poziomu btedu I rodzaju) test oparty na ilorazie
wiarygodnosci (likelihood ratio) jest testem o najwiekszej mocy sposrod
wszystkich testow tego samego poziomu istotnosci.
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W modelu populacyjnym okresla si¢ hipotezy H,, (hipoteza zerowa) i H; (hi-
poteza alternatywna). W tym modelu przyjmuje si¢, ze proba zostala pobrana lo-
sowo z okreslonej populacji o zadanym rozktadzie. Rozroznia si¢ dwa typy bie-
dow — I rodzaju (odrzucenie hipotezy Hy, gdy jest ona prawdziwa) i Il rodzaju
(brak decyzji o odrzuceniu hipotezy H,, gdy jest ona falszywa).

(1) Model permutacyjny Fishera-Pitmana

Model wnioskowania statystycznego zostat wprowadzony przez Ronalda Ayl-
mera Fishera (1925) i sformalizowany przez Edwina Jamesa George Pitmana
(1937a, 1937b). Nieco wczesniej model permutacyjny, ktéry jest podstawa
wnioskowania permutacyjnego, zostal zastosowany do analizy wynikéw do-
$wiadczen polowych przez Jerzego Sptawe-Neymana (1923). Model opiera si¢ na
wykorzystaniu permutacji etykiet obserwacji. Nie wymaga zalozenia dotyczg-
cego postaci (typu) rozktadu, moze by¢ takze stosowany dla prob nielosowych.

Model permutacyjny wnioskowania statystycznego charakteryzuje si¢ wie-
loma zaletami w stosunku do klasycznego modelu populacyjnego Neymana-
-Pearsona. Jest bardziej elastyczny i moze by¢ stosowany w sytuacjach, w ktorych
klasyczne modele parametryczne sg nieodpowiednie. Wnioskowanie w modelu
permutacyjnym opiera si¢ wylacznie na pobranych danych (Berry i in., 2014;
Konczak, 2016), nie zaklada si¢ postaci rozkladu badanej zmiennej. Pozwala
w szczegolnosci na przeprowadzenie wnioskowania statystycznego nawet w sy-
tuacjach, gdy (Brombin i Salmaso, 2013; Berry i in., 2014; Konczak, 2020b):

e nie jest znana postac rozktadu analizowanych zmiennych,
e pobrano proby o niewielkich liczebnosciach,
e proby nie sg losowe.

Cho¢ losowos¢ proby nie jest wymagana do przeprowadzenia testow permu-
tacyjnych, to jednak jej brak uniemozliwia uogélnienie wynikdéw na catg popula-
cj¢. Uzyskane wyniki moga by¢ odniesione wytgcznie do analizowanych zbiorow
danych. Ogoélne zasady wnioskowania w modelu permutacyjnym przedstawiaja
m.in. Good (2006b), Good (2013), Bonnini Corain i in. (2014), Konczak (2016)
i Berry i in. (2021).

W naukach ekonomicznych bardzo czgsto trudno utrzymac zatozenie o nor-
malnosci badanych zmiennych. Przyklady zastosowan testow permutacyjnych
w naukach ekonomicznych przedstawiaja m.in. Moore (2011), Ztoto$ (2020) i Ko-
sinska (2025). Zastosowania testow permutacyjnych dla danych wielowymiaro-
wych i ztozonych przedstawiajag m.in. Pesarin (2001), Pesarin i Salmaso (2010)
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oraz Polko-Zajac (2020). W dalszej czgsci tego rozdziatu zostang omdéwione za-
sady stosowania testow permutacyjnych i wskazane odpowiednie narzedzia.

5.2. Wybrane pakiety srodowiska R wspomagajace
whnioskowanie permutacyjne

W srodowisku R jest wicle pakietow pozwalajacych na przeprowadzenie
wnioskowania statystycznego w modelu permutacyjnym. Dla przeprowadzenia
testow permutacyjnych niezbg¢dne jest zatadowanie odpowiednich pakietow. Re-
alizuje to ponizszy kod.

library(wPerm)
library(coin)
library(perm)
library(resample)
library(exactRankTests)
library(mosaic)
library(infer)
library(ggplot2)
library(dplyr)
library(tidyverse)

W ponizszych analizach uwaga zostanie skoncentrowana na funkcjach pa-
kietu wPerm. Pozostate pakiety zostang w sposéb zwiezly przedstawione w dal-
szej czesci.

5.2.1. Pakiet wPerm

Pakiet wPerm (Weiss, 2015) w srodowisku R pozwala na przeprowadzanie
wazonych testow permutacyjnych. Testy te sg szczegdlnie przydatne w analizie
danych pochodzacych z badan spotecznych, w ktérych czesto stosuje sie ztozone
schematy doboru proby, a kazda jednostka otrzymuje okre§long wage odzwiercie-
dlajaca jej reprezentatywnos¢ w populacji. Uwzglednienie wag w procedurze te-
stowania pozwala na uzyskanie wynikow o wigkszej zgodnosci z rzeczywista
struktura populacji, co pozwala na zmniejszenie bledow wnioskowania statystycz-
nego. Pakiet wPerm zapewnia takze standardowg wizualizacj¢ wynikow testowa-
nia permutacyjnego.
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Test dla dwéch préb niezaleznych

Test dla warto$ci oczekiwanych oraz median w dwoch populacjach zostanie
przedstawiony na przyktadzie danych generowanych z dwoch rozktadéw chi-
-kwadrat o roznych wartos$ciach oczekiwanych. Hipotezy mozna zapisac nastgpu-
jaco:

e dla warto$ci oczekiwanych:

Ho:py = py
Hy:py # py

e dla median:

HO:MEX = MeY
Hl:MeX * Mey

set.seed(123)
dane <- data.frame(

x = ¢(rchisq(10, df=1), rchisq(10, df = 5)),

grupa = rep(c("kontrola", "eksperyment"), each = 10))
perm.ind.loc(x=dane$x, y=dane$grupa, parameter=mean)
perm.ind.loc(x=dane$x, y=dane$grupa, parameter=median)

#

#

# RESULTS OF PERMUTATION INDEPENDENT TWO-SAMPLE LOCATION TEST
# BASED ON 9999 REPLICATIONS

#

# SUMMARY Variable Pop.1 Pop.2 n.l n.2 Statistic
Observed

# STATISTICS x eksperyment kontrola 10 10 diff.mean
2.005029

#

# HYPOTHESIS Null Alternative P.value

# TEST identical shifted 0.0102
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Rys. 5.1. Wyniki testu permutacyjnego dla réwnosci wartosci oczekiwanych
dla préb niezaleznych. Histogram rozktadu permutacyjnego

#

#

# RESULTS OF PERMUTATION INDEPENDENT TWO-SAMPLE LOCATION TEST
# BASED ON 9999 REPLICATIONS

#

# SUMMARY Variable Pop.1l Pop.2 n.1 n.2 Statistic
Observed

# STATISTICS x eksperyment kontrola 10 10 diff.median
2.910802

#

# HYPOTHESIS Null Alternative P.value

# TEST identical shifted 0.004
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Rys. 5.2. Wyniki testu permutacyjnego dla réwnosci median dla préb niezaleznych.
Histogram rozktadu permutacyjnego

W powyzszym kodzie wykorzystano funkcje perm.ind. loc() z pakietu
wPerm, ktora realizuje test permutacyjny, sprawdzajac istotno$¢ réznic migdzy
grupami odpowiednio dla $redniej (mean) i mediany (median). Wyniki tych te-
stow pozwalajg ocenié, czy zaobserwowane réznice pomi¢dzy grupami sg staty-
stycznie istotne. Nie jest wymagane zatozenie normalnosci badanych zmiennych,
co sprawia, ze jest to skuteczne narzedzie w analizie roznic migdzygrupowych.
Dla uzyskania wylgcznie p-warto$ci mozna wykona¢ komendy:

perm.ind.loc(dane$x, dane$grupa, mean)S$p.value
# (1] 0.0098

perm.ind.loc(dane$x, daneSgrupa, median)$p.value
#[1]0.0022

Na rysunkach 5.1 1 5.2 przedstawiono wizualizacj¢ wynikoéw testu permuta-
cyjnego dla porownania odpowiednio: wartosci przeci¢tnych i median. Na wykre-
sach zostaly zaznaczone wartosci statystyki testowej. Wyniki zamieszczone pod
wykresami w obu przypadkach prowadza do odrzucenia hipotezy H,.

Niekiedy jest przeprowadzane porownanie charakterystyk (np. warto$ci
oczekiwanych) w dwoch grupach dla prob sparowanych. Jest tak np. wowczas,
gdy dla tej samej jednostki obserwacji sag dokonywane dwa pomiary.

Poréwnano wyniki egzaminacyjne 10 studentow (x — liczba punktow przed
kursem, y — liczba punktéw po kursie), a ich rezultaty przedstawiono w ponizszym
kodzie. Siedmiu poprawito swoje wyniki, dwoch uzyskato identyczne wyniki,
a jeden nieznacznie obnizyt wynik. Celem jest sprawdzenie, czy przeprowadzenie
kursu poprawilo przecigtne wyniki studentow.

105



Hipotezy przyjmuja nast¢pujaca postac:

Ho:pux = py
Hyipx # py

x <- ¢(65, 70, 72, 60, 75, 80, 68, 73, 62, 78)
y <-¢(70, 70, 80, 60, 73, 85, 75, 74, 66, 80)

perm.paired.loc(x=x, y=y, parameter=mean, alternative="less')

#
#
# RESULTS OF PERMUTATION PAIRED LOCATION TEST
# BASED ON 9999 REPLICATIONS
#
# SUMMARY Pop.l Pop.2 n Statistic Observed
# STATISTICS X y 10 diff.mean =3
#
# HYPOTHESIS Null Alternative P.value
# TEST identical shifted.left 0.0159
i
E
o ]
T T T T T 1
3 2 1 0 1 2 3

permutation diff. mean

Rys. 5.3. Wyniki testu permutacyjnego dla préb zaleznych.
Histogram rozktadu permutacyjnego

Powyzszy kod prezentuje zastosowanie testu permutacyjnego dla prob zalez-
nych (sparowanych), gdzie porownuje si¢ dwie serie pomiaréw uzyskane dla tych sa-
mych jednostek, np. w dwdch okresach czasowych. Funkcja perm. paired. Loc()
umozliwia oceng, czy $rednia roznica pomigdzy parami obserwacji jest istotnie
mniejsza od zera (alternative=‘less’). W omawianym przypadku test potwierdzit,
7e przecigtne rezultaty po zakonczeniu kursu sg lepsze niz przed kursem (p-war-
to$¢ < ). Wizualizacja wynikow testu zostata przedstawiona na rys. 5.3.
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Test permutacyjny dla prob zaleznych jest szczegolnie zalecany, gdy nie
mozna zatozy¢ normalnosci rozkladu réznic lub gdy liczba obserwacji jest nie-
wielka, a klasyczny test t dla prob zaleznych moglby prowadzi¢ do btednych
wnioskow.

Test niezaleznosci chi-kwadrat stosuje si¢ do weryfikacji hipotezy o braku
zaleznos$ci migdzy dwiema zmiennymi jakosciowymi. W ponizszym kodzie wy-
korzystano funkcje perm.ind.test() realizujacg permutacyjng wersje testu
niezaleznos$ci chi-kwadrat. Zastosowanie permutacyjnego testu niezaleznosci nie
wymaga spelnienia zatozenia o minimalnych licznosciach oczekiwanych w ko-
moérkach minimum 5, jak to jest w klasycznym tescie niezalezno$ci chi-kwadrat.

Zastosowanie testu zostanie przedstawione na przykladzie zbioru danych
relig.and.ed z pakietu wPerm. Celem jest sprawdzenie, czy istnieje statystycznie
istotny zwigzek pomigdzy dwiema zmiennymi jakosciowymi: poziomem religij-
nosci (RELIGIOUSITY) oraz poziomem wyksztatcenia (EDUCATION).

Hy: Poziom religijno$ci i poziom wyksztatcenia sg niezalezne w badanej po-

pulacji.
Hipoteza ta oznacza, ze rozktad religijnosci jest taki sam niezaleznie od poziomu
wyksztalcenia, i odwrotnie.

H,: istnieje zwigzek (zalezno$¢) miedzy poziomem religijnosci a poziomem

wyksztatcenia.

data("relig.and.ed")
tabela relig_ed <- xtabs(COUNT ~ RELIGIOUSITY + EDUCATION, data = relig.and.ed)
tabela relig_ed

# EDUCATION

# RELIGIOUSITY Basic Secondary Advanced

# Religious 77 149 78

# Not religious 23 56 36

# Atheist 8 24 29

# Don't know 6 15 8
perm.ind.test(x=relig.and.ed, type = "flat", var.names = c("RELIGIOUSITY", "EDUCATION"),

=9999)
RESULTS OF PERMUTATION INDEPENDENCE TEST
BASED ON 9999 REPLICATIONS

SUMMARY Variable.l Variable.2 n Statistic Observed
STATISTICS RELIGIOUSITY EDUCATION 509 chi.square 13.32231

HYPOTHESIS Null Alternative P.value
TEST nonassociated associated 0.0363

Y
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Rys. 5.4. Wizualizacja wynikow testu permutacyjnego niezaleznosci.
Histogram rozktadu permutacyjnego

Powyzszy wynik oznacza, Ze na podstawie tych danych mozna stwierdzi¢
(por. rys. 5.4), ze istnieje statystycznie istotny zwigzek (asocjacja) migdzy pozio-
mem religijnosci a poziomem wyksztalcenia w badanej probie (p-wartos¢ < ).

Zaleznosci pomiedzy zmiennymi jako$ciowymi mozna zwizualizowaé, od-
wotujac si¢ do wykresow mozaikowych (mosaic plof). Ponizszy kod konstruuje
wykres mozaikowy (rys. 5.5), ktory wizualizuje dane tabelaryczne dwu- lub wie-
lowymiarowe (Friendly, 1994; Konczak, 2025).

plot(tabela_relig _ed , shade=TRUE)

tabela_relig_ed

Religious Not reiigious Atheist Don't know

EDUCATION

o
]
Ny
Tg
53
20
8 G
[DN4

RELIGIOUSITY

Rys. 5.5. Wizualizacja wynikéw testu permutacyjnego niezalezno$ci

Kolor prostokatow na wykresie inny niz bialy wskazuje na wystgpowanie
statystycznie istotnych zaleznoéci pomiedzy zmiennymi. Niebieski prostokat
przedstawia liczbe 0sob o poziomie edukacji “Advanced” deklarujacych si¢ jako
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ateisci (Atheist). Osob tych jest wigcej niz wskazujg na to liczebnosci oczekiwane
przy zatozeniu niezaleznosci badanych zmiennych.

Zbiodr self zawiera dane, w postaci tablicy kontyngencji, dotyczace samoo-
ceny niezaleznych losowych probek widzacych i niewidomych nastolatkow z Indii.
Dla danych ze wskazanego zbioru zostanie przeprowadzony test jednorodnos$ci
struktur. Zostanie zweryfikowana hipoteza gloszaca, ze samoocena w wyrdznio-
nych grupach nastolatkow ma te sama strukture.

Hipotezy maja nastgpujgca postac:

Hy: Samoocena w grupach nastolatkow ma t¢ samg strukture

H;: Struktury samooceny w grupach nie s jednakowe.
Strukture zbioru self mozna pokazac nastepujaco:

data(self)

self

# SIGHTEDNESS High Moderate Low
#1 Sighted 13 73 14
# 2 Blind 3 40 17

Przeprowadzenie testu jednorodnosci struktur realizuje funkcja perm. hom. test().
perm.hom.test(x=self, type="cont")

RESULTS OF PERMUTATION HOMOGENEITY TEST

BASED ON 9999 REPLICATIONS

SUMMARY n Statistic Observed
STATISTICS 160 chi.square 6.589323

HYPOTHESIS Null Alternative P.value
TEST homogeneous nonhomogeneous 0.0364

e

109



—

2000 3000
| ]

Frequency

1000

I T T 1
0 5 10 15

permutation chi.square

Rys. 5.6. Wizualizacja wynikéw testu chi-kwadrat jednorodnosci.
Histogram rozktadu permutacyjnego

Wyniki testu wskazuja, ze przyjmujac poziom istotnosci a = 0,05, nalezy
odrzuci¢ hipoteze H, o jednorodnosci struktur (por. rys. 5.6), a wigc mozna twier-
dzi¢, ze struktury samooceny nastolatkow w badanych grupach nie sg jednakowe.

Testowanie wspotczynnika korelacji polega na weryfikacji, czy obserwo-
wana zalezno$¢ pomiedzy dwiema zmiennymi liczbowymi jest statystycznie
istotna. Klasyczne testy istotnosci wspotczynnika korelacji, takie jak test t dla
wspotczynnika Pearsona, zaktadajg m.in. normalno$¢ rozktadu badanych zmien-
nych i liniowo$¢ zalezno$ci. Gdy te zatozenia nie sg spetnione lub probka jest
niewielka, alternatywg sg testy permutacyjne, ktore nie wymagaja tak restrykcyj-
nych zatozen. Test permutacyjny polega na wielokrotnym losowym permutowa-
niu jednej z analizowanych zmiennych i wyznaczaniu rozktadu wspotczynnika
korelacji Pearsona, Spearmana lub Kendalla przy zalozeniu stusznosci hipotezy
zerowej o braku zwigzku. Funkcja perm. relation() z pakietu wPerm umozliwia
przeprowadzenie takiego testu zarowno dla klasycznego wspotczynnika Pearsona,
jak 1 nieparametrycznych wspotczynnikow rangowych Spearmana i Kendalla, po-
zwalajac na elastyczne dopasowanie testu do charakteru danych i postawione;j hi-
potezy (np. alternatywa jednostronna “greater”). Testy permutacyjne sa szczeg6l-
nie zalecane, gdy dane sg obcigzone wartosciami odstajagcymi, nie majg rozktadu
normalnego lub zalezno$¢ nie jest liniowa, a takze w sytuacjach, gdy liczebnos¢
proby jest mala i klasyczne testy mogg zawodzié.

Dla danych ze zbioru cars zostanie zweryfikowana hipoteza o niezaleznoS$ci
zmiennych speed oraz dist, wobec hipotezy alternatywnej, ze wystepuje zaleznos¢
dodatnia. Hipotezy mozna zapisa¢ nastepujaco:
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Ho:p=0
Hl:p>0

Ponizszy kod przedstawia weryfikacje hipotezy dla wspodtczynnika korelacji li-
niowej Pearsona, rang Spearmana oraz rang Kendalla.

attach(cars)
perm.relation(x=speed, y=dist, alternative = "greater")

RESULTS OF PERMUTATION RELATIONSHIP TEST
BASED ON 9999 REPLICATIONS

SUMMARY Variable.l Variable.2 n Statistic Observed
STATISTICS speed dist 50 pearson.cor 0.8068949

HYPOTHESIS Null Alternative P.value
TEST no.relation pos.relation P < 0.001
erm.relation(speed, dist, "kendall", "greater")

RESULTS OF PERMUTATION RELATIONSHIP TEST
BASED ON 9999 REPLICATIONS

SUMMARY Variable.l Variable.2 n Statistic Observed
STATISTICS speed dist 50 kendall.cor 0.6689901

HYPOTHESIS Null Alternative P.value
TEST no.relation pos.relation P < 0.001

non

erm.relation(speed, dist, "spearman", "greater")

RESULTS OF PERMUTATION RELATIONSHIP TEST
BASED ON 9999 REPLICATIONS

SUMMARY Variable.l Variable.2 n Statistic Observed
STATISTICS speed dist 50 spearman.cor 0.8303568
HYPOTHESIS Null Alternative P.value

oS S S o o o e e RO e e S S o o o e S RO e e S ok o o e e e e

TEST no.relation pos.relation P < 0.001
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Rys. 5.7. Wizualizacja wynikéw testu dla wspétczynnika korelacji liniowej Pearsona.
Histogram rozktadu permutacyjnego
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Rys. 5.8. Wizualizacja wynikéw testu dla wspétczynnika korelacji rang Kendalla.
Histogram rozktadu permutacyjnego
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Rys. 5.9. Wizualizacja wynikow testu dla wspétczynnika korelacji rang Spearmana.
Histogram rozktadu permutacyjnego

Wyniki pozwalajg ocenié, czy obserwowana korelacja jest istotnie wigksza
od zera, bez koniecznos$ci spetniania restrykcyjnych zatozen klasycznych testow
parametrycznych. Na rysunkach 5.7-5.9 przedstawiono rozktady empiryczne
wspotczynnikow korelacji odpowiednio: liniowej Pearsona, rang Spearmana i rang
Kendalla. We wszystkich tych przypadkach wartos¢ wspotczynnika z pierwot-
nych danych znajduje si¢ poza wyswietlanym zakresem na OX. We wszystkich
trzech przypadkach nalezy odrzuci¢ hipoteze Hy na rzecz hipotezy alternatywne;.

5.2.2. Pakiet coin

Pakiet coin (Hothorn i in., 2006) to narzedzie do przeprowadzania niepara-
metrycznych testow permutacyjnych. Zostal zaprojektowany w celu zapewnienia
ujednoliconego podejscia do szerokiej gamy tych testow dla réznych typoéw da-
nych.

Funkcja oneway_test() z pakietu coin stuzy do nieparametrycznego te-
stowania roznic miedzy kilkoma niezaleznymi grupami (uktad jednoczynnikowy)
jako alternatywa dla klasycznego jednoczynnikowego ANOVA. Jest to pomocne
narzedzie w analizie permutacyjnej, pozwalajgce na precyzyjne wnioskowanie
bez koniecznosci odwotywania si¢ do teoretycznych rozktadow.

Warunkowy rozktad zerowy statystyki testowej moze by¢ przyblizony przez
jej rozklad asymptotyczny (,,asymptotic” — parametr domyslny) lub poprzez po-
nowne probkowanie Monte Carlo (,,approximate”). Dla jednowymiarowych te-
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stow dla dwoch prob mozliwe jest ustawienie parametru ,,exact” powodujgce wy-
znaczenie doktadnego rozktadu.

Kolejne dwa przyktady kodu pozwalajg na przeprowadzenie testow permu-
tacyjnych dla porownania warto$ci oczekiwanych na podstawie:
e dwoch prob,
e trzech lub wickszej liczby prob.

oneway _test(mpg~factor(am) , data = mtcars, alternative='less')
Asymptotic Two-Sample Fisher-Pitman Permutation Test

data: mpg by factor(am) (0, 1)
Z = -3.3397, p-value = 0.0004193
alternative hypothesis: true mu is less than 0O

#
#
#
#
#
#

Wyniki testu wskazujg, ze nalezy odrzuci¢ hipotezg H,, a wigc mozna twier-
dzi¢, ze przecigtna liczba mil przejechanych na galonie paliwa (mpg) dla samo-
chodow z automatyczna skrzynig biegéw jest mniejsza niz dla samochodow
z r¢czng skrzynig biegow.

Dla poréwnania danych z trzech lub wigkszej liczby prob mozna wykorzy-
sta¢ t¢ samg funkcje, co przedstawiono ponize;j.

oneway _test(mpg~factor(cyl) , data = mtcars)

#

# Asymptotic K-Sample Fisher-Pitman Permutation Test
#

# data: mpg by factor(cyl) (4, 6, 8)

# chi-squared = 22.706, df = 2, p-value = 1.173e-05

Wyniki testu wskazujg, ze nalezy odrzuci¢ hipotezg H,, a wigc mozna twier-
dzi¢, ze przecigtna liczba mil przejechanych na galonie paliwa (mpg) w trzech
grupach wyrdznionych ze wzgledu na liczbe cylindrow nie jest jednakowa.

5.2.3. Pakiet perm

Pakiet perm (Fay i Shaw, 2010) w R jest przeznaczony do przeprowadzania
doktadnych (exact) lub asymptotycznych testow permutacyjnych. Jego gtownym
celem jest umozliwienie uzytkownikowi wykonywania testow permutacyjnych
dla dwoch prob, wielu prob oraz testow trendu, z szerokim wyborem metod wy-
znaczania p-wartosci.
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Dla poréwnania dwoch lub wigkszej liczby prob niezaleznych nalezy skorzy-
sta¢ odpowiednio z funkcji permTS () oraz permKS (). Ponizszy kod przedstawia
porownanie przecietnej liczby mil przejechanej na galonie paliwa (mpg) w samo-
chodach z automatyczng i rgczng skrzynig biegdow (dwie proby) oraz dla 4, 61 8
cylindrow (trzy préby).

permTS(mpg~am,data=mtcars,alternative="less",method="pclt")

# Permutation Test using Asymptotic Approximation
#

# data: mpg by am

# Z = -3.3397, p-value = 0.0004193

# alternative hypothesis: true mean am=0 - mean am=1 is less
than 0

# sample estimates:

# mean am=0 - mean am=1

# -7.244939
permKS(mpg~cyl,data=mtcars,method="pclt")

#

# K-Sample Asymptotic Permutation Test

#

# data: mpg by cyl

# Chi Square = 22.706, df = 2, p-value = 1.173e-05

W obu przedstawionych przypadkach nalezy odrzuci¢ hipoteze H, na rzecz
hipotezy alternatywnej, a wigc w wyrdznionych grupach przecigtna liczba mil
przejechanych na galonie paliwa nie jest jednakowa.

5.2.4. Pakiet resample

Pakiet resample (Hesterberg, 2022) jest przeznaczony m.in. do przeprowa-
dzenia testéw bootstrapowych i permutacyjnych. Pakiet oferuje tatwa i czytelng
sktadnig. Jest to narzgdzie, ktore utatwia szacowanie rozktadéw probkowania sta-
tystyk i testowanie hipotez bez sztywnych zatozen o rozktadzie danych, co jest
czesto wymagane w klasycznych testach parametrycznych.

Dla sprawdzenia, czy przecigtna liczba mil przejechanych na galonie paliwa
(mpg) dla samochoddéw z rgczng i automatyczng skrzynig biegéw jest jednakowa,
wobec hipotezy alternatywnej gloszacej, ze liczba mil przejechanych na galonie
paliwa samochodami wyposazonymi w automatyczng skrzynie biegow jest mniej-
sza niz w samochodach wyposazonych w reczna skrzyni¢ biegow, w pakiecie
resample nalezy wykonac test:
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x|=mtcars$mpg[mtcars$am==0]
x2=mtcars$mpg[mtcarsSam==1]
permutationTest2(data=x1, data2 = x2, statistic=mean, alternative="less',R=999)

# Call:

# permutationTest2 (data = x1, statistic = mean, data2 = x2,
R = 999,

# alternative = "less")

# Replications: 999

# Two samples, sample sizes are 19 13

#

# Summary Statistics for the difference between samples 1 and 2:
# Observed Mean Alternative PValue

# mean: x1-x2 -7.244939 0.02931474 less 0.001

Otrzymane wyniki prowadzg do odrzucenia hipotezy H,, a wigc mozna
twierdzi¢, ze przeci¢tna liczba mil przejechanych na galonie paliwa dla samocho-
déw z automatyczng skrzynig biegow jest mniejsza niz dla samochodow z reczng
skrzynig biegow.

5.2.5. Pakiet exactRankTests

Pakiet exactRankTests (Hothorn i Hornik, 2022) pozwala na obliczanie
doktadnych rozktadow dla testow rangowych i permutacyjnych. Umozliwia uzy-
skanie precyzyjnych p-warto$ci, zwlaszcza w sytuacjach, gdy standardowe testy
parametryczne nie mogg by¢ zastosowane ze wzgledu na naruszenia zatozen (np.
braku normalnosci rozktadu danych). Dostepna w pakiecie funkcja perm. test()
pozwala na weryfikacj¢ hipotezy o rownosci wartosci oczekiwanych dla danych nie-
zaleznych 1 sparowanych. W tym podrozdziale przedstawiono dwa takie przyktady.

Ponizszy kod prowadzi do weryfikacji hipotezy o rowno$ci wartosci oczeki-
wanych liczby mil przejechanych na galonie paliwa w samochodach z reczng 1 au-
tomatyczng skrzynig biegow.

x=mtcars$mpg[mtcars$am==0]
y=mtcars$mpg[mtcars$am==1]

perm.test( y, X, conf.int=TRUE, exact=TRUE)
#

# 2-sample Permutation Test (scores mapped into 1: (m+n) using
rounded
scores)

data: vy and x
T = 246, p-value = 0.0003442
alternative hypothesis: true mu is not equal to O
95 percent confidence interval:
4.80000 14.71429

16
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Nalezy odrzuci¢ hipotezg H, gloszaca, ze przecigtna liczba mil przejecha-
nych na galonie paliwa jest jednakowa dla samochodow z rgczng i automatycznag
skrzynig biegdw. Ponizszy kod pozwala na weryfikacj¢ podobnej hipotezy dla da-
nych sparowanych.

x <- ¢(65, 70, 72, 60, 75, 80, 68, 73, 62, 78)

y <- ¢(70, 70, 80, 60, 73, 85, 75, 74, 66, 80)
perm.test(x=x, y=y, paired=TRUE, exact=TRUE)
#

l-sample Permutation Test

T = 2, p-value = 0.03125
alternative hypothesis: true mu is not equal to O

#
#
# data: x and y
#
#
Poniewaz p-warto$¢ < a, wiec nalezy odrzuci¢ hipotez¢ Hy o rownos$ci war-
tosci oczekiwanych, a zatem mozna twierdzi¢, ze wartos$ci oczekiwane w bada-
nych populacjach nie sg jednakowe.

5.2.6. Pakiet mosaic

Pakiet mosaic to biblioteka jezyka R zaprojektowana do przeprowadzania
analizy danych w sposob spdjny, prosty i ,,formutowy” (Pruim i in., 2017). Jej
ideg jest ujednolicenie interfejsu wielu operacji statystycznych (opis, wizualizacja
danych, wnioskowanie statystyczne, symulacje) w jeden schemat oparty na nota-
¢ji formutowej y ~ x.

Ponizszy kod przedstawia jednostronny test permutacyjny dla wspotczynnika
korelacji liniowej Pearsona. Badaniu poddano istotnos¢ zaleznosci miedzy pred-
kos$cig a drogg hamowania na podstawie danych ze zbioru cars. Jako statystyke
testowg 7 przyjeto wspotczynnik korelacji liniowej. Na wstepie obliczana jest
wartos$¢ z rzeczywistych danych (Ty), po czym generowany jest empiryczny roz-
ktad zerowy poprzez 10 000-krotne losowe przetasowanie warto$ci zmiennej dist,
co symulowalo sytuacje¢ braku zaleznosci migdzy zmiennymi. Na tej podstawie
wyznaczono p-warto$¢ ASL (achieved significance level, por. Efron i1 Tibshirani,
1993) jako frakcje permutacji dajacych wynik rowny lub wyzszy od obserwowa-
nego. Wyniki zilustrowano histogramem rozktadu symulacyjnego, na ktorym
czerwong linig zaznaczono warto$¢ statystyki obserwowanej, aby wizualnie oceni¢
jej nietypowos$¢ na tle rozktadu otrzymanego przy zatozeniu hipotezy Hy (rys. 5.10).
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library(mosaic)
TO <- cor(cars$speed, carsSdist)
T <- do(10000) * cor(cars$speed, shuffle(cars$dist))
ASL <- mean(T >= T0)
cat("n =", nrow(cars), "| r =", round(TO, 3), "| p =", ASL, "\n")
#n=50|r=0.807 |p=0
histogram(~ T,
xlim=c(-.9,0.9),
xlab ="T",
v =TO0,
col = "lightblue" ,
par.settings = list(add.line = list(col = "red", lwd = 2)))

Gestosd

=

T T T
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T

Rys. 5.10. Wartos¢ statystyki testowej To (czerwona linia) i symulacyjny rozktad
statystyki T przy zatozeniu hipotezy Ho

Uzyskany rezultat prowadzi do odrzucenia hipotezy H,. Mozna twierdzi¢, ze
wystepuje zaleznos¢ pomiedzy predkoscig a odlegloscig do zatrzymania samo-
chodu.

5.2.7. Pakiet infer

Pakiet infer (Couch i in., 2021) umozliwia przeprowadzanie testow staty-
stycznych opartych na permutacjach i resamplingu w ramach spojnego interfejsu.
Pozwala na testowanie hipotez dotyczacych zwigzkéw migdzy zmiennymi, r6znic
pomigdzy grupami czy dla warto$ci parametru populacji, bez koniecznosci przyj-
mowania silnych zalozen teoretycznych. Pakiet ten szczego6lnie dobrze sprawdza
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si¢ w sytuacjach, gdy uzytkownik chce samodzielnie okresli¢ sposob losowania
przy zatozeniu stusznosci Hy, co daje duzg kontrolg nad catym procesem wnio-
skowania statystycznego.

Ponizej przedstawiono realizacje testu par w oparciu o pakiet infer. Na
przyktadzie umownych danych przeprowadzono test permutacyjny dla réwnosci
wartosci oczekiwanych, a nastgpnie wyznaczono rozktad bootstrapowy roéznic
1 bootstrapowy przedziat ufnosci dla réznicy.

library(infer)
library(ggplot2)
x1 <-¢(65, 70, 72, 60, 75, 80, 68, 73, 62, 78)
x2 <-¢(70, 70, 80, 60, 73, 85, 75, 74, 66, 80)
dane <- data.frame(

id = 1:length(x1),

gl =x1,
g2 =x2
) %>%

tidyr::pivot _longer(cols = -id, names_to = "grupa", values_to = "x")

wyniki <- dane %>%
specify(x ~ grupa) %>% # Definicja zmiennych
hypothesize(null = "independence") %>%
generate(reps = 1000, type = "permute") %>%
calculate(stat = "diff in means", order = c("gl1", "g2"))

TO <- dane %>%
specify(x ~ grupa) %>%
calculate(stat = "diff in means", order = c("gl1", "g2"))
ASL <- get p_value(wyniki, obs_stat = T0, direction = "both")

paste0("Obserwowana roznica srednich:", TO$stat)
# [1] "Obserwowana roznica $rednich:-3"
pasteO("ASL: ", ASL)

#[1]"ASL: 0.416"

Metody permutacje sa wykorzystywane gtownie do weryfikacji hipotez sta-
tystycznych, natomiast metody bootstrapowe do budowy przedziatow ufnosci dla
parametréw populacji i oszacowania wariancji estymatorow.

Pakiet infer umozliwia takze wyznaczanie przedziatdéw ufnosci. Do kon-
strukcji przedzialow ufnosci jest wykorzystywana metoda bootstrap. Moze to by¢
zrealizowane nastgpujaco:

réznice <- x2 - x1
dane <- data.frame(diff = roznice)
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boot_diffs <- dane %>%
specify(response = diff) %>%
generate(reps = 5000, type = "bootstrap") %>%
calculate(stat = "mean"

ci <- boot_diffs %>%
get _confidence interval(level = 0.95, type = "percentile")

ggplot(boot_diffs, aes(x = stat)) +
geom_histogram(binwidth = 0.2, fill = "blue", color = "white") +
geom vline(xintercept = ci$lower ci, color = "red", linetype = "dashed") +
geom_vline(xintercept = ci$upper ci, color = "red", linetype = "dashed") +
geom_vline(xintercept = mean(roznice), color = "black", linewidth = 1) +
labs(title = "",subtitle = paste0("95% CI: [", round(ci$lower ci, 2), ", ", round(ciSupper
_ci, 2),"]"),x = "Srednia roznica", y = "Liczebno$é" ) +
theme minimal()
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Rys. 5.11. Rozktad bootstrapowy sredniej réznicy dla danych skojarzonych
z zaznaczonym 95-procentowym przedziatem ufnosci

Rysunek 5.11 przedstawia bootstrapowy rozktad sredniej réznicy dla danych
skojarzonych. Na wykresie zaznaczono takze przedzial ufnosci dla roznicy $red-
nich wyznaczony metodg bootstrapowsg oraz $rednig rdznice z prob bootstrapo-
wych.

Ponizszy kod prowadzi do wyznaczenia przedzialu ufnoséci dla wartosci
oczekiwanej dla zmiennej mpg (zbioér mtcars).
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boot dist mpg <- mtcars %>%
specify(response = mpg) %>%
generate(reps = 10000, type = "bootstrap") %>%
calculate(stat = "mean")

ci_mpg <- boot dist mpg %>%
get _confidence interval(level = 0.95)

print(ci_mpg)
# # A tibble: 1 x 2

# lower ci upper ci
# <dbl> <dbl>
# 1 18.1 22.2

Dla zwizualizowania wyniku mozna wykona¢ nastepujacy kod:
p <- boot dist mpg %>%
visualize() +
shade confidence interval(endpoints = ci_mpg, fill = "lightblue", color = "red", Ity=2,
alpha = 0.5)
p + labs(title = "", x = "Srednia mpg", y = "Liczba symulacji") +

theme minimal()
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Rys. 5.12. Rozktad bootstrapowy sredniej mpg z zaznaczonym 95-procentowym
przedziatem ufnosci

200
Srednia mpg

mtcars df <- mtcars %>%
mutate(am = factor(am, levels = c¢(0, 1), labels = c("Automatyczna", "Re¢czna™)))

mpg_diff obs <- mtcars_df %>%
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specify(mpg ~ am) %>%
calculate(stat = "diff in means", order = c¢("Reczna", "Automatyczna"))

null distribution mpg <- mtcars_df %>%
specify(mpg ~ am) %>%
hypothesize(null = "independence") %>%
generate(reps = 10000, type = "permute") %>%
calculate(stat = "diff in means", order = ¢("Re¢czna", "Automatyczna"))

p_value mpg independent <- null distribution mpg %>%
get p value(obs_stat = mpg_diff obs, direction = "both")

conf int mpg <- mtcars_df %>%
specify(mpg ~ am) %>%
generate(reps = 10000, type = "bootstrap") %>%
calculate(stat = "diff in means", order = ¢("Reczna", "Automatyczna")) %>%
get confidence interval(level = 0.95, point estimate = mpg_diff obs)

paste0(""Obserwowana roznica srednich (Reczna - Automatyczna)dla mpg:", mpg_diff obs$stat)
# [1] "Obserwowana roznica $rednich (Reczna - Automatyczna) dla mpg:7.24493927125506"
pasteO("Empiryczna p-warto$¢ (dwustronna):", p_value_mpg_independent$p value)

# [1] "Empiryczna p-warto$¢ (dwustronna):2e-04"

paste0("95% przedziat ufnosci dla roznicy $rednich (bootstrap):", conf int mpgS$lower ci,
"do", conf int mpgSupper ci)

# [1] "95% przedziat ufnosci dla réznicy srednich (bootstrap):3.63488214285714do10.9
820252912759"

Pakiet infer umozliwia czytelna wizualizacj¢ przedziatu ufnosci dla réznicy
wartos$ci przecietnych. Rozklad jest szacowany symulacyjnie w oparciu o probko-
wanie bootstrapowe.

Nalezy sprawdzié, czy istnieje réznica w liczbie mil przejechanych na galo-
nie paliwa (mpg) migdzy samochodami z automatyczna a r¢czng skrzynig biegow.
Realizuja to ponizsze komendy.

mtcars2 <- mtcars %>%
mutate(am = factor(am, labels = c("automat", "manual")))

bootstrap_dist <- mtcars2 %>%
specify(mpg ~ am) %>%
generate(reps = 1000, type = "bootstrap") %>%
calculate(stat = "diff in means", order = ¢("manual", "automat"))

ci <- bootstrap dist %>%
get _confidence interval(level = 0.95, type = "percentile")

ggplot(bootstrap _dist, aes(x = stat)) +
geom_histogram(binwidth = 0.5, fill = "blue", color = "white") +
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geom_vline(xintercept = ci$lower ci, color = "red", linetype = "dashed") +

geom_vline(xintercept = ci$upper ci, color = "red", linetype = "dashed") +

labs(title = "", subtitle = paste0("95% CI: [", round(ci$lower ci, 2), ", ", round(ciSuppe
r_ci, 2),"]"), x = "Roznica $rednich", y = "Licznos¢") +

theme minimal()

95% CI: [3.58, 10.9]
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Rys. 5.13. Rozktad bootstrapowy réznicy srednich mpg z zaznaczonym
95-procentowym przedziatem ufnosci

Przedziat ufnosci o koncach 3,58 i 10,9 (rys. 5.13) z prawdopodobien-
stwem 0,95 obejmuje nieznang rzeczywistg $rednig liczbg mil przejechanych na
galonie paliwa.
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6. Analizy on-line i wnioskowanie statystyczne
w modelu permutacyjnym

Grafika moze opowiadac fascynujgcq historie,
ale moze tez zachecac do poszerzania horyzontow w sposob,
ktdrego jej twdrcy nie przewidzieli.

Alberto Cairo (2016, s. 7)

W rozdziale przedstawiono mozliwosci przeprowadzania analiz on-line na
podstawie danych pozyskanych dynamicznie z Banku Danych Lokalnych (BDL,
2025). Bank Danych Lokalnych stanowi najwicksza w Polsce baz¢ danych o go-
spodarce, spoteczenstwie 1 Srodowisku. W bazie tej jest dostgpnych, przede
wszystkim w uktadzie terytorialnym, ponad 40 tys. cech statystycznych pogrupo-
wanych tematycznie. Najstarsze dane pochodza z 1995 roku. Dostepne sg m.in.
dane 1 wskazniki opisujace miejscowosci statystyczne, gminy, powiaty, woje-
wodztwa 1 Polske, a takze jednostki zgodne z nomenklaturg NUTS: podregiony
i regiony (Bak i in., 2024). Ponadto uzytkownicy majg dostep do zasobow infor-
macyjnych, jak wybrane statystyki roczne i krotkookresowe, ktore sg na biezaco
aktualizowane i uzupekiane. Dodatkowo mozna uzyska¢ informacje: Portret te-
rytorium, Ranking, Statystyczne vademecum samorzadowca, a takze Wskazniki
zrownowazonego rozwoju dostgpne w Dziedzinowych Bazach Wiedzy — Staty-
styka wielodziedzinowa — Przekroje Terytorialne BDL. Szczegdtowe informacje
o funkcjach dostgpnych w pakiecie bd1 podajg Szpadel i Kania (2023). Opis moz-
liwosci dostepu do Banku Danych Lokalnych z poziomu programu R przedstawia
API _BDL (2025). Po wybraniu odpowiedniej zmiennej mozna uzyskac szczego-
towe informacje i pobra¢ odpowiednie dane w postaci pliku csv, xls lub xlsx.

6.1. Bank Danych Lokalnych i zatadowanie
wymaganych bibliotek
Pakiet bdl w srodowisku R umozliwia programowy dostep do danych zgro-

madzonych w Banku Danych Lokalnych. Zamiast pozyskiwania danych ze strony
internetowej BDL (por. rys. 6.1), uzytkownik moze si¢ odwota¢ do funkcji pakietu



bdl w celu wyszukiwania, filtrowania i pobierania interesujacych go danych bez-
posrednio z poziomu programu R.

Dane wg stanu na 2025.06.12

.GUS ‘ unEm Danych DANE v METADANE v API ARCHIWUM v POMOC v
~=wun Lokalnych

Start / Dane wedtug dziedzin

> CENY

> FINANSE PRZEDSIEBIORSTW (DANE KWARTALNE)
> FINANSE PUBLICZNE

»- FUNDUSZE UNIJNE (DANE POEROCZNE)

»-- GOSPODARKA MIESZKANIOWA | KOMUNALNA
»-- GOSPODARKA SPOLECZNA

> HANDEL | GASTRONOMIA

> INWESTYCJE | SRODKI TRWALE

> KULTURA

»-- KULTURA FIZYCZNA, SPORT | REKREACJA

»- LESNICTWO | EOWIECTWO

»- LUDNOSC

Rys. 6.1. Pobranie danych z Banku Danych Lokalnych
Zrodto: BDL (2025).

Dane mogg by¢ pobierane po wskazaniu jedynie kodu danej zmiennej. Nie-
zbedny kod mozna uzyskac, wybierajac odpowiednig zmienng na portalu Banku
Danych Lokalnych i odwotujac si¢ do numeru grupy. Na rysunku 6.2 mozna do-
strzec, ze dla zmiennych urodzenia zywe na 1000 Iudnos$ci 1 zgony na 1000 lud-
nosci odpowiednie symbole sa nastepujace: Kategoria K3 (Ludnos¢), Grupa G534
(Urodzenia i zgony) oraz Podgrupa P3428 (Urodzenia zywe, zgony i przyrost na-
turalny na 1000 ludnosci).
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Rys. 6.2. Pozyskanie danych z Banku Danych Lokalnych — kategoria, grupa i podgrupa
Zrodto: BDL (2025).

Przed przystapieniem do pozyskania danych z BDL i przeprowadzeniem ana-
liz niezbedne jest zatadowanie odpowiednich bibliotek, co realizuje ponizszy kod.

library(ggplot2)
library(bdl)
library(ggrepel)
library(ggforce)
library(ggExtra)
library(hrbrthemes)
library(ggthemes)
library(GGally)
library(ggcorrplot)
library(ggridges)
library(geofacet)
library(maps)
library(see)
library(patchwork)
library(cowplot)
library(scales)
library(lemon)
library(tidyverse)
library(forecast)
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6.2. Pozyskanie i wstepna analiza danych z BDL

Po zatadowaniu biblioteki bdl wprowadzenie w programie R komendy
get_variables(“P3428”) pozwala uzyskac¢ id danej zmiennej. W przypadku
danych dla urodzen zywych na 1000 ludnosci jest to id=450540 (por. rys. 6.2).

W podgrupie P3428 sa dost¢pne nastgpujgce zmienne:
e liczba urodzen zywych na 1000 ludnosci,
e liczba zgondéw na 1000 ludnosci,
e przyrost naturalny na 1000 ludnosci.
Pozyskanie informacji o ‘id’ zmiennych z podgrupy P3428 jest realizowane
nastepujaco:

get variables('P3428")
# # A tibble: 3 x 6

# id subjectId nl level measureUnitId measureUnitName
# <int> <chr> <chr> <int> <int> <chr>

# 1 450540 P3428 urodzenia zywe na 1000 1. 6 1=

# 2 450541 P3428 zgony na 1000 ludnos$ci 6 1 -

# 3 450551 P3428 przyrost naturalny na 10.. 6 1 -

W tabeli 6.1 wskazano ‘id’ oraz nazwy zmiennych, ktore zostang pobrane z
poziomu R i wykorzystane w dalszych analizach.

Tabela 6.1. Zmienne i ich kody z BDL wykorzystane w analizach

id Zmienna
72305 Liczba ludnosci
450540 Liczba urodzen zywych na 1000 ludnosci
450541 Liczba zgonéw na 1000 ludnosci
450551 Przyrost naturalny na 1000 ludnosci
450543 Matzenstwa na 1000 ludnos$ci
1616556 Rozwody na 10 000 ludnosci

Pozyskanie wskazanych w tabeli 6.1 zmiennych w ukladzie dla wojewddztw
(unitLevel=2) realizuje nast¢pujacy kod:

bdl_woj <- ¢(
"Liczba lud" ="72305",
"Urodzenia 1000" ="450540",
"Zgony 1000" ="450541",

"Przyrost_n_1000" = "450551",
"Matzefistwa_1000" = "450543",
"Rozwody 10000" ="1616556"

)
raw_woj <- get data by variable(unname(bdl woj), unitLevel = 2)
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woj <- raw_woj %>%
mutate(year = as.numeric(year)) %>%
filter(year > 2001) %>%
rename with(~ names(bdl woj)[which(bdl woj == sub("val ", "", .x))],
starts with("val ")) %>%
select(Id = id,
Wojewoddztwo = name,

Rok = year,

all of(names(bdl_woj)))
head(woj)
# # A tibble: 6 x 9
# Id Wojewddztwo  Rok Liczba lud Urodzenia 1000 Zgony 1000 Przyrost n 1000
# <chr> <chr> <dbl> <int> <dbl> <dbl> <dbl>
# 1 011200.. MALOPOLSKIE 2002 3237217 10.0 8.64 1.4
# 2 011200.. MALOPOLSKIE 2003 3252949 9.86 8.88 0.98
# 3 011200.. MAROPOLSKIE 2004 3260201 9.87 8.71 1.16
# 4 011200.. MALOPOLSKIE 2005 3266187 10 8.92 1.08
# 5 011200.. MALOPOLSKIE 2006 3271206 10.0 8.82 1.22
# 6 011200.. MAEOPOLSKIE 2007 3279036 10.4 9.03 1.42
# # 1 2 more variables: Matzenstwa 1000 <dbl>, Rozwody 10000 <dbl>

Dla przeprowadzenia analiz okreslono dwa podzbiory pozyskanego zbioru
woj. Zbior woj_0d2002 zawiera zmienne dla lat 2002—2024, natomiast zbior
woj_2024 to wylacznie dane dla 2024 roku.

woj_0d2002 <- woj %>% filter(Rok > 2001)
woj 2024 <- woj %>% filter(Rok == 2024)

Wykorzystujgc drugi z podanych zbiorow, mozna przedstawi¢ zalezno$ci po-
migdzy wybranymi zmiennymi w nastgpujacy sposob:

GGally::ggpairs(woj 2024[,5:8])
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Rys. 6.3. Liczba urodzen zywych, liczba zgonéw i liczba matzenstw na 1000 ludnosci
oraz liczba rozwodéw na 10 000 ludnosci w 2024 roku

Rysunek 6.3 przedstawia wzajemne powigzania i rozklady zmiennych: uro-
dzenia zywe na 1000 ludnosci, zgony na 1000 ludnos$ci, matzenstwa na 1000 lud-
nos$ci oraz rozwody na 10 000 ludnosci w wojewddztwach w 2024 roku. Na wy-
kresie dodatkowo zamieszczono wartosci wspofczynnika korelacji pomiedzy
analizowanymi zmiennymi. Najsilniejsza zalezno$¢ dodatnia wystepuje pomigedzy
liczba urodzen zywych a przyrostem naturalnym (r = 0,919), a ujemna pomig-
dzy liczbg zgondw a przyrostem naturalnym (r = —0,951).

Na rysunku 6.4 przedstawiono zmiany analizowanych zmiennych w latach
2002-2024. Zauwazalny jest spadek liczby urodzen zywych na 1000 ludno$ci
1 wzrost liczby zgonéw na 1000 ludnosci od 2015 roku. Widoczny jest takze trend
spadkowy liczby malzenstw na 1000 ludnosci od 2008 roku.

woj %>%

forecast::ggts("Rok", c("Urodzenia 1000", "Zgony 1000", "Matzenstwa 1000",
"Rozwody 10000"))
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Rys. 6.4. Urodzenia zywe, zgony i matzeristwa na 1000 ludnosci oraz rozwody
na 10 000 ludnosci w wojewodztwach w latach 2002-2024

W dalszej czesci poza danymi dla wojewodztw beda wykorzystywane dane
dla powiatéw (unitLevel=5) dla tych samych zmiennych. Dodatkowo utworzono
zmienng mz, ktéra pozwala rozrézni¢ powiaty (powiat) i miasta na prawach po-
wiatu (m.powiat). Realizuje to nastepujacy kod:

bdl pow <- ¢(

"Liczba lud"  ="72305",
"Urodzenia 1000" = "450540",
"Zgony 1000" ="450541",

"Przyrost_n_1000" = "450551",
"Malzefistwa_1000" = "450543",
"Rozwody 10000" ="1616556"

)

raw_pow <- get data by variable(unname(bdl_pow), unitLevel = 5)
pow <- raw_pow %>%
mutate(year = as.numeric(year)) %>%
select(Id = id,
Powiat = name,
Rok = year,
all of(setNames(pasteO(""val ", bdl_pow), names(bdl pow)))) %>%
mutate(
mz = if_else(stringr::str_detect(Powiat, "m\\."), "m.powiat", "powiat")

)

head(pow)

# # A tibble: 6 x 10

# Id Powiat  Rok Liczba lud Urodzenia 1000 Zgony 1000 Przyrost n 1000
#  <chr> <chr> <dbl> <int> <dbl> <dbl> <dbl>
# 1 011212001000 Powia.. 1995 96318 NA

# 2 011212001000 Powia.. 1996 96904 NA
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# 3 011212001000 Powia.. 1997 97185 NA
# 4 011212001000 Powia.. 1998 97516 NA
# 5 011212001000 Powia.. 1999 97048 NA
# 6 011212001000 Powia.. 2000 97328 NA
# # 1 3 more variables: Malzenstwa 1000 <dbl>, Rozwody 10000 <dbl>, mz <chr>

Pobrane dane zawierajg kolumne (zmienng) /d, ale nie sg to nazwy, a jedynie
kody wojewodztw. Dla wprowadzenia nazw mozna wykona¢ rekodowanie zmien-
nej wojewodztwo jak w ponizszym kodzie.

pow <- pow %>%
mutate(

Wojewddztwo = substr(Id, 1, 4),

Wojewddztwo = recode(Wojewodztwo,
'0714' =" MAZOWIECKIE',
'0620"' = "PODLASKIE!,
'0618' ="PODKARPACKIE',
'0606' = "LUBELSKIE!,
'0526' ='SWIETOKRZY SKIE/,
'0510' ="LODZKIE',
'0428' = 'WARMINSKO-MAZURSKIE’,
'0422' = 'POMORSKIE',
'0404"' = "KUJAWSKO-POMORSKIE!,
'0316' ="'OPOLSKIE',
'0302' = 'DOLNOSLASKIE!,
'0232' ='"ZACHODNIOPOMORSKIE',
'0230"' ="WIELKOPOLSKIE',
'0208' = 'LUBUSKIE!,
'0124' = 'SLASKIE',
'0112'="MALOPOLSKIE'

Na potrzeby dalszych analiz na podstawie danych ze zbioru pow zostang utwo-
rzone podzbiory pow_0d2002 (dane za lata 2002-2024), pow_2009 i pow_2024
(dane wyltacznie za lata odpowiednio: 2009 1 2024) oraz pow_2y (dane z lat 2019
12024).

pow_0d2002 <- filter(pow, Rok >2001)
pow 2009 <- filter(pow, Rok == 2009)
pow 2024 <- filter(pow, Rok == 2024)
pow 2y <-filter(pow, Rok %in% c(2019, 2024))
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6.3. Ludnos¢ wedtug wojewddztw

Przed przystapieniem do analiz dotyczacych liczby urodzen zywych na 1000
ludnoéci oraz liczby zgondéw na 1000 ludnos$ci zostanie przedstawiony rozktad
liczby ludnosci w wojewodztwach w 2024 roku.

woj 2024 %>%
ggplot(aes(Wojewddztwo,Liczba lud)) +
geom_col(fill = "steelblue") +
labs(x="Wojewodztwo ',y='Liczba ludnosci')+
scale y continuous(scales::labels = label number())+
coord_flip()+
theme minimal()
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Rys. 6.5. Liczba ludnosci w wojewddztwach w 2024 roku

Rysunek 6.5 prezentuje liczbe ludnosci polskich wojewodztw. Najliczniejsze
z nich to mazowieckie, $laskie, matopolskie i wielkopolskie, natomiast najmnie;j
mieszkancow odnotowuje si¢ w opolskim, lubuskim, podlaskim i $wigtokrzyskim.

Dla zobrazowania struktury wieku ludnosci czesto jest wykorzystywany wy-
kres zwany piramidg wieku. Dla skonstruowania takiego wykresu niezbgdne jest
pobranie danych o liczbie ludno$ci wedtug pici i grup wieku. Pobranie danych do
piramidy wieku moze by¢ zrealizowane nastepujaco:
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nazwy <- ¢(
'Rok’, '0-4', '5-9', '10-14', '15-19', '20-24', '25-29', '30-34', '35-39', '40-44',
'45-49', '50-54', '55-59', '60-64', '65-69', '70-74', "75-79', '80-84", '85 1 wigcej'
)
pw_k <- get data by variable(
¢(72296, 72297, 72298, 72299, 47738, 47696, 47695, 47716, 47698,
47727, 47723, 47702, 47693, 72241, 76014, 76015, 76016, 76017),
unitLevel =0
)
pw_m <- get data by variable(
¢(72301, 72302, 72303, 72304, 47711, 47736, 47724, 47712, 47725,
47728, 47706, 47715, 47721, 72243, 76018, 76019, 76020, 76021),
unitLevel =0

)

Po pobraniu danych niezbg¢dne jest wprowadzenie odpowiednich nazw kolumn.

names(pw_k)[3:21] <- nazwy
names(pw_m)[3:21] <- nazwy

pw_k <-pw_k[8:30, 3:21]
pw_m <- pw_m([8:30, 3:21]

pw_kSpte¢ <- 'kobieta'
pw_m$pte¢ <- 'mezczyzna’

pw <- rbind(pw_k, pw_m)
pw$Rok <- as.numeric(pw$Rok)
pwpte¢ <- factor(pw$pteé, levels = c('mezczyzna', 'kobieta'))

Na potrzeby konstrukcji piramidy wieku format danych zostanie zmieniony
na dhugi. Dodatkowo typ zmiennej pte¢ zostanie zdefiniowany jako czynnikowy
(factor).

pw_long=pw %>%

tidyr::pivot _longer(!c(Rok,pte¢), names_to ="Wiek", values_to = "val")
pw_long$Wiek=factor(pw_long$Wiek,levels=c('0-4','5-9', '10-14', '15-19', '20-24',"25-29'
,'30-34",'35-39','40-44','45-49','50-54",'55-59','60-64",'65-69",'70-74','75-79','80-84",'85 i wi
¢cej')

Na podstawie utworzonego zbioru konstrukcja piramidy wieku dla lat 2002
12024 moze by¢ wykonana nastgpujaco:

pw_long %>%
filter(Rok %in% c(2002, 2024)) %>%
mutate(
ludn = sum(val),
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val_pct = ifelse(pte¢ == "mezczyzna", -val / ludn * 100, val / ludn * 100)

) %>%

ggplot(aes(x = val pct, y = Wiek, fill = plec)) +

geom_col() +
lemon::scale_ x symmetric(labels = abs) +
facet wrap(~Rok) +
labs(

x = "Udziat ludnosci [%]",

y = "Grupa wiekowa",

fill = "Ptec"
)+
theme minimal() +
theme(legend.position = 'bottom")
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Rys. 6.6. Struktura wieku wedtug ptci w 2002 i 2024 roku

Podczas porownywania piramid wieku dla lat 2002 i 2024 (rys. 6.6) wi-
doczne jest znaczne zwigkszenie liczby ludnos$ci w najwyzszych grupach wieko-
wych (85 lat i wigcej oraz 80-84). Jednoczes$nie zauwazalne jest zmniejszenie si¢

liczby ludnosci w grupach wiekowych do 30 lat.

6.4. Liczba i typy powiatow

W niniejszym podrozdziale przedstawiono wizualizacje analizowanych zmien-
nych wedlug powiatow. Na wstepie graficznie zilustrowano liczbg powiatow we-

dtug wojewodztw.
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pow_2024 %>%
ggplot(aes(x = Wojewodztwo)) +
geom_bar(fill = 'blue') +
geom_text(stat = "count", aes(label = after stat(count)), hjust =-0.2) +
labs(y = 'Liczba powiatow', x = NULL) +
coord_flip() +
theme minimal() +
theme(legend.position = 'none')
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Rys. 6.7. Liczba powiatow wedtug wojewddztw w 2024 roku

Rysunek 6.7 obrazuje liczbg powiatow w poszczegoélnych wojewddztwach.
Najwigcej powiatow znajduje si¢ w wojewddztwach mazowieckim (42), §laskim
(36) i wielkopolskim (35), a najmniej — w opolskim (12), lubuskim (14) i podla-
skim (17). W dalszej czgsci wykorzystano rozréznienie na powiaty i miasta na
prawach powiatéw. Dodatkowe rozrdznienie ze wzgledu na typ powiatu (powiat
i miasto na prawach powiatu) uwzglednia ponizszy kod, ktérego wynik prezentuje
rys. 6.8.

pow_2024 %>%
ggplot(aes(x = Wojewodztwo, fill = mz)) +
geom_bar() +
labs(
x =NULL,
y = 'Liczba powiatow',
fill= NULL
)+
coord_flip() +
theme minimal() +
theme(legend.position = 'bottom")
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Rys. 6.8. Liczba powiatéw i miast na prawach powiatu wedtug wojewdédztw
w 2024 roku

Poréownania wybranych charakterystyk dla powiatow i miast na prawach po-
wiatow zostang w dalszej czgsci przeprowadzone dla trzech wojewddztw: matopol-
skiego, mazowieckiego i $laskiego. W wyniku realizacji ponizszego kodu uzyskuje
si¢ liczbe powiatow i miast na prawach powiatu w tych trzech wojewodztwach.

pow %>%
filter(
Rok == 2024,
Wojewoddztwo %in% c("SLASKIE", "MAELOPOLSKIE", "MAZOWIECKIE")
) %>%
select(Wojewodztwo, mz) %>%

table()
# mz
# Wojewddztwo m.powiat powiat
# MAZ.OPOLSKIE 3 19
# MAZOWIECKIE 5 37
#  SLASKIE 19 17

6.5. Urodzenia zywe i zgony na 1000 ludnosci

6.5.1. Charakterystyka zaleznosci w wojewddztwach
i powiatach

Na rysunku 6.9 przedstawiono liczbg urodzen zywych i liczbg zgonéw w wo-
jewodztwach w latach 2002, 2009, 2017 i 2024. Na wykresach zaznaczono prze-
katng. Punkty oznaczajace wojewodztwa, w ktorych liczba urodzen zywych na
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1000 ludnosci jest wigksza niz liczba zgondéw na 1000 Iudnosci, znajduja si¢ po-
nizej przekatnej i zostaty oznaczone kolorem zielonym. O ile w 2009 roku w wigk-
szo$ci wojewoOdztw liczba urodzen zywych przewyzszala liczbg zgonow, to
w 2024 roku we wszystkich wojewodztwach liczba zgondéw byta wigksza od
liczby urodzen zywych.

woj %>%
filter(Rok %in% c(2002, 2009, 2017, 2024)) %>%
mutate(przyrost_dodatni = Urodzenia 1000 > Zgony 1000) %>%
ggplot(aes(
x = Urodzenia 1000,
y = Zgony 1000,
label = Wojewodztwo,
color = przyrost_dodatni
)+
geom_abline(slope = 1, intercept = 0, Ity = 2, color = "gray50") +
geom_point(size = 2) +
ggrepel::geom text repel(size = 3, max.overlaps = 16) +
scale color manual(values = c("TRUE" = "forestgreen", "FALSE" = "firebrick")) +
coord_fixed(ratio = 1, xlim = ¢(6, 16), ylim = ¢(6, 16)) +
labs(
x = 'Liczba urodzen zywych na 1000 ludnosci',
y = 'Liczba zgon6éw na 1000 ludnosci'
)+
facet wrap(~Rok) +
theme minimal() +
theme(legend.position = 'none')
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Rysunek 6.10 przedstawia podobne ujecie jak rys. 6.9, ale nie dla woje-
wodztw, a dla powiatow. Podobnie jak poprzednio, w 2009 roku w wigkszosci
powiatow liczba urodzen zywych byta wigksza od liczby zgonow, natomiast
w 2024 roku tylko w 10 powiatach w calej Polsce liczba urodzen zywych prze-

wyzszata liczbe zgonow.

pow %>%

filter(Rok %in% c(2002, 2009, 2017, 2024)) %>%

ggplot(aes(
x = Urodzenia_1000,

y = Zgony 1000,

color = (Urodzenia_1000 > Zgony 1000)

)+
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geom_abline(slope = 1, intercept = 0, Ity = 2, color = "gray50") +
geom_point(size = 1, alpha = 0.6) +
coord_fixed(ratio = 1, xlim = ¢(5, 18), ylim = ¢(5, 18)) +
labs(
x = 'Urodzenia zywe na 1000 ludnosci',
y ='Zgony na 1000 ludnosci'
)+
facet wrap(~Rok) +
theme minimal() +
theme(legend.position = none')
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Rys. 6.10. Urodzenia Zzywe i zgony na 1000 ludnosci w powiatach w latach 2002, 2009,
201712024
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Na rysunku 6.11 przedstawiono wykresy pudetkowe przyrostu naturalnego
na 1000 Iudno$ci w powiatach w latach 2009 i 2024. Zauwazalne jest, ze o ile
w 2009 roku we wszystkich wojewodztwach byly powiaty o dodatnim przyroscie
naturalnym, o tyle w 2024 roku w az 11 wojewodztwach nie byto zadnego powiatu
o dodatnim przyroscie naturalnym.

pow %>%
filter(Rok %in% c(2009, 2024)) %>%
ggplot(aes(x = Wojewddztwo, y = Przyrost n_1000, fill = factor(Rok))) +
geom_boxplot() +

labs(

x =NULL,

y = 'Przyrost naturalny na 1000 ludnosci',

fill = 'Rok!,

title = 'Przyrost naturalny w powiatach wedlug wojewodztw'
)+

coord flip() +
theme minimal() +
theme(legend.position = 'bottom')
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Rys. 6.11. Przyrost naturalny na 1000 ludnosci w powiatach wedtug wojewddztw
w latach 2009 i 2024

Zastosowanie nieparametrycznej estymacji gestosci dwuwymiarowego roz-
ktadu (X,Y), gdzie:
X — urodzenia zywe na 1000 Iudnosci w powiatach w 2024 roku,
Y — zgony na 1000 ludnos$ci w powiatach w 2024 roku,
pozwala na wskazanie najczesciej wspotwystepujacych wartosci obu zmiennych.
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pow %>%
filter(Rok == 2024) %>%
ggplot(aes(x = Urodzenia_1000, y = Zgony 1000)) +
geom_density 2d() +
geom_point(alpha = 0.3, size=1) +
labs(
x = "Urodzenia zywe na 1000 ludnosci",
y ="Zgony na 1000 ludnosci"
)+
theme minimal()
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Rys. 6.12. Urodzenia zywe i zgony na 1000 ludnosci w powiatach w 2024 roku

Na rysunku 6.12 widoczne jest, ze najwigksze wartosci gestosci (dominanta
dwuwymiarowa) znajduja si¢ w okolicach liczby urodzen zywych na 1000 Iudno-
$ci wynoszacej 5,9 oraz liczby zgondéw na 1000 ludnosci rownej 11,8. Fakt ten
pokazuje, ze w znacznej liczbie powiatdéw liczba zgonow niemal dwukrotnie prze-
kracza liczbe urodzin.

6.5.2. Charakterystyka wskaznikéw w wybranych latach

Dla uzyskania ocen ggsto$ci obu badanych zmiennych w powiatach w po-
szczegblnych latach mozna zrealizowac kod:

pow %>%
filter(Rok %in% c¢(2002, 2009, 2017, 2024)) %>%
select(Rok, Urodzenia 1000, Zgony 1000) %>%
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tidyr::pivot longer(cols = c¢(Urodzenia 1000, Zgony 1000), names to = "Zmienna",
values to = "Wartos¢") %>%
mutate(Zmienna = case_match(Zmienna,

"Urodzenia 1000" ~ "Urodzenia zywe",
"Zgony 1000" ~ "Zgony"
) %0>%

ggplot(aes(x = Warto$¢, color = Zmienna)) +

geom_density(linewidth = 1.2) +

xlim(5, 15) +

scale color manual(values = c("Urodzenia zywe" = "forestgreen", "Zgony" = "firebrick")) +
labs(x = Na 1000 ludnosci', y = 'Gestos¢', color = NULL) +

facet wrap(~Rok, nrow = 4) +

theme minimal() +

theme(legend.position = "bottom")
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Rys. 6.13. Urodzenia zywe i zgony na 1000 ludnosci w powiatach w latach 2002, 2009,
201712024

Rysunek 6.13 przedstawia oszacowania rozktadoéw liczby urodzen zywych
na 1000 ludnosci i liczby zgondéw na 1000 ludno$ci w powiatach w latach 2002,
2009, 2017 1 2024. W przypadku urodzen zywych na 1000 ludnosci rozktad dla
2024 roku wyrodznia si¢ znacznym przesuni¢ciem w lewo wartosci najczestszych
(zmniejszenie si¢ wartosci) w stosunku do wszystkich pozostatych rozktadow.
W przypadku liczby zgonéw na 1000 ludnosci dla 2024 roku widoczne jest prze-
sunigcie si¢ w prawo wartosci najczestszych rozkladu (wzrost wartosci) liczby
zgonow.
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Rysunek 6.14 przedstawia rozktad ilorazu liczby urodzen zywych do liczby
zgonow. O ile w latach 2002, 2009 1 2017 najczgsciej wystepujace wartosci sg bli-
skie 1,0, o tyle w 2024 roku wartosci najczesciej wystepujace wynosza okoto 0,5.
Proporcja ta jest dobrze widoczna takze na rys. 6.15, ktory przedstawia rozktady
tego wspotczynnika w uktadzie wojewodzkim w 2024 roku.

pow %>%
filter(Rok %in% c¢(2002, 2009, 2017, 2024)) %>%
mutate(stosunek = Urodzenia_1000 / Zgony 1000) %>%
ggplot(aes(x = stosunek)) +
geom_histogram(aes(y = after_stat(density)), colour = "black", fill = "white") +
geom_density(alpha = 0.2, fill = "#5555FF") +
xlim(0, 2) +
labs(x = 'Liczba urodzen zywych do liczby zgonow', y = 'Gestos¢') +
facet_ wrap(~Rok, ncol = 1) +
theme minimal()
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Rys. 6.14. Stosunek liczby urodzen zywych do liczby zgonéw w powiatach
w latach 2002, 2009, 2017 i 2024
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Ponizszy kod prowadzi do przedstawienia na wykresie liczby urodzen zy-
wych do liczby zgonéw w powiatach w 2024 roku.

ggplot(pow 2024, aes(x = Wojewddztwo, y = Urodzenia 1000/Zgony 1000))+
geom_boxplot(notch = TRUE) +
labs(y="Liczba urodzen zywych do liczby zgonow') +
coord_flip()+theme minimal()
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Rys. 6.15. Stosunek liczby urodzen zywych do liczby zgonéw w powiatach
wedtug wojewddztw w 2024 roku

Na rysunku 6.15 przedstawiono wykresy pudetkowe z nacigciami (notched
boxplots) dla ilorazu liczby urodzen zywych do liczby zgonéw w powiatach
w 2024 roku. Wykresy te poza typowymi dla wykresow pudetkowych informa-
cjami o wartosci mediany, kwartyli pierwszego i trzeciego, warto$ci maksymalnej
1 minimalnej dodatkowo przekazuja informacje o przedziatach ufnosci dla me-
diany. Daje to wskazowke co do wystgpowania ewentualnych istotnych réznic
median. Na rysunku 6.15 widoczne sg istotne réznice median, np. pomiedzy wo-
jewodztwami matopolskim i §wigtokrzyskim. Obserwacje na podstawie wykre-
sOw powinny zosta¢ potwierdzone zastosowaniem wiasciwych testow statystycz-
nych.

W nieco innej formie graficznej (rys. 6.16) porownano rozktad urodzen zy-
wych na 1000 ludnosci i liczby zgondéw na 1000 ludno$ci w powiatach w latach
2009 12024.
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wykres_lustrzany <- function(dane, rok) {
ggplot(dane) +
geom_density(
aes(x = Urodzenia 1000, y = after_stat(density)),
fill = "forestgreen", alpha = 0.7
)+
geom_density(
aes(x = Zgony_ 1000, y = -after _stat(density)),
fill = "firebrick", alpha = 0.7
)+
geom_hline(yintercept = 0, color = "gray30") +
annotate("label", x =9, y = 0.25, label = "Urodzenia zywe") +
annotate("label", x = 8, y =-0.23, label = "Zgony") +

labs(
x = "Wskaznik na 1000 ludnosci",
y = "Gestos¢",
title = as.character(rok)

)+

theme minimal()

H
pl <- wykres_lustrzany(pow_2009, 2009)

p2 <- wykres_lustrzany(pow_2024, 2024)
pl/p2

2009

Gestosé

8 10 12 14
Wikaznik na 1000 ludnosci

2024
04

Urodzenia Zywe

0z

Gestosé

00

-02

8

WskaZnik na 1000 ludnosci

Rys. 6.16. Relacja liczby urodzen zywych do liczby zgonéw w powiatach
w latach 2009 i 2024

Charakterystyczne jest to, ze o ile w 2009 roku zakres zmienno$ci obu zmien-
nych (liczba urodzen zywych na 1000 ludnosci i liczba zgondw na 1000 ludnosci)
byt zblizony, o tyle w 2024 roku s3 to juz zdecydowanie inne zakresy.

145



6.5.3. Zmiany wskaznikéw w latach 2002-2024

Kolejne wykresy pozwolg ukaza¢ zmiany analizowanych wspolczynnikow
w latach 2002—-2024 w powiatach.

pow_0d2002 <- pow_0d2002 %>%
drop_na() %>%
mutate(Wojewoddztwo = as.factor(Wojewddztwo))
ggplot(pow_0d2002, aes(x = Rok, y = Urodzenia 1000)) +
geom_point(aes(color = Wojewodztwo)) +
ggforce::geom mark ellipse(aes(
filter = Urodzenia_1000 > 16.0,
label = 'Powiat kartuski',
description = 'Wspdtczynnik dla powiatu w latach 2017, 2018 1 2019 wynosit: 17,6,
16,5116,4'
N+
ggforce::geom _mark_circle(aes(
filter = Urodzenia_ 1000 < 4.0,
label = 'Powiat karkonoski i m. Sopot!,
description = "Wspolczynnik dla powiatow w 2024 roku wyniost odpowiednio 3,59 i 3,66'
)N+
labs(
x ='Rok’,
y = 'Urodzenia zywe na 1000 ludnosci',
color = "Wojewddztwo'
)+
theme minimal()
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Rys. 6.17. Urodzenia zywe na 1000 ludnosci w powiatach wedtug wojewdédztw

w latach 2002-2024

Na rysunku 6.17 przedstawiono liczbg urodzen zywych na 1000 ludnosci
w powiatach w latach 2002—-2024. Najwigksze wartosci w tym okresie wystepo-
waly w powiecie kartuskim (17,6, 16,5 i 16,4 odpowiednio w latach 2017, 2018
12019). Najmniejsze wartosci wystapity w ostatnim z badanych lat — w 2024 roku —
1 miaty miejsce w powiecie karkonoskim (3,59) oraz w miescie na prawach po-

wiatu Sopot (3,66).

ggplot(pow_0d2002, aes(x = Rok, y = Zgony 1000)) +
geom_point(aes(color = Wojewodztwo)) +
labs(y = 'Zgony na 1000 ludnosci') +
ggforce::geom mark ellipse(
aes(filter = Zgony 1000 > 20,
label = 'Powiat hajnowski',

description = "Wspolczynnik dla powiatu wynidst 22,3 (powiat bielski 20,2)")

)+
ggforce::geom mark rect(
aes(filter = Zgony 1000 <5,
label = 'Powiat m. Zory',
description = "Wspolczynnik dla powiatu wyniost 4,42")
)+
theme minimal()
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Rys. 6.18. Zgony na 1000 ludnosci w powiatach wedtug wojewdédztw
w latach 2002-2024

Na rysunku 6.18 przedstawiono liczbe zgondéw na 1000 ludnosci w powia-
tach w latach 2002-2024. Najwicksze wartosci w tym okresie wystepowatly
w 2021 roku w powiatach (hajnowskim — 22,3 i bielskim — 20,2). Najnizsza war-
to$¢ odnotowano w 2002 roku w Zorach (miescie na prawach powiatu) i wyniosta
ona 4,42. Zmiany w liczbie urodzen zywych na 1000 ludnosci i w liczbie zgonow
na 1000 ludnos$ci w ujeciu wojewodzkim zostaly przedstawione na rys. 6.19. Na
obu tych wykresach sg widoczne systematyczne zmiany we wszystkich woje-
wodztwach w ostatnich latach (2017-2024). W przypadku liczby urodzen zywych
na 1000 ludnosci jest to systematyczny spadek, a w przypadku liczby zgonéw na
1000 ludnosci — znaczny wzrost w latach 2019-2021 (wptyw pandemii COVID-19),
a nastepnie spadek w latach 2021-2023.

pl <- ggplot(woj 0d2002, aes(x = Rok, y = Urodzenia 1000,color=Wojewo6dztwo))+
geom_point()+
labs(y="Urodzenia zywe na 1000 ludnosci',title="Urodzenia zywe na 1000 ludnosci
w wojewodztwach latach 2002 - 2024") +
geom_line()+
labs(y='"Urodzenia zywe na 1000 ludnosci',title="Urodzenia zywe') +

—n

theme(legend.position="none"

p2=ggplot(woj 0d2002, aes(x = Rok, y = Zgony 1000,color=Wojewddztwo))+
geom_point()+
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labs(y="Zgony na 1000 ludnosct',title="Zgony") +
geom _line()+

theme(legend.position="bottom") +
labs(y="Zgony na 1000 ludnosci',title="Zgony")

pl/p2 + theme minimal()+theme(legend.position="bottom")

Urodzenia zywe

Urodzenia zywe na 1000 ludnosci

2005 2010 2015 2020 2025
Rok

Zgony na 1000 ludnosci

2005 2010 2015 2020 2025
Rok
—+ DOLNOSLASKIE —+ tODZKIE —+ PODKARPACKIE —+ SWIETOKRZYSKIE
—* KUJAWSKO-POMORSKIE —* MALOPOLSKIE —+ PODLASKIE —* WARMINSKO-MAZURSKIE
Wojewddztwo
—*+ LUBELSKIE —* MAZOWIECKIE — POMORSKIE —* WIELKOPOLSKIE
—* LUBUSKIE —* OPOLSKIE —+ SLASKIE —* FACHODNIOPOMORSKIE

Rys. 6.19. Urodzenia zywe i zgony na 1000 ludnosci wedtug wojewddztw
w latach 2002-2024

Na podstawie informacji z lat 2002—2024 mozliwe jest postawienie prognozy
odnos$nie do wartosci analizowanych wspoétczynnikow. Realizuje to nastgpujacy kod.

slask <- woj 0d2002 %>%
filter(Wojewodztwo == 'SLASKIE') %>%
select(Rok, Urodzenia 1000, Zgony 1000) %>%
na.omit()
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prog_arima <- function(x, h = 5) {
p <- forecast(auto.arima(ts(x, start = 2002)), h = h)
data.frame(Rok = 2025:(2024+h), Warto$¢ = as.numeric(p$mean),
D80 = pS$lower[,1], G80 = pSupper[,1],
D95 = pSlower[,2], G95 = pSupper[,2], Typ = "Prognoza")

§

df comb slask <- slask %>%
tidyr::pivot_longer(-Rok, names_to ="Zmienna", values_to = "Warto$¢") %>%
mutate(Typ = "Historyczne", D80 = NA, G80 = NA, D95 = NA, G95 = NA) %>%

bind rows(
prog_arima(slask$Urodzenia 1000) %>% mutate(Zmienna = "Urodzenia 1000"),

prog arima(slask$Zgony 1000) %>% mutate(Zmienna = "Zgony 1000")
)

Uzyskane prognozy zostaty przedstawione na rys. 6.20.

Prognoza —

0

Na 1000 ludnosci

2002 2004 2008 2008 2010 2012 2014 2016 2018 2020 2022 2024 2026 2028

= Historyczne = - Prognoza — Urodzenia — Zgony

Rys. 6.20. Prognoza liczby urodzen i zgonow dla wojewddztwa $laskiego
(na 1000 ludnosci) na lata 2025-2029

Zgodnie z prognoza w latach 2025-2029 w wojewodztwie §laskim nalezy si¢
spodziewac stabilizacji liczby zgondéw na 1000 ludnosci oraz dalszego zmniejsza-

nia si¢ liczby urodzen zywych na 1000 ludnosci.
Dla ukazania zmian w rozktadach badanych zmiennych w latach 2002-2024

mozna si¢ odwota¢ do wykresu skrzypcowego z punktami.

ggplot(pow_0d2002, aes(x = factor(Rok), y = Urodzenia 1000, fill = factor(Rok))) +
see::geom_violindot(
fill_dots = "black",
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size_dots = 0.5,

alpha = 0.8,
dots_alpha = 0.6
)+
labs(
y = "Urodzenia zywe na 1000 ludno$ci",
x =NULL,
fill = "Rok"
)+

ggthemes::scale fill material d() +
coord_flip() +

cowplot::theme cowplot(10) +
theme(

legend.position = "none",

axis.text.y = element_text(size = 8)

)
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Rys. 6.21. Liczba urodzen zywych na 1000 ludnosci w powiatach wedtug wojewddztw
w latach 2002-2024

geplot(pow_0d2002, aes(x = factor(Rok), y = Zgony 1000, fill = factor(Rok))) +
see::geom_violindot(
fill_dots = "black",
size_dots = 0.5,

alpha = 0.8,
dots_alpha = 0.6
)+
labs(

y ="Zgony na 1000 ludnosci",
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x =NULL,

fill = "Rok"
)+
ggthemes::scale fill material d() +
coord_flip() +
cowplot::theme cowplot(10) +
theme(

legend.position = "none",

axis.text.y = element_text(size = 8)

)
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Rys. 6.22. Liczba zgondéw na 1000 ludnosci w powiatach wedtug wojewodztw
w latach 2002-2024

Na rysunkach 6.21 oraz 6.22 przedstawiono odpowiednio liczbe urodzen zy-
wych na 1000 ludnosci oraz liczbg zgondw na 1000 Iudnos$ci w latach 2002—-2024.
W przypadku zgondéw widoczny jest stosunkowo stabilny rozktad warto$ci, z wy-
jatkiem wyraznego wzrostu w okresie epidemii COVID-19. Natomiast dla uro-
dzen w ostatnich latach obserwuje si¢ systematyczne przesuwanie si¢ rozktadu
w kierunku nizszych wartosci, co wskazuje na spadek liczby urodzen w przelicze-
niu na 1000 mieszkancow.
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6.5.4. Charakterystyka wskaznikdw w ujeciu przestrzennym
w 2024 roku

W programie R mozliwe jest przedstawienie wykresow wybranych zmien-
nych dla wojewodztw z zachowaniem informacji o ich uktadzie przestrzennym.
Mozna to zrealizowaé np. z wykorzystaniem biblioteki geofacet. W pierwszej
kolejnosci zostanie okreslona siatka wojewddztw dla Polski.

grid pl <- data.frame(
name = c¢("POMORSKIE", "ZACHODNIOPOMORSKIE", "WARMINSKO-MAZUR-
SKIE", "KUJAWSKO-POMORSKIE",
"LUBUSKIE", "WIELKOPOLSKIE", "PODLASKIE", "MAZOWIECKIE",
"LODZKIE",
"DOLNOSLASKIE", "OPOLSKIE", "SWIETOKRZYSKIE", "LUBELSKIE",
"SLASKIE",

"MALOPOLSKIE", "PODKARPACKIE"),
code = c¢("PM", "ZP", "WM", "KP", "LB", "WP", "PD", "MZ", "LD",

"DS", "OP", "SK", "LU", "SL", "MA", "PK"),
row=c(1,1,1,2,2,2,2,3,3,3,4,4,4,4,5,5),
col=c(3,1,4,3,1,2,5,4,3,1,2,4,5,3,4,5)

)

woj_0d2002 <- woj_0d2002 %>%
left join(grid pl %>% select(name, code),
by = c¢("Wojewddztwo" = "name"))

Kolejne kody prowadzg do uzyskania wykresow zgodnie z siatkg woje-
wodztw dla analizowanych zmiennych.

Na rysunku 6.23 przedstawiono zmiany w czasie liczby urodzen zywych na
1000 ludnosci w wojewodztwach.

ggplot(woj_0d2002, aes(x = Rok, y = Urodzenia_1000)) +

geom area(fill = "lightgreen") +

geom_line(color = "#2¢3e50") +

facet geo(~ Wojewodztwo, grid = grid pl, label = "Wojewodztwo") +

scale x continuous(breaks = ¢(2002, 2009, 2016, 2024), guide = guide axis(angle =
45)) +

labs(x = "Rok", y = "Liczba urodzen zywych na 1000 ludnosci") +

theme bw()
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Rys. 6.23. Liczba urodzen zywych na 1000 ludnosci w powiatach wedtug wojewddztw
w latach 2002-2024

We wszystkich wojewddztwach zauwazalny jest spadek liczby urodzen zy-
wych na 1000 ludno$ci w ostatnich latach.

Na rysunku 6.24 przedstawiono zmiany w czasie liczby zgonéw na 1000 lud-
nosci w wojewddztwach.

ggplot(woj_0d2002, aes(x = Rok, y = Zgony 1000)) +

geom_area(fill = "firebrick") +

geom _line(color = "#2c3e50") +

facet _geo(~ Wojewodztwo, grid = grid_pl, label = "Wojewodztwo") +

scale_x_continuous(breaks = ¢(2002, 2009, 2016, 2024), guide = guide axis(angle =
45)) +

labs(x = "Rok", y = "Liczba zgondéw na 1000 ludnosci") +

theme bw()
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Rys. 6.24. Liczba zgondéw na 1000 ludnosci w latach 2002-2024

Zauwazalna jest systematyczna tendencja wzrostowa liczby zgonow na 1000
ludnoséci w ostatnich latach. Znaczny wzrost liczby zgonow byl obserwowany
w okresie pandemii COVID-19 (lata 2020-2021).

Na rysunku 6.25 przedstawiono zmiany w czasie ilorazu liczby urodzen zy-
wych do liczby zgonéw w wojewodztwach.

ggplot(woj_0d2002, aes(x = Rok, y=Urodzenia 1000/Zgony_1000)) +

geom area(fill = "#4e79a7") +

geom line(color = "#2c3e50") +

facet_geo(~ Wojewddztwo, grid = grid pl, label = "Wojewddztwo") +

scale x_continuous(breaks = ¢(2002, 2009, 2016, 2024), guide = guide axis(angle =
45)) +

labs(x = "Rok", y = "Liczba urodzen zywych / liczba zgonow") +

theme bw()
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Rys. 6.25. Stosunek liczby urodzen zywych do liczby zgonéw w wojewddztwach
w latach 2002-2024

Stosunek liczby urodzen zywych do liczby zgonow w wojewddztwach sys-
tematycznie si¢ zmniejsza, a w ostatnich latach jest to juz blisko 0,5 (dwa razy
wigcej zgonow niz urodzen).

Na rysunku 6.26 przedstawiono liczbe urodzen zywych i zgondéw na 1000
ludnosci w wojewddztwach.

ggplot(pow_2024, aes(x = Urodzenia 1000, y = Zgony_ 1000, colour = mz)) +

geom_point() +

facet _geo(~Wojewodztwo, grid = grid pl, label = "Wojewoddztwo") +

scale x_continuous(breaks = ¢(2002, 2009, 2016, 2024), guide = guide axis(angle =
45)) +

labs(x = "Liczba zgonow na 1000 ludnos$ci", y = "Liczba urodzen zywych na 1000
ludnosci", color="Typ powiatu") +

theme bw() +

theme(legend.position="bottom")
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Rys. 6.26. Liczba urodzen zywych i liczba zgonéw na 1000 ludnosci w powiatach
wedtug wojewodztw i typu powiatu w 2024 roku

Na rysunku 6.27 przedstawiono liczbe matzenstw na 1000 ludnosci i liczbe
rozwodow na 10 000 ludnosci w wojewddztwach.

ggplot(pow_2024, aes(x = Malzenistwa 1000, y = Rozwody 10000,, colour = mz)) +

geom_point() +

facet _geo(~Wojewodztwo, grid = grid_pl, label = "Wojewodztwo") +

scale_x_continuous(breaks = ¢(2002, 2009, 2016, 2024), guide = guide axis(angle =
45)) +

labs(x = "Liczba malzenstw na 1000 ludnosci", y = "Liczba rozwodow na 10000
ludnos$ci") +

theme bw() +

theme(legend.position="bottom')
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Rys. 6.27. Liczba matzenstw na 1000 ludnosci i liczba rozwodéw na 10 000 ludnosci
w powiatach wedtug wojewddztw i typu powiatu w 2024 roku

6.6. Charakterystyka wskaznikow w powiatach
w wybranych wojewddztwach

W tej czesci analizie zostang poddane powiaty z trzech wojewodztw: mazo-
wieckiego, matopolskiego i $laskiego. Przed wykonaniem analiz wygodne jest
wyodregbnienie odpowiednich danych, ktore realizuje ponizszy kod.

pow3 <- pow %>% filter( Wojewédztwo %in% c('SLASKIE',MALOPOLSKIE!,
'MAZOWIECKIE'"))

pow3 2024 <- pow3 %>% filter(Rok==2024)

p <- ggplot(pow3 2024, aes(x = Urodzenia 1000, y = Zgony 1000, color = Wojewodztwo))
+
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geom_abline(intercept = 0, slope = 1, linetype = "dashed", color = "black") +
annotate("text", x = 9.2, y = 9.8, label = "Ubytek naturalny", angle = 25, color = "black",

size = 3) +
annotate("text", x = 9.2, y = 8.7, label = "Przyrost naturalny", angle = 25, color = "black",
size = 3) +

geom_point(aes(size = Liczba lud), alpha = 0.6, stroke = 0.5) +
scale_size(range = ¢(1, 15), labels = scales::comma_format()) +
labs(
x = 'Urodzenia zywe na 1000 ludnosci',
y ='Zgony na 1000 ludnosci',
size = 'Liczba ludnosci',
color = "Wojewo6dztwo"
)+
theme minimal() +
theme(
legend.position = 'bottom/,
plot.title = element_text(face = "bold"),
legend.key.size = unit(1, "lines")
)+
guides(color = guide legend(override.aes = list(size = 4, alpha = 1)))
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Rys. 6.28. Liczba urodzen zywych i liczba zgonéw na 1000 ludnosci w powiatach
wybranych wojewdédztw w 2024 roku
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Na rysunku 6.28 przedstawiono zalezno$¢ pomiedzy liczbg urodzen zywych
a liczbg zgonow (obie wartosci w przeliczeniu na 1000 ludnosci) w badanych wo-
jewodztwach w 2024 roku. Kazdy punkt odpowiada jednemu powiatowi, a jego
kolor oznacza przynalezno$¢ do konkretnego wojewddztwa. Wielkos§¢ kota od-
zwierciedla liczbe ludnosci danego powiatu — im wigksza liczba mieszkancow,
tym wiekszy rozmiar kota na wykresie. W ten sposob mozna jednoczesnie porow-
na¢ natezenie urodzen i zgondw oraz skale populacji w r6znych powiatach. Jedy-
nie w wojewddztwie matopolskim w 2024 roku wystapity powiaty, w ktorych
liczba urodzen zywych na 1000 ludnosci byta wigksza niz liczba zgonoéw na 1000
ludnosci (przyrost naturalny). W wojewodztwie $laskim i mazowieckim wszyst-
kie powiaty charakteryzowaty si¢ ubytkiem naturalnym.

ggExtra::ggMarginal(p, type = "histogram")
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Rys. 6.29. Liczba urodzen zywych i liczba zgonéw w powiatach wedtug wojewaddztw
w 2024 roku
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Rysunek 6.29 przedstawia podobne informacje jak rys. 6.28, ale dodatkowo
uwzglednia rozktady brzegowe obu zmiennych w postaci histogramow.

pl=pow3 %>% filter (Rok>2001) %>%
ggplot( aes(x=factor(Rok), y=Urodzenia_ 1000, fill=Wojewo6dztwo)) +
labs(y='"Urodzenia zywe') +
geom_boxplot()

p2=pow3 %>% filter (Rok>2001) %>%
ggplot( aes(x=factor(Rok), y=Zgony 1000, fill=Wojewodztwo)) +
labs(y="Zgony") +
geom_boxplot()

pl/p2
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Rys. 6.30. Liczba urodzen zywych i liczba zgonéw na 1000 ludnosci w powiatach
w wybranych wojewdédztwach w latach 2002-2024
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Na rysunku 6.30 przedstawiono zestawienie zmian liczby urodzen zywych
oraz liczby zgondéw (obie wartosci w przeliczeniu na 1000 ludnos$ci) w powiatach
wybranych wojewodztw w latach 2002-2024. Gérny wykres prezentuje rozktad
liczby urodzen zywych na 1000 mieszkancow, natomiast dolny wykres — rozktad
liczby zgonow na 1000 mieszkancow. Kazde pudetko (boxplot) przedstawia roz-
ktad wartosci w powiatach danego wojewodztwa w okreslonym roku. Kolory od-
powiadaja poszczegdlnym wojewodztwom.

Wykresy na rys. 6.30 umozliwiajg poréwnanie zmian w rozkladzie liczby
urodzen i zgondéw w czasie oraz pomi¢dzy wojewodztwami. Mozna zaobserwo-
wagé, ze w wojewodztwie §laskim mediany liczby urodzen zywych na 1000 lud-
nos$ci sg mniejsze niz w obu pozostatych wojewodztwach we wszystkich latach.

pow3 %>% filter (Rok>2001 & Rok == 2*floor(Rok/2)) %>%
ggplot( aes(y=factor(Rok), x=Urodzenia_1000/Zgony 1000, fill=Wojewddztwo)) +
ggridges::geom_density ridges gradient(scale = 3, rel min_height = 0.01) +
labs(x="Liczba urodzin do liczby zgondéw',y='Rok") +
ggridges::theme ridges() +
theme(
legend.position="none",
panel.spacing = unit(0.1, "lines"),
strip.text.x = element_text(size =8) )+
hrbrthemes::theme _ipsum()+
xlab("") +
theme(legend.position ='bottom' )+
facet_wrap(~Wojewodztwo,ncol=1)
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Rys. 6.31. Wskaznik liczby urodzen do liczby zgonéw w powiatach wybranych
wojewddztw w latach 2002-2024

Narysunku 6.31 przedstawiono rozktad ilorazu liczby urodzen do liczby zgo-
néw w powiatach wybranych wojewodztw od 2002 do 2024 roku. Wykresy
grzbietowe (ridge plots) pokazuja, jak ksztattowat si¢ ten wskaznik w powiatach
poszczegdlnych wojewodztw i latach. Wykres umozliwia obserwacje zmian roz-
ktadu tego wskaznika w czasie oraz porownanie sytuacji demograficznej pomigdzy
wojewodztwami. Dobrze widoczne sa niskie wartosci w ostatnich latach w woje-
wodztwie §laskim, a relatywnie wigksze w matopolskim.

Dla zaobserwowania ewentualnych réznic badanych wskaznikow w powia-
tach 1 miastach na prawach powiatu mozna wykona¢ kod:

pow long <- pow3 2024 %>%
tidyr::pivot_longer(cols = ¢(Urodzenia 1000, Zgony 1000),
names_to = "Wskaznik",
values_to = "Warto$¢") %>%
mutate(Wskaznik = recode(Wskaznik,
"Urodzenia 1000" = "Urodzenia",
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"Zgony 1000" ="Zgony"))

ggplot(pow_long, aes(x = Wskaznik, y = Warto$¢, fill = mz)) +
facet grid(Wojewodztwo ~ .) +
geom_boxplot(alpha = 0.7, outlier.size = 0.5) +

labs(

y = "Wspotczynnik na 1000 ludnosci",
x =NULL,
fill = "Typ powiatu"

)+

theme bw() +

theme(

legend.position = "bottom",
strip.background = element_rect(fill = "grey95")

)
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Rys. 6.32. Liczba urodzen zywych i liczba zgonéw w powiatach wedtug wojewaddztw
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Na rysunku 6.32 przedstawiono rozktad liczby urodzen zywych (gorny wy-
kres) oraz liczby zgonow (dolny wykres) na 1000 mieszkancow wedtug typu po-
wiatu wybranych wojewodztw w 2024 roku. Kazdy wykres zostat podzielony na
panele odpowiadajace poszczegdlnym wojewodztwom (facet_wrap). Taka pre-
zentacja umozliwia poréwnanie rozktadéw liczby urodzen i zgonéw pomicdzy
powiatami i miastami na prawach powiatu w obrebie kazdego wojewddztwa oraz
identyfikacje powiatow o wartosciach skrajnych lub odstajacych.

6.7. Wnioskowanie statystyczne
w modelu permutacyjnym

W poprzednim rozdziale przedstawiono zasady wnioskowania statystycz-
nego w modelu permutacyjnym. Ponizej przedstawiono rezultaty takiego wnio-
skowania dla pozyskanych powyzej danych z Banku Danych Lokalnych. Testy per-
mutacyjne stosunkowo rzadko sg wykorzystywane w analizach demograficznych.
Orwat-Acedanska 1 Konczak (2025) wykorzystujg testy permutacyjne dla grup
niezaleznych i zaleznych do oceny statystycznej istotno$ci roéznic we wspotczyn-
nikach dzietnosci ogdtem w wojewodztwach. Z kolei Holland i in. (2025) stosuja
wnioskowanie permutacyjne do analizy zgonow spowodowanych zapaleniem ptuc.

Dla przeprowadzenia testow permutacyjnych nalezy zatadowac odpowiednie
biblioteki. W analizach zostang wykorzystane nast¢pujace biblioteki: coin,
wPerm iinfer. We wszystkich rozwazanych hipotezach przyjg¢to poziom istot-
nosci @ = 0,05.

library(coin)
library(wPerm)
library(infer)

6.7.1. Poréwnanie dwodch grup niezaleznych

W pierwszej kolejnos$ci zostanie przeprowadzona weryfikacja hipotezy o row-
nosci warto$ci oczekiwanych liczby urodzen zywych na 1000 ludno$ci w powia-
tach wojewodztw matopolskiego i $lgskiego w 2024 roku.

Przeprowadzenie takiego wnioskowania w klasycznym modelu (Neymana-
-Pearsona) nie jest mozliwe, poniewaz dostgpne sg wszystkie dane dla wszystkich
powiatow z obu wojewddztw (Sokotowski, 2004). Model populacyjny wymaga
precyzyjnego okreslenia populacji oraz odpowiedniego doboru proby. W modelu
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permutacyjnym mozliwe jest porownanie dwdch zbiordw (nie prob) i ewentualne
wskazanie statystycznie istotnych réznic.
Hipotezy mozna zapisa¢ w nastgpujgcej postaci:

Ho: iy = g
Hy:py # pig

Przed przeprowadzeniem testu nalezy odpowiednio przygotowa¢ dane. Utwo-
rzony zostanie zbiér ur_1000, a jest to realizowane za pomocg ponizszego kodu.

mal <- pow3 2024 %>% filter(Wojewodztwo == "MALOPOLSKIE")
sla <- pow3_2024 %>% filter(Wojewodztwo == 'SLASKIE")

ur_1000 <- data.frame(
w_ur = ¢(mal$Urodzenia_ 1000, sla§Urodzenia 1000),
woj = factor(
rep(c(‘'matopolskie’, 'slaskie"),
times = c¢(nrow(mal), nrow(sla)))
)
)

Fragment otrzymanego zbioru danych przedstawiono ponize;j:

ur_1000[c(1:3,23:25),]

# w_ur Wwoj
# 1 8.47 matopolskie
# 2 7.13 matopolskie
# 3 6.17 matopolskie
# 23 6.35 $laskie
# 24 6.09 $laskie
# 25 6.85 $laskie

Na rysunku 6.33 przedstawiono liczbe urodzen zywych na 1000 ludnosci
w powiatach wojewodztw matopolskiego i $laskiego w 2024 roku. Zauwazalne
jest, ze w powiatach wojewodztwa matopolskiego $rednia liczba urodzen zywych
na 1000 Iudnosci jest wigksza niz w powiatach wojewodztwa §laskiego. Pozostaje
odpowiedz na pytanie, czy ta roznica jest statystycznie istotna.

ggplot(ur 1000, aes(x = woj, y = w_ur)) +
geom_boxplot() +
geom_jitter() +
labs(
x = 'Wojewodztwo',
y = 'Urodzenia zywe na 1000 ludnosci'
)+
theme bw()
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Rys. 6.33. Liczba urodzen zywych na 1000 ludnosci w powiatach wojewdédztw
matopolskiego i $laskiego w 2024 roku

Test mozna zrealizowaé z wykorzystaniem funkcji oneway_test() z pa-
kietu coin. Funkcja ta pozwala na przeprowadzenie testu permutacyjnego porow-
nania wartosci oczekiwanych dla dwoéch lub wigkszej liczby grup. Realizuje to
nast¢pujaca komenda:

oneway _test(w_ur ~ woj, data =ur_1000)

Asymptotic Two-Sample Fisher-Pitman Permutation Test

Z = 4.9017, p-value = 9.499%e-07

#

#

#

# data: w_ur by woj (matopolskie, $laskie)

#

# alternative hypothesis: true mu is not equal to 0

Otrzymana p-warto$§¢ wskazuje na statystycznie istotne réznice pomig¢dzy
srednig liczbg urodzen na 1000 ludnos$ci w powiatach obu wojewodztw. Potwier-
dzenie tego rezultatu mozna uzyskac, stosujac test doktadny (Konczak, 2016).

oneway_test(w_ur ~ woj, data =ur_1000, distribution = "exact")
Exact Two-Sample Fisher-Pitman Permutation Test
data: w ur by woj (matopolskie, $laskie)

Z = 4.9017, p-value = 4.774e-08
alternative hypothesis: true mu is not equal to O

#
#
#
#
#
#
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Do poréwnania liczby urodzen zywych na 1000 ludnosci w powiatach dwoch
wojewodztw mozna takze wykorzysta¢ funkcje perm.ind.loc() z pakietu
wPerm. Ponizej przedstawiono porownania warto$ci oczekiwanych i median.

e Poroéwnanie wartosci oczekiwanych wspotczynnikow urodzen zywych na
1000 ludnosci w powiatach wojewodztw matopolskiego i $laskiego

perm.ind.loc(ur_1000$w_ur, ur 1000$woj, mean)

#
#
# RESULTS OF PERMUTATION INDEPENDENT TWO-SAMPLE LOCATION TEST
# BASED ON 9999 REPLICATIONS
#
# SUMMARY Variable Pop.1 Pop.2 n.l n.2 Statistic Observed
# STATISTICS w_ur matopolskie $laskie 22 36 diff.mean 1.449949
#
# HYPOTHESIS Null Alternative P.value
# TEST identical shifted P < 0.001
—

g i

8 -

°° T T T T 1

10 05 00 05 10

permutation diff mean

Rys. 6.34. Wyniki testu permutacyjnego dla réwnosci warto$ci oczekiwanych
wspotczynnikéw urodzen zywych na 1000 ludno$ci w powiatach
wojewddztw matopolskiego i slgskiego

e Poréwnanie median wspotczynnikow urodzen zywych na 1000 ludnosci w po-
wiatach wojewodztw matopolskiego i $laskiego

perm.ind.loc(ur 1000$w ur, ur 1000$woj, median)

#

#

# RESULTS OF PERMUTATION INDEPENDENT TWO-SAMPLE LOCATION TEST

# BASED ON 9999 REPLICATIONS

#

# SUMMARY Variable Pop.1 Pop.2 n.l1 n.2 Statistic Observed
# STATISTICS w_ur matopolskie $laskie 22 36 diff.median 1,275
#

# HYPOTHESIS Null Alternative P.value

# TEST identical shifted P < 0.001
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Rys. 6.35. Wyniki testu permutacyjnego dla réwnosci median wspétczynnikéow
urodzen zywych na 1000 ludnosci w powiatach wojewddztw
matopolskiego i $laskiego

Na rysunkach 6.34 1 6.35 przedstawiono empiryczny rozktad statystyk testo-
wych, odpowiednio réznic warto$ci oczekiwanych oraz median, dla dwoch te-
stow. W obu przypadkach nalezy odrzuci¢ hipotezg o rownosci, odpowiednio war-
tosci oczekiwanych oraz median.

Na rysunku 6.36 przedstawiono wykresy pudetkowe z nacigciami wspot-
czynnika urodzen zywych na 1000 ludnosci w powiatach wojewodztw matopol-
skiego i §laskiego.

ggplot(ur_1000, aes(woj, w_ur)) +
geom_boxplot(notch = TRUE) +
labs(x = "Wojewodztwo", y = "Liczba urodzen zywych na 1000 ludno$ci w powiatach™)

e —

Liczba urodzen zywych na 1000 ludnosci w powiatach

matopolskie Slaskie
Wojewddztwo

Rys. 6.36. Liczba urodzen zywych na 1000 ludnosci w powiatach wedtug wojewodztw
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Wykresy pudelkowe z nacigciami wykorzystujg ,,nacigcie” pudetka wokot
mediany. Wycigcia sg przydatne w dostarczaniu wskazowek dotyczacych istotno-
$ci roznicy median. Wcigcia pudetek na rys. 6.36 wskazuja, ze wystgpujg staty-
stycznie istotne roznice median dla wojewodztw matopolskiego i §laskiego, co
potwierdzit przeprowadzony powyzej test dla rownosci median.

Wczesniej przedstawiono rozklady urodzen zywych na 1000 ludnosci w po-
wiatach 1 miastach na prawach powiatow (por. rys. 6.32). Dla odpowiedzi na py-
tanie, czy pomi¢dzy powiatami i miastami na prawach powiatu wystepuja staty-
stycznie istotne roznice wspoOlczynnikow urodzen zywych na 1000 ludnosci,
nalezy zweryfikowac hipoteze:

Hy: Upowiat = Hmiasto.pow
wobec hipotezy alternatywne;j:
Hi: Upowiat F Mmiasto.pow
Dla przeprowadzenia testu rownos$ci wartosci oczekiwanych w tych grupach

mozna wykorzysta¢ komendeg:

perm.ind.loc(pow_2y$Urodzenia_ 1000, pow 2y$mz, mean)

RESULTS OF PERMUTATION INDEPENDENT TWO-SAMPLE LOCATION TEST
BASED ON 9999 REPLICATIONS

SUMMARY Variable Pop.l Pop.2 n.l n.2 Statistic Observed
STATISTICS Urodzenia 1000 m.powiat powiat 132 628 diff.mean -0.2562372

HYPOTHESIS Null Alternative P.value
TEST identical shifted 0.176

= o3 S S S 3 3 S S T

Otrzymany rezultat (p-warto$¢ = 0,372) prowadzi do stwierdzenia braku
podstaw do odrzucenia hipotezy Hy.

6.7.2. Poréwnanie trzech grup

Weryfikacja powyzej przedstawionych hipotez dotyczyta porownania dwoch
populacji. Jesli porownywana jest wigksza liczba populacji, to nalezy si¢ odwotac
do permutacyjnej wersji testu ANOVA. Poréownane zostang rozktady wspotczyn-
nikow urodzen zywych na 1000 ludno$ci w powiatach wojewodztw matopol-
skiego, Slagskiego i mazowieckiego. Na wstepie zostang wyodrgbnione odpowied-
nie obserwacje.
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ur 1000 <- pow_ 2024 %>%

dplyr::select(Wojewodztwo, Urodzenia 1000) %>%

filter(Wojewodztwo %in% c(MALOPOLSKIE','SLASKIE', MAZOWIECKIE'))
ur _1000§Wojewodztwo = factor(ur 1000$Wojewodztwo)

Fragment otrzymanego zbioru danych przedstawiono ponize;j:

ur_1000[¢(1:3,23:25,59:61),]
# # A tibble: 9 x 2

# Wojewddztwo Urodzenia 1000
# <fct> <dbl>
# 1 MAZLOPOLSKIE 8.47
# 2 MAZLOPOLSKIE 7.13
# 3 MALOPOLSKIE 6.17
# 4 SLASKIE 6.35
# 5 SLASKIE 6.09
# 6 SLASKIE 6.85
# 7 MAZOWIECKIE 7.98
# 8 MAZOWIECKIE 6.85
# 9 MAZOWIECKIE 7.56

Hipoteza Hy gloszaca identyczno$¢ rozktadow badanej zmiennej w trzech
wskazanych wojewodztwach i hipoteza alternatywna H; moga by¢ zapisane:

HO: ﬂma’ropolskie = Uslaskie = Hmazowieckie

H 1-~ H 0
Weryfikacja hipotezy H, moze by¢ przeprowadzona nastepujgco:

oneway_test(Urodzenia 1000 ~ Wojewodztwo, data = ur_1000)
#
# Asymptotic K-Sample Fisher-Pitman Permutation Test

#

# data: Urodzenia 1000 by

# Wojewddztwo (MALOPOLSKIE, MAZOWIECKIE, SLASKIE)
# chi-squared = 42.915, df = 2, p-value = 4.798e-10

Otrzymana p-warto$¢ prowadzi do odrzucenia hipotezy Hy, a wigc mozna
twierdzi¢, ze wartoSci oczekiwane liczby urodzen zywych na 1000 ludnosci w po-
wiatach trzech wojewddztw nie sg jednakowe.

6.7.3. Poréwnanie dwoch grup zaleznych

Dla porownania warto$ci oczekiwanych liczby urodzen zywych na 1000 lud-
nos$ci w powiatach wojewodztwa §laskiego w dwoch latach 2019 1 2024 nalezy
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si¢ odwota¢ do testu dla danych skojarzonych. Hipotezy w tym przypadku mozna
zapisaC nastepujgco:

Ho: lo019 = Uz024
Hi: lo019 # U024

Realizacje tego testu dla wskazanego przypadku prezentuje ponizszy kod.

p_19 24w <- pow 2y %>% dplyr::select(Powiat,Rok,Urodzenia 1000, Wojewodztwo)
%>%
filter(Wojewodztwo=="SLASKIE") %>%
tidyr::pivot_wider(
names_from = Rok,
values from = Urodzenia 1000,
values_fn = mean)
x=p_19 24w$2019'
y=p_19 24w$'2024'

perm.paired.loc(X, y, mean)
RESULTS OF PERMUTATION PAIRED LOCATION TEST
BASED ON 9999 REPLICATIONS

SUMMARY Pop.l Pop.2 n Statistic Observed
STATISTICS X y 36 diff.mean 3.110278

HYPOTHESIS Null Alternative P.value
TEST identical shifted P < 0.001
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Rys. 6.37. Wyniki testu permutacyjnego dla 2 préb zaleznych

Empiryczny rozktad statystyki testowej przedstawia rys. 6.37. Otrzymana
p-warto$¢ prowadzi do odrzucenia hipotezy Hy, a wigc mozna twierdzi¢, ze war-
tosci oczekiwane liczby urodzen zywych na 1000 ludno$ci w powiatach woje-
wodztwa $laskiego w dwoch latach 2019 1 2024 nie sg jednakowe.
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6.7.4. Testowanie jednorodnosci struktur

Test permutacyjny moze by¢ wykorzystany do testowania jednorodnosci
struktur. W takim przypadku dane powinny by¢ zamieszczone w tablicy wielo-
dzielczej.

Hipotezy w tescie jednorodnosci struktur mozna zapisaé nastgpujaco:

H,: Struktury w grupach kwintylowych w trzech wojewddztwach sg jednakowe
H;: Struktury w grupach kwintylowych w trzech wojewodztwach sg rozne
Konstrukcja odpowiedniej tablicy wielodzielczej przebiega nastepujaco:

pow3 2024 <- pow3 %>% filter(Rok==2024)

qu=quantile(pow3 2024$Urodzenia 1000, probs = ¢(0.2, 0.4, 0.6,0.8), na.rm = TRUE)
pow3 2024 <- pow3 2024 %>%
mutate(
Urodz g4 = cut(Urodzenia 1000,
breaks = c(-Inf, qu[1], qu[2], qu[3], qu[4], Inf),
labels = c¢("q1", "q2", "q3", "q4".,"q5"),
right = TRUE)
)
tab=table(pow3 2024$Wojewodztwo, pow3 2024$Urodz_q4)

Tabela 6.2. Rozktad urodzen zywych na 1000 ludnosci w grupach kwintylowych
w powiatach w 2024 roku wedtug wojewoddztw

Wojewodztwo Q1 Q2 Q3 Q4 Q5
Matopolskie 3 3 3 5 8
Mazowieckie 1 4 10 15 12
Slaskie 17 13 6 0 0

W tabeli przedstawiono rozktad liczby powiatow ze wzglgdu na liczbg uro-
dzen zywych na 1000 ludnos$ci w grupach kwintylowych. Zauwazalne jest, ze
w zdecydowanej wigkszo$ci powiatow wojewodztwa §laskiego powiaty znajduja
si¢ w dwoch pierwszych wyrdznionych grupach (mata liczba urodzen zywych na
1000 ludnosci). Natomiast w wojewodztwie mazowieckim zdecydowana wick-
szo$¢ powiatow znajduje si¢ w grupach od trzeciej do piatej (relatywnie wysoka
liczba urodzen zywych na 1000 ludnosci). To spostrzezenie sugeruje wniosek, ze
struktury nie sa jednakowe w badanych wojewddztwach. Dla potwierdzenia
wskazanego spostrzezenia niezbgdne jest przeprowadzenie testu statystycznego.

Dla tak okreslonej tablicy nie jest jednak mozliwe zastosowanie klasycznego
testu jednorodnosci chi-kwadrat (Domanski, 1979) ze wzgledu na wystepowanie
liczebnosci oczekiwanych mniejszych od 5. W takim przypadku dobrym rozwia-
zaniem jest zastosowanie testu permutacyjnego. To zadanie realizuje ponizszy kod.

173



tab.df=as.data.frame(tab)

tab.df

Varl Var2 Freqg
1 MAEOPOLSKIE gl 3
2 MAZOWIECKIE gl 1
3 SLASKIE gl 17
4 MALOPOLSKIE g2 3
5 MAZOWIECKIE g2 4
6 SLASKIE g2 13
7 MAROPOLSKIE g3 3
8 MAZOWIECKIE g3 10
9 SLASKIE g3 6
10 MALOPOLSKIE g4 5
11 MAZOWIECKIE g4 15
12 SLASKIE g4 0
13 MAEOPOLSKIE g5 8
14 MAZOWIECKIE g5 12
15 SLASKIE g5 0

erm.hom.test(tab.df, "flat", "Self-concept", 999)
RESULTS OF PERMUTATION HOMOGENEITY TEST
BASED ON 999 REPLICATIONS

SUMMARY Variable n Statistic Observed
STATISTICS Self-concept 100 chi.square 51.81482

S oo e S S S o o o SO o o e e S S o o e e e 9 o o o o

HYPOTHESIS Null Alternative P.value

TEST homogeneous nonhomogeneous 0.001
R —
o - 1

T T T T T T 1
0 5 10 15 20 25 30

permutation chi.square

Rys. 6.38. Wyniki testu permutacyjnego jednorodnosci struktur — rozktad empiryczny
i wartos¢ obserwowana statystyki
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Na rysunku 6.38 przedstawiono wyniki testu permutacyjnego dla jednorod-
nosci struktur. W efekcie nalezy odrzuci¢ hipotez¢ Hy. Mozna twierdzi¢, ze struk-
tury nie sg jednakowe. Potwierdzenie otrzymanego wniosku daje rys. 6.39, gdzie
przedstawiono wykres mozaikowy na podstawie danych z tabeli 6.2.

plot(tab , shade=TRUE)

tab

MALOPOLSKE MAZOWECKE SLASKE

02

42 20

a

<4

Standardized
Residuals:

Rys. 6.39. Wizualizacja wynikéw testu permutacyjnego niezaleznosci

Powyzszy kod konstruuje wykres mozaikowy (mosaic plot), ktory wizuali-
zuje dane tabelaryczne dwu- lub wielowymiarowe (Friendly, 1994; Konczak,
2025). Zauwazalne jest, ze w wojewodztwie §laskim jest wiecej powiatow w gru-
pach kwintylowych (qul i qu2) o matej liczbie urodzen zywych na 1000 ludnosci
niz wskazuja liczebnosci oczekiwane. Natomiast w wojewodztwie mazowieckim
zbyt mato jest powiatow w grupie qul, a zbyt duzo w grupie qu4.

6.7.5. Test dla wspotczynnika korelacji

Dla zbadania statystycznej istotnos$ci zalezno$ci pomigdzy analizowanymi
wskaznikami moze by¢ przeprowadzony test dla wspotczynnika korelacji. Wery-
fikowana bedzie hipoteza H, gloszaca, ze pomigdzy liczba urodzen zywych na
1000 ludnosci a liczbg zgondéw na 1000 ludno$ci w powiatach w 2024 roku nie
ma zalezno$ci. Formalnie moze to by¢ zapisane:

Hy:p=0
Hi:p<O0

Zastosowany zostanie test permutacyjny perm.relation z pakietu wPerm.
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woj_ur_zg=woj %>% filter(Rok == 2024)
cor(woj_ur_zg$Urodzenia_ 1000, woj_ur_zg$Zgony 1000)
#[1]-0.7530437

W wyniku obliczen nalezy stwierdzi¢ brak podstaw do odrzucenia hipotezy H,,.
Taki test dla wspotczynnikéw korelacji rang Spearmana 1 Kendalla mozna
wykona¢ nastepujaco:

perm.relation(woj_ur zg$Urodzenia 1000, woj ur zg$Zgony 1000, "kendall", "less")
perm.relation(woj ur zg$Urodzenia 1000, woj ur zg$Zgony 1000, "spearman", "less")
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Zakonczenie

Przeprowadzone w niniejszej monografii rozwazania wskazuja na koniecz-
nos$¢ szerszego wykorzystania wizualizacji danych na potrzeby wnioskowania sta-
tystycznego. Wizualizacja danych przestaje peli¢ funkcje wylacznie opisowa,
ograniczong do wstepnej eksploracji czy prezentacji wynikow, a staje si¢ waznym
narzedziem procesu wnioskowania statystycznego. W dobie powszechnej dostep-
nosci zaawansowanych narzedzi obliczeniowych graficzna reprezentacja rozkla-
dow teoretycznych i empirycznych, obszarow krytycznych czy p-wartosci po-
zwala na glebsze zrozumienie mechanizmow losowych oraz ocen¢ zatozen
modelowych. Wizualizacja pozwala przeksztatci¢ wskazniki liczbowe w intuicyjne
obrazy, co nie tylko zwigksza transparentno$¢ procesu decyzyjnego, ale jest klu-
czowe dla zapewnienia rygoru metodologicznego i komunikowalno$ci wynikow
badan naukowych. Zaprezentowane rozwigzania wskazuja, ze odpowiednio za-
projektowane wykresy moga obrazowac niepewnosc¢, istotnos¢ statystyczng oraz
strukture rozktadow testowych w sposob zrozumiaty i trafny — nawet dla naukow-
cow, ktorzy nie zajmujg si¢ analizg danych.

Szczegodlny nacisk w pracy potozono na alternatywne podejscia do wniosko-
wania, zestawiajac klasyczny model populacyjny Neymana-Pearsona z modelem
permutacyjnym Fishera-Pitmana. Wskazano, ze metody permutacyjne, wolne od
restrykcyjnych zatozen o rozktadzie zmiennej w populacji, stanowia wazne narze-
dzie analityczne, caly czas niedoceniane w badaniach ekonomicznych i spotecz-
nych. Zaprezentowane przyktady — w tym autorska implementacja i wizualizacja
testu pustych cel (Empty Cells Test) — pokazuja, ze nowoczesne wnioskowanie
wymaga poszukiwania nowych, niestandardowych form wizualizacji. Graficzne
ujecie rozktadow permutacyjnych statystyk testowych pozwala badaczom na bez-
posrednia ocene istotnosci i wiarygodnos$ci hipotez w sposob, ktory jest trudny do
osiggnigcia przy uzyciu wytacznie tradycyjnych metod tabelarycznych.

Wymiar praktyczny przedstawionych rozwigzan koncentrowat si¢ na wyko-
rzystaniu srodowiska R jako narzedzia wspierajacego nowoczesng analize danych.
Przeglad bibliotek takich jak gginference, ggstatsplot, coin, ggpubr czy
infer potwierdzit, ze wspotczesny badacz dysponuje narzedziami umozliwiaja-
cymi petng automatyzacj¢ procesu analitycznego. Przedstawione procedury ana-
lizy on-line, integrujace pobieranie danych z Banku Danych Lokalnych (BDL),
ich przetwarzanie oraz permutacyjnag weryfikacje hipotez, wyznaczaja mozliwo-
$ci rozwoju zastosowan statystyki w badaniach ekonomicznych.




Rozwigzania przedstawione w monografii wskazuja, ze metody graficzne
wspomagajace wnioskowanie statystyczne nie sa obecnie jedynie narzgdziem pre-
zentacyjnym, lecz mogg odgrywac kluczowa role w catym procesie analitycznym —
od eksploracji danych, przez testowanie hipotez, az po komunikacj¢ wynikow.
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Metody graficzne sa kojarzone przede wszystkim z zagadnieniami statystyki opisowej. W tra-
dycyjnym ujgciu pelnig one funkcje pomocnicza — stuza do przedstawienia rozkladow, relacji
mi¢dzy zmiennymi czy wykrywania obserwacji odstajacych. Ich rola ogranicza sie¢ czesto do
wstepnej analizy danych, ktora poprzedza wlasciwe wnioskowanie statystyczne. W tym sensie
wykresy sa traktowane jako narzedzie eksploracji umozliwiajace intuicyjne zrozumienie struk-
tury danych. Wnioskowanie statystyczne odgrywa jednak kluczows role¢ w badaniach nauko-
wych, poniewaz umozliwia uogolnianie wynikow uzyskanych z préby na cala populacje oraz
szacowanie niepewnosci tych uogo6lnien. Ta fundamentalna wlasciwo$¢ czynt je niezastapio-
nym narzedziem w niemal wszystkich dyscyplinach nauki — od medycyny 1 fizyki, przez psy-
chologig, az po ekonomig 1 finanse. Kluczowe znaczenie wnioskowania statystycznego polega
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styczne umozliwiajg innym badaczom oceng¢ wiarygodnosci przedstawionych wynikdw oraz
replikacj¢ badan. To z kolei przyczynia si¢ do akumulacjt wiedzy naukowej 1 eliminowania
blednych wnioskow.
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