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Maria Forlicz

Uniwersytet Ekonomiczny we Wroctawiu

EFEKT SKALI W DYSKONTOWANIU
SUBIEKTYWNYM

Wprowadzenie

Wedlug teorii zdyskontowanej uzytecznosci, czyli klasycznie przyjmowa-
nej teorii podejmowania decyzji w czasie, kazda kwota/wielko§¢ dyskontowa-
na w jednakowych warunkach otoczenia powinna by¢ dyskontowana przy uzyciu
jednakowej stopy dyskonta. Wystepowanie efektu skali, dos¢ czesto opisywanego
zjawiska, jest niezgodne z tg teorig. Efekt ten polega na tym, ze wigksze wielko-
$ci sg stabiej dyskontowane w czasie niz mniejsze. Subiektywna stopa dyskonta
przy dyskontowaniu 100 zt jest wyzsza od subiektywnej stopy dyskonta uzywa-
nej przy dyskontowaniu 100 000 zt.

1. Wyniki dotychczasowych badan

Jedne z pierwszych i najczgsciej opisywanych badan majacych udowod-
ni¢ wystepowanie lub tez zaprzeczy¢ istnieniu efektu skali przeprowadzili Ben-
zion, Rapoport i Yagil [1] w 1989 r. Przebadali oni 204 studentow ekonomii za-
dajac kazdemu 80 pytan (64 dotyczyto dyskontowania, 16 osoby wypehiajacej
kwestionariusz). W pytaniach zmienialy si¢ scenariusze, kwoty i czasy odrocze-
nia nagrod. Scenariusz A polegat na odlozeniu w czasie wptywu pewnej kwoty,
scenariusz B na odroczeniu zaptaty (wyptywu), scenariusz C na przyspieszeniu
wplywu, scenariusz D na przyspieszeniu zaptaty (wyptywu). Za kazdym razem
ankietowany musial poda¢ kwotg, ktora spowoduje, ze opcja natychmiastowa be-
dzie dla niego tak samo interesujaca, jak opcja pozniejsza. Dyskontowano kwoty
40,200, 1000 i 5000 dolaréw, a odroczenia/przyspieszenia wynosity pét roku, 1, 2
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14 lata. Przeprowadzajacy badanie wyliczyli, ze $rednie stopy dla poszczegdlnych
sum wyniosty: 29% dla 40 dolarow, 21,7% dla 200 dolaréw, 20% dla 1000 dola-
row, 14,3% dla 5000 dolarow. Dla wszystkich czterech scenariuszy wplyw wyso-
kosci sumy na wysokos¢ stop dyskonta byt istotny (p < 0,001), stopy te zmienia-
ly si¢ odwrotnie do wysoko$ci dyskontowanych kwot.

Meyerson i Green [5] przeprowadzili badanie, w ktorym brato udziat jedynie
12 0s6b indagowanych indywidualnie. Dyskontowane byty kwoty 1000 i 10 000
dolarow, a stopy dyskonta byly okre§lane na podstawie momentu, w ktéorym ba-
dany zmieniat wybor z nagrody mozliwej do otrzymania wcze$niej na pozniej-
sza lub na odwrot (w zaleznos$ci od kolejnosci prezentowanych wariantdéw wybo-
ru — zmiany kwot mozliwych do otrzymania byly prezentowane natychmiast lub
w kolejnosci malejacej albo rosnacej). Po zestawieniu otrzymanych w ten sposob
danych okreslono indywidualne preferencje kazdego z badanych (oznacza to, ze
tym razem nie wnioskowano na $rednich grupowych). Wiekszo$¢ obiektow dys-
kontowata niskie kwoty silniej, chociaz z tego wzoru zachowania wytamaty si¢
dwie osoby.

Kolejne badania pozwalajace lepiej pozna¢ efekt skali przeprowadzili Kirby
i Marakovi¢ [4]. Wystali oni listy do 2000 studentow swojego college’u z pros-
ba o wypehienie kwestionariusza. Odpowiedziaty im 672 osoby, z czego prawi-
dtowo wypethionych byto 621 arkuszy. Kwestionariusz zawierat 21 pytan. Kazde
miato takg samg forme: ,,Co bys$ wolat: x dzi$ czy y za t dni?” (y > x). Wysokos¢
odroczonej kwoty wahata si¢ od 30 do 85 dolarow, a dlugos¢ odroczenia od 10 do
75 dni. Ankietowani zostali powiadomieni, ze po udzieleniu przez nich odpowie-
dzi na zawarte w kwestionariuszu pytania jedna z wylosowanych o0sob otrzyma
rzeczywista wyptate kwoty, ktorg wybrata w losowo wybranym jednym pytaniu.
Chciano w ten sposob zmotywowac studentow do doglebnego zastanowienia si¢
nad swoim wyborem i wlasnymi preferencjami. Sposréd badanych, 65 oséb za-
wsze wybieralo tylko natychmiastowa nagrode lub tylko odroczong. Dodatko-
wo 28 0s6b zawsze wybierato tylko natychmiastowa nagrode lub tylko odroczo-
ng w obrgbie kwoty zakwalifikowanej do tych o danej skali (matej, $redniej lub
duzej), co uniemozliwito wyliczenie dla tych os6b subiektywnych stop dyskonta.
Jesli chodzi o pozostate 528 obiektow, to tak jak w poprzednich badaniach row-
niez i w tym $rednie stopy dyskonta malaly wraz ze wzrostem kwoty, a zaleznos¢
ta byla statystycznie istotna.

Johnson i Bickel [3] obiecali wszystkim swoim ankietowanym wyptate pie-
ni¢dzy zgodnie z dokonanymi przez nich wyborami. Potencjalne wyptaty nie do-
tyczyly wszystkich pytan, a jedynie ich czg¢$ci (autorzy porownywali zachowanie
ankietowanych przy hipotetycznych i rzeczywistych wyplatach). Osoby biorace
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udziat w badaniu wiedziaty, przy ktorych pytaniach istnieje mozliwo$¢ otrzyma-
nia realnych pieni¢dzy i o tym, ze pienigdze zostang im wyplacone po jednym
razie na kazda dyskontowang kwote 10, 25, 100 i 250 dolarow. Do przeprowa-
dzenia badania Jaohnson i Bickel uzyli komputera, ktory wedtug pewnego al-
gorytmu tak ustawial kwoty mozliwe do otrzymania natychmiast, aby jak najle-
piej przyblizy¢ warto$¢ punktu obojetnosci. W ten sposob zostato przebadanych
6 0sob. Dla 4 z nich stopy dyskonta malaty zawsze wraz ze wzrostem wysokosci
dyskontowanej kwoty. Dla wszystkich obiektéw stopa dyskontowa przy dyskon-
towaniu 10 dolarow byta wyzsza od stopy dyskonta przy dyskontowaniu 250 do-
larow.

Faralla, Benuzzi, Nichelli i Dimitri [2] poréwnywali zachowanie si¢ subiek-
tywnych stop dyskonta w dwoch réznych sytuacjach — ponoszenia straty i osig-
gania zysku. 25 0s6b wypetnito ankiete zawierajacg 240 pytan. Badanych zapew-
niono, ze po jednej z ich decyzji dotyczacych zyskow i dotyczacych strat zostanie
zrealizowanych (oprocz tego zaptacono im za udziat w badaniu). Ankietowani
musieli zawsze wybiera¢ pomigdzy mniejsza kwota dostepng wcezesniej (choé
niekoniecznie natychmiast) i wiekszg dostgpng pozniej. Czestos¢ wybierania po-
szczegolnych opcji w zaleznosci od dyskontowanej kwoty obrazuje rys. 1.

ZYSKI STRATY
100% 100
50%- '-\-'\_i 50 A —-——g———2
— AT A
7w
00/0 T T 0 T T
€5 €15 € 30 €35 €15 € 30
—l—- Wczesniej - - g— - Pozniej —— Wczedniej - - — - Pozniej

Rys. 1. Czgsto$¢ wyboru poszczegdlnych opcji dla zyskow i strat w zaleznosci od dyskontowane;j
kwoty

Zrédto: Opracowanie whasne na podstawie: [2].

W 2006 r. trojka amerykanskich badaczy [6] sprawdzila, czy efekt skali do-
tyczy jedynie dyskontowania warto$ci pieni¢znych czy takze innych dobr, a do-
ktadniej pozywienia. Analizujac otrzymane wyniki mozna powiedzieé, ze pienig-
dze faktycznie sg silniej dyskontowane, gdy jest ich mniej, jednak w przypadku
pozywienia cigzko juz si¢ dopatrzy¢ takiej prawidtowosci. Wedtug ich wyliczen,
roznica w dyskontowaniu dla matych i duzych kwot, a takze dla matych i duzych
ilosci pozywienia byta w obydwu przypadkach nieistotna statystycznie.
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2. Badania wtasne

W niniejszym opracowaniu analizie zostang poddane wyniki uzyskane
w trzech r6znych badaniach z lat 2008, 2009 1 2011, przeprowadzonych w celu
zbadania innych aspektow dyskontowania subiektywnego, ale pozwalajacych
réwniez na obserwowanie zachowania subiektywnych stop dyskonta w zalezno-
sci od dyskontowanej kwoty.

Badanie z 2008 r. przeprowadzono na 170 osobach. Byla to ankieta w formie
arkusza zawierajaca 12 pytan umozliwiajacych wyliczenie subiektywnych stop
dyskonta™ ankietowanych oraz 4 pytania dotyczgce bezposrednio ankietowanych
(pte¢, wiek, miejsce zamieszkania, sytuacja finansowa). Cze$¢ pytan byta otwar-
ta, czg$¢ zamknieta. Odpowiedzi, ktore beda brane pod uwage w tej pracy doty-
czg pytan otwartych.

W pierwszej kolejnosci porownane zostang odpowiedzi na pytania najprost-
szego typu:

1. Zmart twoj bardzo daleki krewny, ktory jednak o tobie nie zapomniat i zapi-
sat ci w spadku 20 tys. zt. Ming jednak 3 miesigce zanim otrzymasz pieniadze.
Syn zmarlego proponuje ci jednak, ze chetnie dzi§ odkupi od ciebie prawo do
spadku? Ile musiatby ci zaoferowac pienigdzy, zebys si¢ zgodzil/zgodzita?

2. Za3 miesigce konczy ci si¢ 3-letnia lokata w banku, otrzymasz wtedy 1000 z1.
Bank proponuje wyplate pieniedzy juz teraz, ale po potraceniu czgsci zysku.
Ile musiatby ci wyptaci¢ bank, zebys$ si¢ zgodzit na wyplate pieniedzy teraz,
anie za 3 miesigce?

W obydwu pytaniach ankietowany ma otrzymac pewng kwote (wicksza lub
mniejsza) za doktadnie 3 miesigce. Ponadto pytania zostaty skonstruowane tak,
aby ankietowany nie miat najmniejszych watpliwosci co do tego, ze faktycznie
pieniadze beda jego. Teoretycznie w jednakowych warunkach ankietowani po-
winni zgda¢ takich samych stop dyskonta dla kwoty 20 000 zt i dla 1000 zt. Obli-
czenia, ktorych wyniki znajduja si¢ w tab. 1 i 2 pokazuja, ze jest inacze;j.

FV
* Stopy dyskonta wyliczano wedtug wzoru » = —— —1, gdzie FV to kwota otrzymywana pozniej,
PV to kwota otrzymywana wczesniej.
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Tabela 1

Subiektywne 3-miesigczne stopy dyskonta dla matej i duzej kwoty
w warunkach pewnosci

.. . Po usunigciu ujemnych stop

Przy pelnych danych Bez obserwacji odstajacych dyskonta

Stopy sredni di éredni di sredni i
dyskonta $rednia mediana n | $rednia | mediana | n $rednia mediana | n
DIla 20 000 zt | 1034,44% 0% 136 | -7,09% 0% 132 | 5,54%% 1,01% 90
Dla 1000 zt 9012,08% 5,26% 111 | 5578% | 5,26% | 106 | 11,01% 11,11% | 90

Tabela 2

Procent odpowiedzi o roznym stosunku stop dyskonta dla matych i duzych kwot
w warunkach pewnosci

Bez obserwacji | Po usunigciu ujemnych

Przy petnych danych odstajacych stop dyskonta
Odpowiedzi dajace wyzsza stopg 65.05% 65.98% 66.67%
dyskonta dla matej kwoty ? ? ?
Odpowiedzi dajace wyzsza stope o o o
dyskonta dla duzej kwoty 22,33% 20,62% 14,28%
Odpowiedzi dajace rowne stopy N N o
dyskonta dla matej i duzej kwoty 12,62% 13,4% 19,05%
Liczba obserwacji 103 97 63

Jak wida¢, bez wzgledu na to, czy wezmie si¢ pod uwage wszystkie odpo-
wiedzi bez wyjatku czy tylko te, ktore mieszczg si¢ w przedziale zmiennos$ci albo
jedynie te, ktore daja dodatnie stopy dyskonta (ujemne subiektywne stopy dys-
konta, z punktu widzenia czysto ekonomicznego, sa przejawem nieracjonalnosci)
zarowno srednie, jak 1 mediany stop dyskonta sg wyzsze dla nizszej kwoty. Po-
nadto okoto 66% ankietowanych przystata na nizsze stopy dyskonta dla wyzsze;j
kwoty niz dla niskie;j.

Podobnej analizie poddano odpowiedzi na pytania, w ktérych ponownie od-
roczenie wynosito 3 miesigce, jednak dodano (nie wprost) pewien element ryzy-
ka. Tym razem dyskontowano kwoty 10 000 zt i 100 zt:

1. Prowadzisz maty biznes. Jeden z odbiorcow twoich towarow ma ci odda¢ za
3 miesigce 10 000 zt. Pewna firma chce od ciebie odkupi¢ ten dtug. Ile pienig-
dzy musiataby ci da¢ dzisiaj, aby$ odsprzedal/odsprzedata ten dlug?

2. Dostate$ na urodziny bilet na koncert pewnej grupy muzycznej, ktory odbe-
dzie si¢ za 3 miesigce. Nie lubisz tego typu muzyki, a chtopak kuzynki propo-
nuje, ze odkupi od ciebie bilet. Myslisz, ze tuz przed koncertem mogtbys$ go
sprzeda¢ za prawdopodobnie 100 zt. Za ile odsprzedatbys$/odsprzedatabys go
chtopakowi w tej chwili?
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Tabela 3

Subiektywne trzymiesi¢czne stopy dyskonta dla matej i duzej kwoty
w warunkach niepewnosci

. . Po usunigciu ujemnych stop
Przy pelnych danych Bez obserwacji odstajacych dyskonta
Stopy sredni di redni i sredni i
dyskonta $rednia | mediana n $rednia | mediana n $rednia | mediana n
Dla 10 000 zt | 10,33% 0% 132 | -5,32% 129 7,07% 5,26% 79
Dla 100 zt 20,85% 25% 123 | 20,85% 123 | 33,73% 25% 100

Tabela 4

Procent odpowiedzi o roznym stosunku stop dyskonta dla matych i duzych kwot
w warunkach niepewnosci

Bez obserwacji Po usunigeiu
Przy pelnych danych . ujemnych stop

odstajacych dyskonta
Odpowiedzi dajace wyzsza stope o o o
dyskonta dla matej kwoty 7431% 6% 77,59%
Odpowiedzi dajace wyzsza stope o o N
dyskonta dla duzej kwoty 15,60% 13% 6,90%
Odpowiedzi dajace rowne stopy o o o
dyskonta dla matej i duzej kwoty 10,09% 1% 15,52%
Liczba obserwacji 109 100 58

Tak samo, jak w przypadku poprzedniej pary pytan, rowniez tu widac, ze bez

wzgledu na to, ktorg wersje zestawu danych przyjaé, srednie i mediany stop dys-
konta byly wyzsze dla matej kwoty. Okolo 75% ankietowanych akceptowato niz-
sze stopy dyskonta dla wigkszych kwot.

Mniej jednoznaczne wyniki (tab. 5, 6) daly odpowiedzi na dwa kolejne py-

tania:

1.

Jeste$ pracownikiem biurowym w stoczni, ktora ostatnio przezywa ktopoty
finansowe. Teraz stoczni¢ przejat nowy inwestor i obiecat, Zze za rok wyptaci
pracownikom na twoim szczeblu premi¢ w wysokos$ci 32 000 zt. Istnieje moz-
liwo$¢ zamiany tej kwoty na mniejsza (negocjowalng), ale wyptacang juz te-
raz. Jak uwazasz, ile pieniedzy powiniene$ dostac teraz, zeby optacato ci si¢
zrezygnowac z tych 32 000 zt za rok?

Bytes$ na wakacjach w Tajlandii. Z wyjazdu zostato ci 2100 batéw (waluta taj-
landzka). Polskie kantory nie wymieniajg tej waluty. Pilot wycieczki propo-
nuje, ze kupi od ciebie catg pule, ale ty wiesz, ze za rok do Tajlandii leci twoj
kolega z pracy i z checig przed wylotem wszedlby w posiadanie batow. Po-
dejrzewasz, ze zgodzitby si¢ je kupi¢ za 150 zl. Ile musiatby ci daé pilot, ze-
by$ oddat mu walute?
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Tabela 5

Subiektywne roczne stopy dyskonta dla matej i duzej kwoty w warunkach niepewnosci

. . Po usunigciu ujemnych stop

Przy pelnych danych Bez obserwacji odstajacych dyskonta

Stopy . . . . . . . . .
dyskonta $rednia | mediana n $rednia | mediana n $rednia | mediana n
Dla 32 000 zt | 875,22% 7% 126 | 8,60% 7% 112 | 11,65% 6,67% 99
Dla 150 zt -3,08% 0% 123 | -3,08% 0% 123 | 19,52% 15% 72

Tabela 6

Procent odpowiedzi o réznym stosunku stop dyskonta dla matych i duzych kwot
w warunkach niepewnosci

Bez obserwacji Po usunigciu ujemnych

Przy petnych danych odstajacych stop dyskonta
Odpowiedzi dajace wyzsza stopg 35.96% 40% 62.90%
dyskonta dla matej kwoty ’ ?
Odpowiedzi dajace wyzsza stopg o o o
dyskonta dla duzej kwoty 61,40% 38% 33,87%
Odpowiedzi dajace rowne stopy o o o
dyskonta dla matej i duzej kwoty 2,63% 2% 3,23%
Liczba obserwacji 114 100 62

W ostatniej analizowanej parze pytan zarowno $rednie, jak 1 mediany byly
wyzsze dla duzej kwoty, jednak tylko w przypadku, gdy brano pod uwage petne
dane lub dane zredukowane o obserwacje odstajace takze procent osob akceptu-
jacych wyzsze stopy dyskonta dla wyzszej kwoty byt dla tych danych wigkszy.
Gdy wzieto pod uwage dane, z ktérych wyeliminowano odpowiedzi dajace ujem-
ne stopy dyskonta oraz obserwacje odstajace, sytuacja znowu zaczgta przypomi-
na¢ t¢ z poprzednich par pytan — zaréwno $rednia, jak i mediana stop dyskonta
byty wyzsze dla nizszych kwot i ponad 62% par odpowiedzi stanowity te o sto-
pach dyskonta wyzszych dla matych kwot.

Poniewaz w opisywanym wyzej badaniu mozna by zakwestionowaé row-
no$¢ (w parach) prawdopodobienstwa zaistnienia okreslonych przeptywow pie-
nigznych, jak réwniez ich podobienstwo ze wzgledu na aspekt psychologiczny
postanowiono opisa¢ badanie, w ktorym ta rownosc¢ i podobienstwo nie mogg by¢
negowane. W 2009 r. wérod 92 studentéw przeprowadzono ankiete wyswietla-
jac pytania na ekranach komputerow, tak ze kiedy ankietowany odpowiedziat na
dane pytanie i przeszedl do nastepnego nie mogt si¢ juz cofnaé. Wszystkie pyta-
nia miaty takg samg strukture:

Ile byltbys sktonny zaptacic¢ teraz za zero-kuponowa (czyli taka, ktora nie pta-
ci odsetek) obligacje Skarbu Panstwa, ktorej termin wygasniecia przypada za X
lat, co oznacza, Ze otrzymasz za nig wtedy od Skarbu Panstwa Y z1?
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Dyskontowane kwoty (Y) to 100 zt, 1000 zt, 10 000 zt, 90 000 zt, a okresy
odroczenia wyptaty (X) to 1 miesigc, 1 rok, 8 lat i 20 lat. Wszystkie odpowiedzi
poddano odpowiednim przeksztalceniom, aby otrzymac¢ wartosci stop dyskonta
wyrazone w skali roku. Nastepnie z zestawu danych usunigto obserwacje niety-
powe, po czym wyliczono $rednie i mediany stop dyskonta dla kazdej kwoty przy
kazdym odroczeniu (liczba obserwacji w zalezno$ci od kwoty i odroczenia waha
si¢ od 59 do 84). Wyniki tych obliczen pokazuja rys. 2 1 3.
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Rys. 2. Srednie stopy dyskonta dla roznych kwot i réznych odroczen
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Rys. 3. Mediany stop dyskonta dla roznych kwot i r6znych odroczen
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Najwieksze roznice w §rednich i medianach stop dyskonta dla ro6znych kwot
wystepuja przy jednomiesiecznym odroczeniu, natomiast najmniejsze dla dwu-
dziestoletniego. Jak mozna zauwazy¢, $rednie 1 mediany stop dyskonta dla 100 zt
(jak i dla 1000 zt) sa zawsze wyzsze niz dla kwoty 90 000. Do pewnego stopnia
moze to sugerowac wystepowanie efektu skali, ale zdecydowano si¢ rowniez do-
kona¢ analizy na poziomie jednostki. Sprawdzono, dla jakiego odsetka osob sto-
py dyskonta sa zawsze nizsze dla wyzszych kwot oraz dla ilu procent ankietowa-
nych stopy dyskonta sa wyzsze dla 100 zt niz dla 90 000 zt. Wyniki tych obliczen
przedstawiaja rys. 41 5.

18,00% 0 Procent oséb majgcych zawsze
wyzsze stopy dyskonta dla
16,00% p— mniejszych kwot
s Procent os6b majgcych zawsze
14,00% o nizsze stopy dyskonta dla
o o mniejszych kwot
12,00% o o O Procent oséb majgcych zawsze
e e takie same stopy dyskonta dla
10,00% réznych kwot

8,00%

6,00%

4,00%

2,00%

N Odroczenie

0,00%

1 miesigc 1 rok 8 lat 20 lat

Rys. 4. Procent 0s6b o danej relacji stop dyskonta dla matych i duzych kwot w zaleznosci od okresu

dyskontowania
90,00% -
80,00%
70,00%
60,00%
50,00%
40,00%
30,00%
20,00%
10,00%
0,00% Odroczenie
1 miesigc 1 rok 8 lat 20 lat

Rys. 5. Procent 0sob o stopie dyskonta nizszej dla kwoty 90 000 zt niz dla 100 zt
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Mato ktory z ankietowanych wykazat si¢ spojnoscia decyzji. Najwiecej, bo
blisko 10% ankietowanych utrzymato réwne stopy dyskonta dla wszystkich kwot
przy 8-letnim odroczeniu. Przy tej samej dtugosci odroczenia zanotowano tez naj-
wigkszy odsetek grup odpowiedzi o stopach dyskonta zawsze wyzszych dla niz-
szych kwot. W wigkszos$ci przypadkow zachowanie si¢ indywidualnych stop dys-
konta w zaleznosci od kwoty byto dos¢ chaotyczne. Przygladajac si¢ rys. 5 mozna
jednak zauwazy¢, ze zawsze (bez wzgledu na odroczenie) odsetek 0séb o wyz-
szych stopach dyskonta dla 100 zt niz dla 90 000 jest wiekszy od 50% — ten odse-
tek waha si¢ od 59,77% (dla 1 roku) do 80,23% (dla 20 lat). Dodatkowo odsetek
0s6b o takich samych stopach dyskonta dla kwot 100 zt 1 90 000 zt wahat si¢ od
5,75% (dla 1 roku) do 11,49% (dla 8 lat).

Kolejne badanie przeprowadzono w pazdzierniku 2011 r. Ankietowani zosta-
li podzieleni na dwie grupy — pytania dla pierwszej grupy byty zwiazane gtéwnie
z ujemnymi przeplywami pieni¢znymi, natomiast druga grupa miata do czynie-
nia glownie z dodatnimi przeptywami pieni¢znymi. Lacznie rozdano 250 arku-
szy ankiety (po rowno w jednej 1 drugiej grupie). Niestety, dla sporej czgsci bada-
nych pytania okazaly si¢ za trudne, stad liczba rzeczywistych obserwacji znacznie
zmalata. Uzyskane dane podzielono na osiem czgsci: analizowano roczne natych-
miastowe (czyli dyskontujace z momentu za rok na moment obecny) stopy zwro-
tu przy duzych kwotach odptywajacych (np. sytuacja, w ktorej ankietowany ma
zaptaci¢ za co$ wezesniej lub pdzniej) od decydenta, matych kwotach odptywaja-
cych od decydenta, duzych kwotach wptywajacych (np. sytuacja, w ktorej ankie-
towany musi zdecydowac czy sprzedaé co$ wczesniej czy pozniej) do decyden-
ta, matych kwotach wplywajacych do decydenta oraz roczne stopy dyskontujace
z momentu za dwa lata na moment za rok przy duzych kwotach odptywajacych od
decydenta, malych kwotach odptywajacych od decydenta, duzych kwotach wpty-
wajacych do decydenta, matych kwotach wptywajacych do decydenta. Przedsta-
wione ponizej obliczenia beda si¢ odnosi¢ do prébek o réznej liczebnosci — li-
czebno$¢ probek zalezy od liczby 0so6b, ktore odpowiedzialy na dane pytania oraz
od liczby odpowiedzi, ktore trzeba bylo wyeliminowa¢ ze wzgledu na ich niera-
cjonalnos¢ lub niedopuszczalnoé¢. Srednie i mediany stop dyskonta dla kazdej
z o$miu grup przedstawia tab. 7.
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Tabela 7

Srednie i mediany rocznych stop dyskonta dla matych i duzych kwot w zaleznosci od
kierunku przeplywu pieniedzy i przesunigcia w czasie

Mate kwoty Duze kwoty
Stopa dyskonta Srednia mediana n Srednia mediana n
0,225029 (lub 0,111111 (lub 0,36702 (lub 0,115385 (lub
2 momentu za 0,077466 przy 0,041667 przy S |-0,01273 przy -0,09375 przy =
rok na teraz uwzglednieniu uwzglednieniu T |uwzglednieniu uwzglednieniu Z
ujemnych stop ujemnych stop 2 | ujemnych stop ujemnych stop g
; dyskonta) dyskonta) dyskonta) dyskonta)
>
[
= 0,548698 (lub 0,14194 (lub _10,116505 (lub 0,068966 (lub
zmomentu za | 0,526892 przy 0,115384 przy & |-0,16625 przy -0,225 przy @
dwa lata na uwzglednieniu uwzglednieniu < | uwzglednieniu uwzglednieniu z
moment za rok | ujemnych stop ujemnych stop E ujemnych stop ujemnych stop =
dyskonta) dyskonta) dyskonta) dyskonta)
13,27326 (lub 0,45 (lub
12,11515 przy 0,318182 przy o
Z momentu za 1,371675 0,428571 Z | uwzglednieniu | uwzglednieniu | 2
rok na teraz — | , . . "
ujemnych stop ujemnych stop o
? dyskonta) dyskonta)
>
2
= 14,46287 (lub 0,347826 (lub -
z momentu za < 13,91178 przy 0,291667 przy 2
dwa lata na 0,555557 0,199038 = | uwzglednieniu uwzglednieniu -
moment za rok ujemnych stop ujemnych stop §
dyskonta) dyskonta)

Jak mozna zauwazy¢, w przeciwienstwie do wynikow poprzednich ankiet
zaroéwno $rednie, jak 1 mediany w przewazajacej czesci sg wyzsze dla wigkszych
kwot (chyba ze wzi¢loby si¢ pod uwage ujemne stopy dyskonta, ale, jak juz wspo-
mniano, zgodnie z teorig stopy dyskonta nie powinny by¢ ujemne). Ponadto wi-
dac¢ takze cos, co juz jaki$ czas temu zwrocito uwage badaczy — ludzie silniej dys-
kontuja w momencie, gdy ruch pienigdzy odbywa si¢ od nich, a nie do nich.

Po wyeliminowaniu ze wszystkich par pytan (par¢ stanowity pytania o takim
samym kierunku przeptywu pieniedzy i takim samym okresie i momencie, na kto-
ry si¢ dyskontowato, ale o r6znych wielkosciach kwot), w ktérych przynajmniej
raz pojawita si¢ ujemna stopa dyskonta obliczono dla kazdej pary odsetek osob,
ktore mialy wyzsze stopy dyskonta dla matych kwot, wyzsze stopy dyskonta dla
duzych kwot, rowne stopy dyskonta bez wzgledu na kwote. Wyniki tych obliczen
przedstawia rys. 6.
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Rys. 6. Procent 0sob o danej relacji stop dyskonta dla matych i duzych kwot w zalezno$ci od kie-
runku przeptywu pieniedzy i momentow, mi¢dzy ktéorymi odbywa si¢ dyskontowanie

Jak mozna zaobserwowac na rys. 6, zazwyczaj odsetek osob o stopach dys-
konta wigkszych dla matej kwoty jest wigkszy niz odsetek osob o stopach dys-
konta wyzszych dla duzych kwot (rzadko kiedy zdarza si¢ sytuacja, ze stopy te
sa rowne). Sytuacja ulega jedynie odwroceniu, gdy mamy do czynienia z dyskon-
towaniem z roku drugiego na pierwszy, gdy pieniadze odptywajg od ankietowa-
nych. Trudno w tym momencie okreslic, jaka jest tego przyczyna.

Podsumowanie

Podobnie jak w badaniach opisanych w opracowaniach innych autoréw, da
si¢ zauwazy¢, ze efekt skali moze faktycznie wystgpowac, jednak nie dotyka on
calej populacji, a jedynie jej czesci.
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THE MAGNITUDE EFFECT IN SUBJECTIVE DISCOUNTING

Summary

According to discounted utility theory, which is considered normative theory of in-
tertemporal choice, every amount of money or other asset discounted in the same circum-
stances should be discounted with the same discount rate. A lot of scientists claim that in
reality subjective discount rates are not constant in constant circumstances. Magnitude ef-
fect, quite often described, may cause that bigger amounts are discounted less steeply than
smaller ones. In this article results of previous research are described and compared to the
results obtained by the author.
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WPLYW STOPNIA ZALEZNOSCI
POMIEDZY WYSOKOSCIA WYPLAT

NA PRAWDOPODOBIENSTWO RUINY
W DWUKLASOWYM MODELU RYZYKA'

Wprowadzenie

W firmie ubezpieczeniowej zarzadza si¢ wieloma klasami ryzyka, w kto-
rych cze$¢ wplat moze by¢ powodowana przez te same czynniki ryzyka. Czyn-
niki te mozemy traktowac jako zewnetrzne czynniki ryzyka. Natomiast czynniki
ryzyka powodujace wyptaty tylko w jednej klasie ryzyka mozna traktowac jako
wewngtrzne czynniki ryzyka. Jednoczesne oddziatywanie zewnetrznych czynni-
koéw ryzyka na rozne klasy ryzyka moze skutkowaé jednoczesnym pojawianiem
si¢ wplat w tych klasach, ktorych wysokos¢ moze by¢ zalezna od siebie. Do tej
pory w literaturze zalezno$¢ ta nie byta uwzgledniana w modelach ryzyka dla kil-
ku klas ryzyka, tzw. wieloklasowych modelach ryzyka. Celem niniejszej pracy
jest przedstawienie wynikow numerycznej analizy wplywu stopnia zaleznosci po-
migdzy jednoczesnie pojawiajacymi si¢ wyptatami na prawdopodobienstwo ru-
iny w skonczonym horyzoncie czasowym w modelu ryzyka dla dwoch klas ubez-
pieczen.

Na poczatku zdefiniujmy model ryzyka dla jednej klasy ubezpieczen w chwi-
li ¢ jako [2]:

R(t)=u+ ct—S(t) )
gdzie:
u — kapital poczatkowy,

* Praca naukowa finansowana ze $rodkéw na nauke w latach 2010-2012 jako projekt badawczy
nr 3361/B/H03/2010/38.
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¢ — stata w jednostce czasu intensywnos¢ naptywu sktadki z jednej klasy ryzyka,
N ()

S(t) — suma zagregowanych wyplat do moment ¢ wlacznie, tj. S(¢) = Z X,
i=1

gdzie {X)}7 jest ciggiem kolejnych niezaleznych od siebie wyptat o tym samym

rozkladzie,

{N(0)},.,— punktowy proces zliczajacy wplaty.

Ponadto przyjmuje si¢ zatozenie, ze {X)}7 1 {N(#)} ., sa niezalezne od sie-
bie. Jesli o procesie {N(#)} ., zalozymy, ze jest jednorodnym procesem Poissona,
to wowczas model ryzyka (1) nazywamy klasycznym modelem ryzyka. Aby za-
pewni¢ wyptacalnos¢ ubezpieczyciela o statej ¢ zaklada sie, ze musi spelnia¢ wa-
runek:

¢ > E(S(1))

ktoéry mozna zapisa¢ w postaci:

c=(1+6) E(S(1))
gdzie:
0 — stata dodatnia warto$¢, ktorg nazywa si¢ wzglednym wspotczynnikiem narzu-
tu na bezpieczenstwo.
Przez ruine w jednej klasie ryzyka rozumiemy spadek po raz pierwszy pro-
cesu ryzyka (1) ponizej zera w pewnej chwili z. W celu zdefiniowania prawdopo-
dobienstwa ruiny oznaczmy czas ruiny jako:

T(w)y=inf {r>0:R() <0}
Wowczas prawdopodobienstwo ruiny w skonczonym horyzoncie czasowym
H definiujemy naste¢pujaco:

¥ (u, H) = P(T(u) < H)

Konstrukcja modeli ryzyka dla kilku klas ryzyka jest uzalezniona od pojecia
»ruiny” dla kilku klas ryzyka. W literaturze spotykane sg dwa rézne pojecia ,,ru-
iny” dla kilku klas ubezpieczen. Zat6zmy, ze mamy n klas ryzyka. Niech {R(?)} _,
oznacza proces ryzyka dla i-tej klasy ryzyka, gdzie i = 1,..., n. Wowczas przez ru-
in¢ mozemy rozumie¢ spadek po raz pierwszy procesu ryzyka w co najmniej jed-
nej z klas ryzyka, tj. R(#) < 0 po raz pierwszy w chwili  dla co najmniej jednego
i e {l,...,n}. Wowczas model ryzyka dla n klas ryzyka definiuje si¢ poprzez wie-
lowymiarowy model ryzyka postaci:

R (?)

R@y<| 0

R, (1)
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Poprzez ruing mozna réwniez rozumie¢ spadek po raz pierwszy w pew-
nej chwili ¢ agregacji procesow ryzyka dla wszystkich klas ryzyka, tj. R (1) +
+... + R (1) < 0. Wowczas proces ryzyka dla n klas ryzyka definiujemy poprzez
agregacje procesow ryzyka dla tych klas, ktorg krotko nazywamy agregacja kil-
ku klas ryzyka i ktora w chwili  ma postaé:
Rt)=R () +R()+... T R (D)

1. Analiza w dwuwymiarowym modelu ryzyka

Dwuwymiarowy model ryzyka uwzgledniajacy zalezno$¢ pomiedzy jedno-
cze$nie pojawiajacymi wyptatami definiujemy w nastepujacy sposob’:

R(7) = R, (1) | ¢ p S,(0) _
(= R, (1) - u, " Gy B $,(0) -
M, (1) M)

X, + > X, )

_ u + ¢ | A i1
uz CZ M, (1) M) ,
PREEDI ¢

i=1 i=1

gdzie:

u, (i = 1,2) — kapitat poczatkowy dla i-tej klasy ryzyka,

¢, (i = 1,2) — stala dodatnia intensywnos$¢ naptywu sktadki w jednostce czasu dla
i-tej klasy ryzyka,

M (1) M'(1)

S,(@)= ZX y T ZX |, — suma zagregowanych wyptat do momentu ¢ wlacz-
i1 i1

nie z pierwszej klasy ryzyka,
My (1) M'(1)

S,(t) = Z X, + z X, —suma zagregowanych wyptat do momentu # wiacz-
i=1 i=l

nie z drugiej klasy ryzyka, gdzie {X 1 }Zl 14X }Zl sa ciaggami niezaleznych od
siebie wyptat (dodatnich zmiennych losowych) w pierwszej klasie ryzyka o tym
samym rozkladzie z ggstoScig f, (x) i dystrybuantg F| (x),

* Podobny dwuwymiarowy model ryzyka jednak bez uwzglednienia zalezno$ci pomiedzy jed-
noczes$nie pojawiajacymi si¢ wyptatami zostal wprowadzony przez K.C. Yuen, J. Guo, X. Wu
w [8].
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{X 0i }Zl 14X, }Zl — ciagi niezaleznych wyptat (dodatnich zmiennych losowych)
w drugiej klasie ryzyka o tym samym rozkladzie z ggstoscig £, (x) i dystrybuan-
tg F, (x).

Ponadto zaktadamy, ze \X; }Zl i {X 2 }Z] sg niezaleznymi od siebie ciggami
i niezaleznymi od ciaggdéw {X . }Zl 14X, }Zl . Natomiast ciagi {X{,- }Zl i {Xz’,» }Zl
sg zalezne od siebie w taki sposob, ze tylko jednocze$nie pojawiajace si¢ wypta-
ty w obu klasach sg zalezne od siebie, tzn. dla dowolnie wybranego i € N wypta-
ty X/ 1 Y’ sa zalezne od siebie, a struktura zalezno$ci pomigdzy nimi opisana
jest funkcja taczaca C (u, v), tj. dystrybuante F (x, y) tacznego rozktadu pary tych
zmiennych losowych (X, X;,) moznazapisacjako F(x,y) = C(F,(x),F,(»)).
Funkcje taczace sa doskonalym narzgdziem do modelowania struktury zalezno$ci
pomiedzy zmiennymi losowymi [3]. Ponadto {M,(¢)},., ({M,(2)},5,) Jest pro-
cesem punktowym zliczajagcym wyplaty powodowane przez wewngtrzne czyn-
niki ryzyka w pierwszej (drugiej) klasie ryzyka, tj. wyptaty X, (X,;), ktore sa
niezalezne od wyptat z drugiej (pierwszej) klasy ryzyka (zob. rys. 1). Natomiast
proces {M'(?)},, jest procesem punktowym zliczajacym zalezne wyplaty X/,
i X,, osobno w pierwszej i drugiej klasie ryzyka, ktore powodowane sg przez ze-
wnetrzne czynniki ryzyka, tj. czynniki ryzyka oddziatujgce jednoczesnie na obie
klasy ryzyka (zob. rys. 1). Wszystkie procesy zliczajace wyptaty sg niezalezne od
siebie oraz od wszystkich ciggow wyptat. Poza tym, aby zapewni¢ wyptacalnos¢
ubezpieczyciela, state dodatnie intensywnosci naptywu sktadki w obu klasach ry-
zyka muszg spetnia¢ warunek: ¢, > ES. (1) dla i = 1,2, ktoéry mozna zapisa¢ w po-
staci: ¢, = (1+0)ES (1) dlai = 1,2, gdzie 6, > 0.

/ M \
L)

Rys. 1. Oddziatywanie zewnetrznych i wewnetrznych czynnikow ryzyka na dwie klasy ryzyka

W celu formalnego zdefiniowania prawdopodobienstwa ruiny w modelu ry-
zyka (2) oznaczmy czas ruiny jako:
T(u,,u,) =inf{t: R (1) <OV R, (1) <0}
Woéwezas prawdopodobienstwo ruiny w nieskonczonym horyzoncie czaso-
wym H definiujemy nastepujaco:
W(uy,uy; H) = P(T(uy,u,) < H) 3)
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Zajmijmy si¢ teraz numeryczng analiza wplywu stopnia zalezno$ci pomig-
dzy wplatami powodowanymi przez zewngetrzne czynniki ryzyka w obu klasach
na prawdopodobienstwo ruiny na przyktadzie wybranego modelu ryzyka (2).
Przyjmijmy zatem model ryzyka (2), w ktorym o procesach zliczajacych wypta-
ty {M,()},50, My} 1 {M'(t)},5, klasycznie zaktadamy, ze sa jednorod-
nymi procesami Poissona z ta samg intensywnoscig rowng 1. Niech 6, = 0, =
=0,051u, = u, = u. Przyjmijmy, ze funkcja faczgca opisujgca strukturg zalezno-
Sci par (X, X);) jest funkcja Claytona, ktora dobrze modeluje dodatnig zalez-
no$¢ pomiedzy wyptatami. Analiza jest przeprowadzona osobno w dwoch przy-
padkach rozktadow wyptat: lekko-ogonowych i cigzko-ogonowych. W tab. 11 2
zawarte sg wyniki symulacji prawdopodobienstwa ruiny (3) metodg Monte Car-
lo na podstawie 100 000 trajektorii przyjetego procesu ryzyka dla réznych ho-
ryzontow czasowych H i roznych wartosci kapitatu poczatkowego u i réznego
stopnia zalezno$ci pomigdzy wplatami X[ i X, , wyrazonego wspotczynni-
kiem t-Kendalla. Wyniki zawarte w tab. 1 otrzymano w przypadku, gdy wyptaty
maja lekko-ogonowe rozktady wyptat: w pierwszej klasie maja rozktad wyktad-
niczy z parametrem réwnym 1, a w drugiej klasie majg rozktad Weibulla z para-
metrem skali rownym 1 i z parametrem ksztattu rownym 10. Wyniki zestawione
w tab. 2 otrzymano w przypadku, gdy wyptaty majg rozktady ciezko-ogonowe:
w pierwszej klasie majg rozktad logarytmiczno-normalny z parametrem log-ska-
li réwnym 0,25 i z parametrem ksztattu rownym 0,125, natomiast w drugiej kla-
sie majg rozktad Weibulla z parametrem skali rownym 1 i z parametrem ksztal-
tu réwnym 0,8.

Tabela 1
Wyniki symulacji prawdopodobienstwa ruiny w przypadku lekko-ogonowych rozktadow
wyptat
wH 5 10 15 20

5

t=0,1 0,2595 0,4215 0,5091 0,5709

t=0,5 0,2570 0,4214 0,5083 0,5698

=09 0,2556 0,4188 0,5072 0,5662

10

t=0,1 0,0387 0,1111 0,1781 0,2349
t=0,5 0,0384 0,1108 0,1770 0,2339
=09 0,0384 0,1093 0,1761 0,2325

15

t=0,1 0,0052 0,0238 0,0520 0,0814

1=0,5 0,0050 0,0237 0,0515 0,0797

=09 0,0051 0,0239 0,0507 0,0791
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Tabela 2
Wyniki symulacji prawdopodobienstwa ruiny w przypadku ciezko-ogonowych
rozktadow wyptat
u/H 5 10 15 20

5

t=0,1 0,3822 0,5438 0,6314 0,6814
=0,5 0,3816 0,5443 0,6275 0,6801
=09 0,3777 0,5436 0,6217 0,6750
10

t=0,1 0,1003 0,2199 0,3076 0,3762
t=0,5 0,0989 0,2177 0,3058 0,3727
=09 0,0988 0,2169 0,3042 0,3698
15

1=0,1 0,0239 0,0748 0,1272 0,1813
1=0,5 0,0238 0,0751 0,1274 0,1787
=09 0,0241 0,0747 0,1281 0,1777

Na podstawie analizy wynikow zestawionych w tab. 1 1 2 mozna zauwazyc,
ze przy ustalonym kapitale poczatkowym u i przy ustalonym horyzoncie czaso-
wym H w wigkszo$ci przypadkow obserwujemy niewielki spadek prawdopodo-
bienstwa ruiny (3) wraz ze wzrostem stopnia zaleznosci pomiedzy wyplatami X,
i X, , jednak roznice te sa nieznaczne.

2. Analiza w agregacji dwoch klas ryzyka

Agregacje dwoch klas ryzyka uwzgledniajaca zalezno$¢ pomigdzy jednocze-
$nie pojawiajacymi si¢ wyptatami definiujemy w nastepujacy sposob”:

RO)=R@®)+R,(t)=u+ct-5,1)-S,(¢) =

mo oM M) M)
=u+ct—| D X, + Y X |- DXy, + DXy, 4
i=1 i=1 i=1 i=1

gdzie:

u — kapital poczatkowy wspolny dla obu klas ryzyka,

¢ —stala dodatnia intensywno$¢ naptywu sktadki w jednostce czasu z obu klas ryzy-
ka, ktora w celu zapewnienia wyptacalno$ci ubezpieczyciela musi spetni¢ warunek:

*

Podobny model ryzyka, jednak bez uwzglednienia zaleznosci pomigdzy jednoczes$nie pojawiaja-
cymi si¢ wyptatami byl rozpatrywane m.in. przez S. Li i J. Garrido [7].
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c>E(S,(1)+(1) +S,(1)), ktory mozna zapisa¢ w postaci ¢ = (1+6) E(S,(1) +(1) +S,(1)),
gdzie 4 jest dodatnig stata.

Pozostate oznaczenia i zatozenia pozostajg takie same, jak w modelu ryzy-
ka (2).

Na potrzeby przeprowadzenia analizy wplywu stopnia zalezno$ci pomie-
dzy jednoczes$nie pojawiajacymi si¢ wyptatami na prawdopodobienstwo ruiny
w modelu ryzyka (4) przyjmiemy zatozenie z klasycznej teorii ruiny, ze procesy
M, ()} 50, M5} 50 1 {M'(2)},5, sa jednorodnymi procesami Poissona z in-
tensywno$ciami odpowiednio A, A, 1 .. Wowczas proces ryzyka (4) mozna prze-
ksztatci¢ do klasycznego modelu ryzyka postaci [1]:

N()
R(t)=u+ct- ZZI,
gdzie: =
{N () }IZO — jednorodny proces Poissona z intensywnoscig A, + A, + A,
{Z ; }Zl — ciag kolejnych dodatnich i niezaleznych zmiennych losowych o tym sa-

mym rozktadzie z gestoscia:

£ = e () [ () [ )
T ! T AR+
gdzie f; (x) jest gestoscig zmiennej losowej X[, + X, , pozostate oznaczenia sa
takie same, jak w modelu (4).

Wowcezas mozna probowaé wykorzysta¢ znane metody wyznaczania praw-
dopodobienstwa ruiny w klasycznym modelu ryzyka, ktore znajduja sie w wie-
lu pozycjach dotyczacych klasycznej teorii ruiny®, jednak problem moze sta-
nowi¢ wyznaczenie w (6) gestosci f; (x) sumy zaleznych zmiennych losowych
Xl’i + XZ’I :

Zalozmy, ze wszystkie intensywnosci procesow Poissona {M,(#)},.,,
{M,()}50 1 {M'(?)},5, sarowne 1. Niech ponadto 6 + 0,05. W tab. 3 i 4 zawarte
sa wyniki symulacji prawdopodobienstwa ruiny otrzymane metoda Monte Carlo
na podstawie 100 000 trajektorii procesu ryzyka (4) dla roznych wartosci kapita-
tu poczatkowego u 1 dla ro6znych horyzontow czasowych H, przy réznym stopniu
zaleznoéci pomigdzy jednocze$nie pojawiajacymi si¢ wplatami X[, i X5, w obu
klasach ryzyka, ktéry mierzony jest wspotczynnikiem t-Kendalla. W tab. 3 wy-
niki symulacji otrzymane sa przy zalozeniu lekko-ogonowych rozktadéw wyptat,
natomiast w tab. 4 przy zalozeniu ciezko-ogonowych rozktadow wyptat. Przyjete
sa takie same rozktady, jak w analizie przeprowadzonej w drugim punkcie pracy.

* Na przyktad w monografii S. Asmussena [2].
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Tabela 3
Wyniki symulacji prawdopodobienstwa ruiny w przypadku lekko-ogonowych
rozktadow wyptat
wH 5 10 15 20

5

t=0,1 0,3231 0,4511 0,5129 0,5526

t=0,5 0,3296 0,4531 0,5134 0,5536

=09 0,3311 0,4558 0,5141 0,5547

10

t=0,1 0,0964 0,1912 0,2605 0,3068

=05 0,0970 0,1950 0,2610 0,3073

=09 0,0976 0,1973 0,2617 0,3079

15

t=0,1 0,0214 0,0721 0,1165 0,1549

t=0,5 0,0226 0,0724 0,1186 0,1570

=09 0,0231 0,0738 0,1215 0,1577
Tabela 4

Wyniki symulacji prawdopodobienstwa ruiny w przypadku ciezko-ogonowych
rozktadow wyptat
u/H 5 10 15 20

5

t=0,1 0,4106 0,5233 0,5827 0,6170

t=0,5 0,4102 0,5280 0,5826 0,6210

=09 0,4107 0,5284 0,5848 0,6198

10

t=0,1 0,1695 0,2835 0,3552 0,4015

1=0,5 0,1725 0,2883 0,3615 0,4076

=09 0,1760 0,2903 0,3580 0,4072

15

t=0,1 0,0630 0,1420 0,2018 0,2509

=05 0,0645 0,1456 0,2078 0,2531

=09 0,0659 0,1485 0,2097 0,2575

Analizujac wyniki zawarte w tab. 3 i 4 mozna zauwazy¢, ze w wigkszosci
przypadkow przy ustalonym kapitale poczatkowym u 1 jednoczesnie przy ustalo-
nym horyzoncie czasowym H wraz ze wzrostem stopnia zalezno$ci pomiedzy wy-
ptatami X[, i X, nastgpuje nieznaczny wzrost prawdopodobienstwa ruiny. Roz-

nice te jednak s nieznaczne.
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Podsumowanie

W pracy pokazane jest, ze konstrukcja wieloklasowych modeli ryzyka jest
scisle uzalezniona od pojmowania ruiny w kilku klasach ryzyka. W zwiazku z tym
przede wszystkim wyroznia si¢ wielowymiarowe modele ryzyka i agregacje kil-
ku klas ryzyka. W obu tych rodzajach modeli przy ograniczeniu do dwoch klas
ryzyka przeprowadzana jest numeryczna analiza wptywu stopnia zaleznosci po-
migdzy jednoczes$nie pojawiajacymi sie¢ wptatami w obu klasach ryzyka na praw-
dopodobienstwo ruiny.

W wigkszosci przypadkéw wyboréw ustalonych kapitatow poczatkowych
i horyzontéw czasowych wraz ze wzrostem stopnia zaleznosci pomigdzy jedno-
cze$nie pojawiajacymi si¢ wyplatami w obu klasach ryzyka po przyjeciu dwu-
wymiarowego modelu ryzyka mozna obserwowac nieznaczny spadek prawdopo-
dobienstwa ruiny, natomiast przy zatozeniu agregacji dwoch klas ryzyka mozna
obserwowac nieznaczny wzrost prawdopodobienstwa ruiny, jednak rzad tych roz-
nic osobno w obu modelach jest praktycznie nieistotny. Wyniki tej krotkiej anali-
zy moglyby zatem wskazywac, ze w praktyce mozna pomijac ten rodzaj zalezno-
$ci, co bedzie przedmiotem dalszych badan.

Nie zawsze mozna pomija¢ fakt oddzialywania zewnetrznych czynnikow ry-
zyka, ktére moga powodowac pojawianie si¢ réznorodnych szkod skutkujacych
jednoczesnym pojawianiem si¢ wyptat w roznych klasach ryzyka. Przy klasycz-
nym zatozeniu o procesach zaliczajacych wyplaty, tj. przyjmujac, ze sa one jed-
norodnymi procesami Poissona, wyniki numerycznych analiz pokazuja, ze wzrost
sity oddziatywania zewn¢trznych czynnikow ryzyka, przy jednoczesnym propor-
cjonalnym zmniejszaniu sity oddzialywania wewnetrznych czynnikoéw ryzyka,
powoduje wyrazny wzrost prawdopodobienstwa ruiny w przypadku agregacji kil-
ku klas ryzyka [4; 5] i dos¢ wyrazny spadek prawdopodobienstwa ruiny w przy-
padku dwuwymiarowego modelu ryzyka [6].
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THE IMPACT OF DEPENDENCE OF CLAIMS SIZES ON RUIN
PROBABILITY IN TWO CLASSES RISK MODEL

Summary

These paper considers a risk model for two dependant classes of insurance business.
The dependence between these classes is caused by appearing of some claims at the same
time in both classes and additionally the sizes of these claims are dependant. The structure
of the dependence between these claims sizes is described by copulas. The main aim of the
paper is to investigate the impact of the level of dependence between these claims sizes on
the finite-time ruin probability in considered risk model. short numerical analysis.
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IMPLEMENTACJA | OCENA SYSTEMU
EKSPERCKIEGO SIECI NEURONOWYCH
W ANALIZIE RYNKU AKCJI

Wprowadzenie

Specyfika rynkéw kapitatowych, a doktadniej ich zalezno$¢ od ogromne;j
liczby czynnikoéw, zarowno ekonomicznych, jak i psychologicznych, nieustanie
zmieniajacych si¢ w czasie, stwarza bardzo powazne problemy w jednoznacz-
nej analizie [3; 5; 9; 13]. Mdéwiac o metodach analiz rynkéw gietdowych warto
wspomnie¢ o dwdoch dominujacych nurtach. Pierwszy, zwany fundamentalnym,
jest oparty na modelach matematycznych. Modele te uwzgledniaja tylko wybra-
ne wycinki rzeczywistosci, w jakiej dziataja rynki kapitatowe. Kolejny nurt, zwa-
ny technicznym, jest oparty na zatozeniu, ze rynki kapitalowe dyskontuja wszel-
kie informacje w cenach aktywow [5]. Wadg tego nurtu jest mnogo$¢ metodyk
analiz oraz niejednoznacznos$¢ w ich interpretacji. Czgsto sktaniajg one inwesto-
row do podejmowania pochopnych decyzji [7]. Rozwdj technik komputerowych
wplynat w znaczacym stopniu na szybkos¢ i jako$¢ pozyskiwanych analiz ekono-
micznych [4]. Powszechne stato si¢ wykorzystywanie komputerowych systemow
gietdowych, zintegrowanych z systemami eksperckimi (tzw. HFT), ktore pozwa-
laja na bardzo szybkie reagowanie na zmiany na rynkach akcji.

Do jednego z nurtdow wspotczesnej informatyki, ktérego potencjat wydaje si¢
nie w petni wykorzystywany w rozwigzywaniu problemow ekonomicznych nale-
Zy obszerna tematyka sztucznej inteligencji [4]. Moce obliczeniowe komputerow,
zdolnos$ci gromadzenia, przetwarzania i analizowania danych za pomocg tech-
nik sztucznej inteligencji pozwalaja przypuszczaé, ze wspomniany problem wiel-
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kowymiarowosci i zmiennos$ci w czasie czynnikow decydujacych o zachowaniu
rynkéw kapitalowych w koncu moze by¢ rozwigzany. Jakos¢ analiz wygenerowa-
nych przez systemy eksperckie powinna w sposob znaczacy przewyzszaé jakos¢
analiz wykonywanych przez cztowieka [15].

W niniejszej pracy zaprezentowany zostanie system zbudowany na potrzeby
analizy rynkow akcji. Jego architektura zostala oparta na rozwigzaniach sztucz-
nej inteligencji, a doktadnie na dwoch modelach sieci neuronowych: sieci wielo-
warstwowej, uczonej algorytmem wstecznej propagacji btedéw oraz sieci typu
SOM. Opracowany system bazuje na zatozeniu analizy technicznej, ze ceny akty-
wow gietdowych zawierajg wszelkie informacje rynkowe. Rynek dyskontuje in-
formacje i definiuje cen¢ aktywa. Zalozenie to pozwolito na modelowanie wiedzy
na podstawie danych opisujacych przebieg sesji gietdowe;.

Przeprowadzone badania maja na celu uzyskanie odpowiedzi na pytanie: czy
wyniki wygenerowane przez opracowany system ekspercki istotnie r6znig si¢ od
wynikow klasycznych metod analizy rynkow akcji.

1. System analiz danych gietdowych - budowa i architektura

Architektura sieci neuronowych uzytych do budowy systemu eksperckiego
analiz gieldowych bazuje na pigciu fundamentalnych zbiorach danych, opisuja-
cych zachowania aktywa podczas sesji. Sg to odpowiednio informacje o:

— wolumenie obrotéw aktywa na koniec sesji,

— cenie minimalnej dla sesji, jakg nalezato zaptaci¢ za walor,
— cenie maksymalnej dla sesji, jaka nalezato zaptacic¢ za walor,
— cenie za walor na otwarciu sesji,

— cenie za walor na zamknigciu sesji.

Dla celow badawczych, na wejscie sieci neuronowej zaprezentowane zosta-
ng dane opisujace sesje kolejno nastepujace po sobie. Aby zmniejszy¢ rozmiar da-
nych dokonano redukcji wektora danych gietdowych, prezentowanego na wejsciu
systemu. Byto to mozliwe dzieki wykorzystaniu modelu sieci neuronowej opar-
tego na architekturze SOM. Sieci tego typu nadaja si¢ idealnie do rozwigzywania
problemu klasyfikacji i kompresji danych [10; 14]. Te cechy sprawity, ze oprocz
wspomnianej redukcji wymiaru danych wyeliminowane zostaty dane sesji bar-
dzo podobnych do siebie. Tak zredukowany cigg danych zostal zaprezentowany
na wejsciu sieci wielowarstwowej, uczonej algorytmem wstecznej propagacji bte-
dow [10; 14]. Na wyjsciu sieci oczekiwana jest warto$¢ opisujgca potencjat zmia-
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ny ceny waloru na kolejnej sesji gieldowej. Wartos¢ ta stanowi informacje anali-
tyczng, wygenerowanag przez system ekspercki.

Na rys. 1 zaprezentowano ide¢ budowy systemu. Bazujac na danych spot-
ki gietdowej, na wejsciu systemu przedstawione sg wektory danych obrazujace
przebieg k nastepujacych po sobie sesji gietdowych. W pierwszym etapie, wy-
korzystujac sieci typu SOM, dla kazdej z k sesji dokonana zastanie transforma-
cja wektorow o wymiarze 5 na wektory jednoelementowe [8]. Przetworzone dane
zostang przekazane na wejscie sieci wielowarstwowej. Ta czg$¢ systemu generuje
ostateczng informacje systemu eksperckiego o potencjale zmiany ceny waloru dla
kolejnej sesji, tj. k + I. Najistotniejszym etapem budowy opisywanego systemu
jest proces uczenia sieci neuronowych, majacy szczegolne znaczenie dla dziatania
systemu. System, bazujac na olbrzymiej ilosci danych z sesji gietdowych dla spot-
ki, jakie odbyty si¢ pomigdzy 2005 r. a 2008 r. stara si¢ odnalez¢ wzorce pozwa-
lajace na dokonanie trafnej analizy kursu akcji w przysztosci. Ciag danych zwany
jest ciagiem uczacym. W pierwszym etapie procesu uczenia nastgpuje optymali-
zacja warto$ci potgczen pomigdzy neuronami w sieci SOM. Jest to tzw. naucza-
nie bez nauczyciela.
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Rys. 1. Model budowy systemu analiz danych gieldowych
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W toku tego procesu sie¢ stara si¢ tak dostosowaé wartosci wag potaczen
neurondw, aby w sposéb jednoznaczny dokonywaé klasyfikacji danych dla sesji
gietdowych [10; 14; 16]. Dzigki temu zabiegowi sesje, ktore cechuja si¢ duzym
stopniem zbieznosci wzgledem siebie zostang zaklasyfikowane do tej samej gru-
py. Po ich transformacji w wektor jednoelementowy zachowana zostanie infor-
macja o podobienstwie — z podobna sita beda wzbudzaty sygnat na wejsciu kolej-
nej sieci. Po zakonczeniu procesu uczenia sieci SOM 1 dokonaniu transformacji
danych nastepuje proces uczenia sieci wieclowarstwowej. Jest to tzw. nauczanie
z nauczycielem. Kazdy wektor danych zostaje wzbogacony o informacj¢ o praw-
dziwej, maksymalnej cenie kursu akcji na kolejnej sesji gietdowej. Wartos¢ ta nie
bedzie nigdy podawana na wejsciu sieci. W toku nauczania oczekiwane jest otrzy-
mywanie wynikow systemu zgodnych z nowo dodang informacja [8]. Warto nad-
mieni¢, ze proces uczenia sieci SOM odbywat si¢ wedlug algorytmu ,,meksykan-
skiego kapelusza”.
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( start \_—> danych . Blad sieci = Wybierz neuron
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Rys. 2. Przebieg procesu nauki w systemie analiz danych gietdowych

Metoda rozroznia site, z jaka maja zosta¢ skorygowane warto$ci wag neuro-
néw sasiadujacych z neuronem zwycigskim. Im ,,blizszy sasiad zwyciezcy”, tym
wieksza sita zmian jego wag [10]. Ide¢ wyraza si¢ wzorem:
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gdzie:
o’ () — wspdtczynnik zmiany sity korekcji wag w zaleznosci od kolejnosci cy-
klu uczenia,
p — dystans do neuronu zwycigskiego.

Kazda kolejna epoka uczenia charakteryzuje si¢ spadkiem sity korekcji wag.
Po zakonczeniu procesu uczenia sieci SOM nastepuje proces transformacji da-
nych wejsciowych z wektora pigcioelementowego na wektor jednoelementowy.
Kazdemu neuronowi w warstwie mapy sieci SOM przypisana jest unikalna war-
tos¢ z przedziatu (0,1). Zachowana zostaje zasada, ze roznica wartosci nadana
neuronom zawierajacym skrajnie rozne dane wynosi 1. Po procesie transforma-
cji tworzony jest zbidr wektoréw o dtugosci k, zawierajagcych wartosci wyliczone
w poprzednim kroku. Wektor ten modeluje skompresowane dane z & nastgpuja-
cych po sobie sesji gietdowych. Kazdy tak utworzony wektor wzbogacony zostaje
o informacje o maksymalnej cenie akcji w kolejnej sesji, tj. k+ /. Podczas procesu
nauczania sieci wielowarstwowej, wszystkie warto$ci do indeksu k& traktowane sg
jako dane wejsciowe. Wartos¢ na pozycji k+1 stanowi oczekiwang warto$¢, jaka
powinien zwrdci¢ system. Proces nauki w wykorzystanej sieci wielowarstwowej,
bazujac na algorytmie wstecznej propagacji btedu, minimalizuje funkcje btedu
sieci [10; 14]. Sama funkcje mozna zdefiniowa¢ za pomoca wzoru:

N N

O(n)-Y el (n) =Y [d,(n) =y, ()]
gdzie: =l =l
O — funkcja btedu sieci dla n-tego wektora danych wejsciowych,
N — liczba warstw sieci wiclowarstwowej,
¢, — blad sieci w warstwie i,
d — oczekiwana warto$¢ wyjscia sieci,
y — warto$¢ zwrocona przez siec.

Proces korekcji wag jest zalezny od wspotczynnika nauczania oraz sktado-
wej gradientu funkcji btedu [10; 14] i wyrazony jest wzorem:

w[’j‘. (n+l) = w; (n)+208 ) (n)x;‘f (n)+ (x[w,j‘. (n)— w,;‘. (n-1)]
gdzie:
wi — wartos¢ wagl i-tego neuron w warstwie k-tej dla j-tego wektora da-
nych,

8, — gradient funkcji btedu dla k-tej warstwy,
o — wspotczynnik nauki,
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«t — -ty sygnat wejsciowy przekazany do warstwy k-tej,
o — wspotczynnik momentum propagujacy kierunek zmiany gradientu funkcji
bledu.

2. Idea procesu oceny system eksperckiego

Na potrzeby procesu oceny systemu analiz danych gietdowych wykorzysta-
no dane z sesji gietdowych pomiedzy 01.01.2009 r. a 31.12.2009 r. Dane te ob-
razowaly zachowania akcji polskich spotek nalezacych do réznych sektoréw go-
spodarki:

— PKO Bank Polski S.A. — jeden z najwigkszych bankow komercyjnych w Eu-
ropie Srodkowowschodnie;j,

— KGHM Polska Miedz S.A. — dziewigty pod wzgledem wielko$ci producent
miedzi na $wiecie i trzeci na Swiecie producent srebra,

— PKN Orlen S.A. — jedna z najwickszych rafinerii ropy naftowej oraz sieci dys-
trybucji paliw plynnych w Europie Centralnej,

— Grupa LOTOS S.A. — koncern rafineryjno-wydobywczy prowadzacy sprzedaz
detaliczng 1 hurtowg produktéw ropopochodnych.

Przedsi¢biorstwa notowane sg na Warszawskiej Gietdzie Papieréw Warto-
$ciowych nalezg do indeksu WIG20, ktory obrazuje stan notowan dwudziestu naj-
bardziej warto§ciowych spotek na GPW.

Na potrzeby oceny analiz wygenerowanych przez opisywany system eks-
percki wyniki zostang skonfrontowane z wynikami uzyskanymi za pomoca kla-
sycznych technik analizy danych gietdowych. Sa to:

— Metoda portfelowa Markowitza — metoda inwestowania dtugoterminowego.
Na potrzeby oceny ustalono minimalny poziom zysku, na poziome rentowno-
$ci dziesigcioletnich obligacji Skarbu Panstwa. Parametry portfela zostaty usta-
lone na podstawie danych gietdowych spotek z sesji w latach 2005-2008 [3; 5;
9].

— Bootstrap — metoda oparta na idei ,,Monte Carlo”, ktdra pozwala szacowac kie-
runek zmian wszedzie tam, gdzie nieznany jest rozklad prawdopodobienstwa
wystapienia pewnych wartosci. W przypadku analiz gietdowych rozktad praw-
dopodobienstwa wartosci zmian kursu akcji jest szacowany na podstawie da-
nych historycznych [2; 12]. Metoda ta do celéw badawczych zostata uzyta jako
krotkoterminowa, tzn. dopuszczalne jest sprzedawanie badz kupowanie sktad-
nikow portfela akcji na koniec kazdej sesji [2; 6].
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— MACD - metoda $rednich kroczacych. Bazuje na relacji miedzy dwoma $red-
nimi (tzw. EMA): z 26 i 12 sesji. Srednia z 12 sesji ,,wygtadza” $rednia z 26
sesji. Za lini¢ sygnatu wykorzystano $rednig 9 kolejnych sesji. Kazde przecie-
cie przez nig srednich z 26 1 12 sesji moze wygenerowac sygnat zakupu badz
sprzedazy akcji [1; 5]. Metoda ta ma charakter krotkoterminowy.

Idea oceny skutecznosci analiz poszczegolnych metod opiera si¢ na mode-
lu portfelowym. Jest to podyktowane faktem, ze na potrzeby badawcze uzyty zo-
stal rowniez model Markowitza. W zwigzku z tym, oceniajgc skutecznos¢ analiz
wybranych metod nalezy bra¢ pod uwage nie precyzj¢ szacowan warto$ci zmian
poszczegdlnych walordw, ale precyzje szacunkow dla catego portfela [17]. Przy-
jeta zostata zasada, ze dla metod innych niz metoda portfela Markowitza procen-
towy udziat waloréw w portfelu nie bedzie w czasie procesu badawczego opty-
malizowany.

Tabela 1
Udziat walorow w portfelu
Metoda Spotka Udziat w portfelu
PKO Bank Polski 13,3%
KGHM Polska Miedz SA 1,9%
Markowitz
PKN Orlen 0,0%
Grupa LOTOS S.A 84,8%
PKO Bank Polski 25,0%
Bootstrap KGHM Polska MiedZz SA 25,0%
MACD
System sieci ,
neuronowych PKN Orlen 25,0%
Grupa LOTOS S.A 25,0%

Na potrzeby oceny systemu analiz danych gietdowych wykorzystano infor-
macje z sesji giekdowych pomiedzy 01.01.2009 r. a 31.12.2009 r. W oparciu o sy-
gnaty wygenerowane przez poszczegélne metody, walory wchodzace w sktad
portfela moga zosta¢ sprzedane badz zakupione. Rysunek 3 prezentuje ideg algo-
rytmu inwestycyjnego.



Implementacja i ocena systemu eksperckiego sieci neuronowych... 39

Sesja k = pierwsza sesja w 2009 r. -
st@ koniec

Ostatnia sesja Sprzedaj Wylicz statystyki
w 2009 r. wszystkie walory dla decyzji inwestycyjnych

Oszacowanie potencjalu zmiany ceny waloru dla sesji  k+1

Sesja k = nastgpna sesja po sesji k )
Potencjat
WZrostowy Potencjat
spadkowy
Zakup walor € Walor nie znajduje

si¢ w portfelu

Sprzedaj walor

Rys. 3. Idea algorytmu realizacji procesu inwestycyjnego

3. Wyniki oceny analiz systemu eksperckiego

Na rys. 4 zaprezentowano zyskowno$¢ inwestycji porownywanych metod
analizy rynkow akcji. Kazda z inwestycji rozpoczyna si¢ na pierwszej sesji 2009 r.
Na kolejnych sesjach gietdowych, w oparciu o wyniki analiz danych gietdowych,
sktad portfeli badanych metod analiz ulegal modyfikacji. Wyjatkiem jest meto-
da Markowitza traktowana jako inwestycja dlugoterminowa [17]. Na ostatniej se-
sji 2009 r. wszystkie walory sa sprzedawane. Po tej operacji nastgpuje wyliczenie
podstawowych miar cechujacych przebieg inwestycji.

e MarkOWitz e System ekspercki MACD Bootstrap
160%
120% -
. ﬁ N
0% ' : e~ : : : ‘
-40%
-80%

01 02 03 04 05 06 07 08 09 10 11 12

Rys. 4. Przebieg inwestycji dla porownywanych modeli analiz
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W celu poprawy jakosci oceny decyzji inwestycyjnych wzbogacono zbior
badanych modeli o trzy quasi-modele stanowigce punkty odniesienia w procesie
porownawczym:

— Maksimum — model idealistyczny, sktadajacy si¢ tylko z tych decyzji inwesty-
cyjnych, ktore maksymalizujg zyskowno$¢ portfela.

— Minimum — model sktadajacy si¢ tylko z tych decyzji inwestycyjnych, ktore
minimalizujg zyskownos¢ portfela.

— Rzeczywisty — koncepcja “kup i czekaj”; brak decyzji inwestycyjnych zmie-
niajacych sktad portfela.

Dla celéw oceny decyzji inwestycyjnych uzyto siedem wskaznikow:

— zyskownos¢ — finalna zyskowno$¢ portfela na koniec 2009 r.,

— odchylenie standardowe — tozsame z ryzykiem inwestycyjnym,

— dzienny zysk — $redni dzienny zysk portfela inwestycyjnego,

— wzrosty — liczba decyzji zwiekszajacych zyskownos¢ portfela,

— spadki — liczba blednych decyzji inwestycyjnych,

— trafno$¢ decyzji — miernik przyjmujgcy warto$¢ z zakresu <0,1>; wartos¢ 1
oznacza, ze portfel generowat wylacznie zyski; warto$¢ 0 sugeruje, ze portfel
inwestycyjny generowal wylacznie straty,

— poziom ufno$ci — wraz ze $rednig wartos$cig wyznacza przedziaty mogace do-

starczy¢ informacji o potencjalnej zbiezno$ci pomigdzy wynikami portfeli.
Wartos$ci finalne zyskownosci i odchylenia standardowego stanowia kryteria

oceny przebiegu procesu inwestycyjnego dla badanych metod.

Tabela 2
Wyniki porownywanych modeli inwestycyjnych

o Odchylenie Dzienny . | Trafnos¢ Poziom

Zyskownosé standardowe zysk Warosty | Spadki decyzji ufnosci

Minimum -425.21% 2,76% -1,69% 64 184 0,26 0,0034
Maksimum 597,96% 3,30% 2,37% 199 48 0,81 0,0041
Markowitz 36,41% 2,93% 0,14% 136 116 0,54 0,0036
Sg:;‘:;;ki 107,28% 1,72% 0,43% 138 95 0,59 0,0021
MACD 61,60% 1,98% 0,24% 127 110 0,54 0,0024
Bootstrap 140,44% 2,11% 0,56% 142 95 0,60 0,0026
Rzeczywisty 79,76% 2,69% 0,32% 134 118 0,53 0,0033

Ostatni etap oceny modeli inwestycyjnych oparto na wnioskowaniu staty-
stycznym, tj. na tescie T-Studenta. Test ten mierzy, czy wyniki decyzji inwestycyj-
nych dowolnych dwoch badanych metod sa istotnie rézne od siebie w znaczeniu
statystycznym, tj. czy zyski generowane przez portfele roznig si¢ w istotny sposob
migdzy soba pod wzgledem wartos$ci $redniej. Za hipotezg zerowa przyjeto row-
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no$¢ srednich zyskéw dwoch portfeli, za poziom istotnosci przyjeto wartos¢ 0,05.
Za metode najlepsza zostanie uznana ta, ktora wykaze najwigkszg statystyczna
zbiezno$¢ z wynikami quasi-metody ,,maksimum”. Im wigksza zbiezno$¢, tym
lepsza ocena wynikow analiz wygenerowanych przez badang metode.

Tabela 3
Test t-studenta dla decyzji inwestycyjnych poréwnywanych metod
Minimum | Maksimum | Markowitz System . MACD | Bootstrap | Rzeczywisty
ekspercki
Minimum 1 0 0 0 0 0 0
Maksimum 0 1 0 0 0 0 0
Markowitz 0 0 1 0,1900 0,6543 0,0705 0,4928
System 0 0 0,1900 1 0,2731 0,4430 0,5870
MACD 0 0 0,6543 0,2731 1 0,0868 0,7319
Bootstrap 0 0 0,0705 0,4430 0,0868 1 0,2636
Rzeczywisty 0 0 0,4928 0,5870 0,7319 0,2636 1

Duza zbiezno$¢ wynikdéw inwestycji badanej metody z quasi-metoda ,,rze-
czywisty” moze by¢ interpretowana jako sygnat silnej zaleznosci wartosci ana-
liz od sytuacji panujacej na rynku. Takie zachowanie pozwala przypuszczaé, ze
podczas bessy na rynku akcji decyzje wygenerowane przez badang metodg¢ anali-
zy rynku bedg bledne.

Podsumowanie

Na podstawie przeprowadzonych badan wykazano, ze analizy wygenerowa-
ne przez system ekspercki sieci neuronowych moga by¢ uwazane za efektywna
metode podejmowania decyzji inwestycyjnych. Ocena statystyczna potwierdza
zdolno$¢ do generowania decyzji charakteryzujacych si¢ niskim poziomem ryzy-
ka inwestycyjnego, przy jednoczesnym wysokim poziomie zwrotu z inwestycji.
Wyniki decyzji systemu eksperckiego nie moga by¢ uwazane za zbiezne z wyni-
kami decyzji optymalnych. Istotny jest rowniez fakt, ze zadna sposréd badanych
metod nie wykazata statystycznej zbieznosci z modelem idealnym.

W kolejnych pracach badawczych planowane jest zwigkszenie liczby metod
uwzglednionych w procesie porownawczym, odej$cie od zatozenia braku mody-
fikacji procentowego udziatu danego waloru w portfelu inwestycyjnym. Sam pro-
ces badawczy zostanie przeprowadzony w trzech stadiach rynku: ,,rynku niedz-
wiedzia”, ,,rynku byka” i rynku w stanie konsolidacji. System ekspercki zostanie
rozbudowany o baze wiedzy opartg na modelu logiki rozmytej [14]. Baza ta umoz-
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liwi interpretowanie, w oparciu o techniki rozmyte, danych makro- i mikroekono-
micznych. Tak zbudowany system bedzie miat za zadanie analizowanie mozliwie
najszerzej zbioru czynnikow decydujacych o zachowaniu rynkéw gietdowych.
Analizowanie szerokiego spektrum danych powinno w sposéb istotny poprawic
jakos¢ generowanych rezultatéw.
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IMPLEMENTATION AND EVALUATION
OF THE NEURAL NETWORK SYSTEM
FOR STOCK MARKET DATA ANALYSIS

Summary

The application of neural network system for multi-dimensional stock market data
analysis is presented in the paper. Developed system predicts stock price movements based
on daily quotation data like: volume, minimum and maximum session price, opening and
closing price. Several studies were carried out, to compare systems investment decisions,
with decisions that were made on the basis of some commonly used methods of stock mar-
ket analysis. These methods are: MACD, Bootstrap, Markowitz Portfolio. For valuation
purpose, the real stock market data of the four largest Polish companies were used. All com-
panies are quoted on the Warsaw Stock Exchange and belong to the WIG 20 index. For the
benchmarking, only stock data from the year 2009 were used. In order to enrich the bench-
marking tests, three investment scenarios were added. First known as the skeptical assume
that only incorrect investment decisions were made. Second known as the optimistic as-
sume that only correct investment decisions were made. Last one known as passive assume
that no investment decision were made — it is so called “buy and hold” conception.

The benchmarking results confirmed, that the neural network system is able to make
investment decisions, that significantly increase the profitability of the investment portfo-
lio. Neural network system provide investment suggestions, that can be considered as an
alternative to other commonly used methods of stock market analysis. However statisti-
cal tests proved a high correlation between quality of systems investment decisions and
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market trend and lack of correlation to the “optimistic” scenario. Neural network systems
may help in investment process, but cannot be considered as fully reliable way of invest-
ment process automation.
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PRZYPADKOWOSC WYNIKOW
INWESTYCYJNYCH FIO FUNKCJONUJACYCH
NA POLSKIM RYNKU KAPITALOWYM'

Wprowadzenie

Od ponad dziesieciu lat bardzo popularng forma oszczgdzania oséb indy-
widualnych jest zakup jednostek uczestnictwa otwartych funduszy inwestycyj-
nych™. Inwestorzy indywidualni nie majac nalezytej wiedzy dotyczacej mozli-
wosci, jakie daje rynek kapitatowy, czy tez chociazby z braku czasu powierzaja
swoje oszczednosci instytucjom powotanym do profesjonalnego zarzadzania ka-
pitalem. W tym miejscu trzeba sobie odpowiedzie¢ na podstawowe pytanie: Ktory
fundusz wybrac¢? Ale nawet po dokonaniu wyboru jeszcze wazniejsze jest to, czy
ten fundusz ma szanse pozosta¢ liderem przez dtuzszy okres. Przy wykorzystaniu
testow statystycznych w pracy probowano uzyska¢ odpowiedzi na nastepujace
pytania: Czy procentowe zmiany jednostek uczestnictwa poszczegdlnych fundu-
szy miaty charakter losowy? Czy odchylenia standardowe (ryzyka) badanych fun-
duszy réznity si¢ od siebie? Czy osiggane $rednie stopy zwrotu roznych funduszy
byly statystycznie rézne? Czy pojawienie si¢ funduszy w kolejnych okresach na
wysokich pozycjach rankingowych, tworzonych jedynie na podstawie stop zwro-
tu, majg charakter trwaty?

" Praca naukowa finansowana ze $rodkow na nauke w latach 2010-2012 jako projekt badawczy
N NI111277638.

™ Warto$¢ aktywow netto na koniec 2000 r. wynosita 7 mIn PLN, a na koniec 2009 r. — 93,1 mln
PLN (na podstawie raportu IZFiA).
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1. Metodologia badan

Badania dotyczyly funduszy akcyjnych i zrownowazonych funkcjonujacych
na polskim rynku w okresie 1.02.2007-31.08.2011 r. Wybranie takiego okresu ba-
dan wigzalo si¢ z tym, ze wyniki uzyskane w niniejszej pracy autorzy chcieli po-
réownac z okresem od 31.01.2003 r.-31.01.2007 r. [3]. Pierwszy okres przypadat
na hossg, a obecnie rozwazany obejmuje kryzys, zatem ztg koniunkturg panujaca
na rynku kapitatowym. W konsekwencji, badania objety 16 funduszy akcyjnych
i 12 funduszy zréwnowazonych (tab. 1). Taka liczba funduszy pojawila si¢ we
wczesniejszych badaniach, w ktorych kryterium wyboru funduszu byto jego funk-
cjonowanie na rynku przez caly okres. Badania zostaty przeprowadzone na pod-
stawie miesigcznych i tygodniowych zmian jednostek uczestnictwa. Szczegdtowe
wyniki zostaly przedstawione dla danych miesigcznych, a potraktowane informa-
cyjnie dla danych tygodniowych. Dodatkowo autorzy dochodza do wniosku, ze
okres tygodniowy jest zbyt krotki, aby prowadzit do wnioskéw istotnie wpltywa-
jacych na decyzje inwestycyjne zarzadzajacych portfelami funduszy.

W tab. 1 znalazly si¢ fundusze objete badaniami, pogrupowane wedlug to-
warzystw inwestycyjnych. Z tego powodu braki w drugiej kolumnie oznaczaja, ze
w ramach danego towarzystwa znalazly si¢ dwa lub trzy fundusze akcyjne, a je-
den zrownowazony (inne nie funkcjonowaty przez caty okres brany pod uwage

w badaniach)”.
Tabela 1

Lista funduszy akcyjnych i zrownowazonych objetych badaniem (1.02.2007-31.08.2011)

Fundusze akcyjne Fundusze zréwnowazone
Legg Mason Akcji Legg Mason Zréwnowazony
Unikorona Akcje Unikorona Zréwnowazony
BPH A Dynam BPH Aktywnego Zarzadzania
BPH Akgcji
DWS Top 25 DWS Zréwnowazony
DWS Akgji Plus
DWS Akcji
Arka BZWBK Akcji Arka BZWBK Zréwnowazony
Millenium Akcji Millenninum Zréwnowazony
PKO/CS Akcji PKO/CS Zréwnowazony
Pioneer Akcji Polskich Pioneer Zréwnowazony
Skarbiec Akcja Skarbiec Waga

* Metodologia badan szczegdtowo zostala opisana w pracy [4], dotyczacej okresu hossy panujacej
na rynku kapitalowym. Metody statystyczne i ich interpretacja zostaly zaczerpnigte z prac [1; 2;
3;5;6].
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cd. tabeli 1
ING Akcji ING Zréwnowazony
SEB 3 SEBI1
Cu Akgji Polskich
PZU Akcji Krakowiak
KBC Aktywny

Do odpowiedzi na poszczeg6lne pytania uzyto testow:

— normalnosci rozktadu: Jarque-Bery, Shapiro-Wilka, Kotmogorova-Smirnowa
z poprawka Lillieforse’a,

— jednorodnosci wariancji: Hartleya, Cochrana, Bartletta,

Tukeya, Bonferroniego,
— kwantylowego.

Wszgdzie, gdzie byto to konieczne przyjeto poziom ufnosci rowny 0,05.

2. Wyniki badan

W badanym okresie (1.02.2007-31.08.2011) $rednie miesieczne stopy zwro-
tu funduszy akcyjnych przyjmowaty wartosci widoczne w tab. 2 (uszeregowane
od najnizszej do najwyzszej stopy zwrotu) oraz dodatkowo na rys. 1.

Tabela 2
Srednie miesieczne wartosci stopy zwrotu i ryzyka funduszy akcyjnych
Fundusz akcyjny Stopa zwrotu (%) Ryzyko (%)
Legg Mason Akcji 0,074 6,537
Unikorona Akcje 0,003 6,650
Cu Akcji Polskich -0,160 7,423
Skarbiec Akcja -0,239 6,298
DWS Akcji -0,277 6,832
SEB 3 -0,354 7,056
BPH A Dynam -0,366 6,634
Arka BZWBK Akcji -0,427 7,403
Millenium Akcji -0,438 6,472
ING Akcji -0,491 6,514
PZU Akcji Krakowiak -0,546 6,623
DWS AkcjiPlus -0,741 6,619
PKO/CS Akcji -0,824 6,869
BPH Akgcji -0,918 7,616
Pioneer Akcji Polskich -1,066 8,195
DWS Top 25 -1,448 7,589
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Rys. 1. Srednie miesigczne wartoéci stopy zwrotu i ryzyka funduszy akcyjnych

Jak mozna byto oczekiwaé, praktycznie wszystkie fundusze mialy ujemne
stopy zwrotu, zmienialy si¢ one w stosunkowo duzym zakresie, czemu nie to-
warzyszylo istotne zroznicowanie ryzyka. Sa to tylko spostrzezenia ,,wizualne”,
a ich potwierdzenie byto przedmiotem dalszych badan. W szczego6lnosci bada-
nie normalno$ci wyeliminowato 6 spos$rod 16 funduszy, dla ktoérych przynajmniej
dwa sposrdd trzech testow prowadzity do odrzucenia hipotezy zerowej o normal-
nos$ci rozktadu miesiecznych stop zwrotu (w tabeli zaznaczono je pismem pochy-
tym).

Dla pozostalych funduszy testy rdwnoS$ci wariancji oraz rownosci $rednich
stop zwrotu nie daty podstaw do odrzucenia hipotezy zerowej. W konsekwencji
mozna stwierdzi¢, ze w badanym okresie fundusze akcji o normalnym rozktadzie
stop zwrotu jednostek uczestnictwa charakteryzowaty si¢ jednakowymi (ze staty-
stycznego punktu widzenia) miesiecznymi stopami zwrotu oraz jednakowym ry-
zykiem.

W przypadku danych tygodniowych wszystkie zmiany jednostek uczestnic-
twa nie mialy rozkladu normalnego, co wydaje si¢ zrozumiate, gdyz jest mato
prawdopodobne, aby zmiany portfeli inwestycyjnych funduszy nastepowaty tak
czesto. Mozna zatem przyjac, ze tydzien jest okresem niecodpowiednim do badan,
jest zbyt krotki.

W badanym okresie (1.02.2007-31.08.2011), srednie miesigczne stopy zwro-
tu funduszy zréwnowazonych przyjmowaty wartosci widoczne w tab. 3 (uszere-
gowanie od najnizszej do najwyzszej stopy zwrotu) oraz zilustrowane na rys. 2.
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Tabela 3
Srednie miesigczne wartosci stopy zwrotu i ryzyka funduszy zrownowazonych
Fundusz Stopa zwrotu (%) Ryzyko (%)

Unikorona Zrownowazony 0,113 3,916
BPH Aktywnego Zarzadzania 0,009 3,802
Legg Mason Zréownowazony -0,024 3,463
KBC Aktywny -0,119 4,146
Skarbiec Waga -0,129 3,822
ING Zrownowazony -0,148 4,049
DWS Zrownowazony -0,233 4,449
Millenninum Zréwnowazony -0,236 3,913
Arka BZWBK Zrownowazony -0,273 5,338
PKO/CS Zrownowazony -0,357 3,805
SEBI 0,402 4252
Pioneer Zrownowazony -0,617 5,630
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Rys. 2. Srednie miesigczne wartosci stopy zwrotu i ryzyka funduszy zrownowazonych

W tym przypadku, podobnie jak dla funduszy akcji, tylko dwa fundusze mia-
ty dodatnie stopy zwrotu, a pozostate ujemne. Wykres na rys. 2 przypomina po-
przedni, jednak precyzyjne rachunki pokazujg pewna réznicg. W tescie normal-
nos$ci brak podstaw do odrzucenia hipotezy zerowej dotyczyt czterech funduszy:
BPH Aktywnego Zarzadzania, KBC Aktywny, Millenium Zréwnowazony, Uni-
korona Zréwnowazony. Testy rowno$ci wariancji oraz rdwnosci $rednich stop
zwrotu nie daty podstaw do odrzucenia hipotez zerowych.
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Analiza tygodniowych stop zwrotu pokazala, ze zmiany jednostek uczestnic-
twa wszystkich funduszy nie mialy rozktadu normalnego. Mozna zauwazy¢, ze
w przypadku funduszy zréwnowazonych testy przeprowadzane na danych mie-
sigcznych i tygodniowych nieznacznie si¢ od siebie roznity.

Stabilno$¢ pozycji rankingowych funduszy badano testem kwantylowym
(w pracy kwantylem byta mediana). Jego podstawa byto uporzagdkowanie fundu-
szy malejaco wedtug osiaganej stopy zwrotu w kolejnych miesigcach. Nastgpnie
zliczano ile razy na kolejnych miejscach pojawiaja si¢ poszczegdlne fundusze.
Otrzymane dane ponownie szeregowano malejaco. W fazie koncowej testowa-
no hipoteze o losowym pojawieniu si¢ funduszy na pierwszym, drugim i trzecim
miejscu ze wzgledu na stope zwrotu. Hipoteza alternatywna byta bezposrednim
zaprzeczeniem hipotezy zerowej. Uzyskano nastepujace wyniki (pominigto wyni-
ki testu normalnosci stop zwrotu).

Tabela 4
Wyniki testu kwantylowego
Fundusze akcyjne Fundusze zréwnowazone
stopy miesigczne stopy tygodniowe stopy miesigczne stopy tygodniowe
I miejsce nielosowy losowy nielosowy losowy
II miejsce losowy losowy losowy nierozstrzygnigte
111 miejsce losowy losowy losowy losowy

Wida¢, ze pojawianie si¢ funduszy na pierwszej pozycji rankingowej tworzo-
nej na podstawie stop miesi¢ecznych nie ma charakteru losowego zaréwno dla fun-
duszy akcyjnych, jak i zrbwnowazonych. Majac ciggle na uwadze stopy miesigcz-
ne nalezy stwierdzi¢, ze identyczne wyniki uzyskano dla okresu hossy.

Podsumowanie

Odpowiadajgc na pytania postawione w czesci wstepnej pracy mozna stwier-
dzié, ze miesigczne stopy zwrotu w zdecydowanej wigkszo$ci funduszy akcyj-
nych charakteryzuja si¢ normalnoscia rozktadu. Swiadczy to o braku jakiejkol-
wiek tendencji w wynikach osigganych przez zarzadzajacych. Klienci funduszy
raczej oczekiwaliby, Ze stopy zwrotu wybranego przez nich funduszu nie beda
przypadkowe, ale beda wykazywatly tendencje do wzrostu. Uzyskany wynik wy-
daje si¢ uzasadnia¢ niezbyt pochlebna opini¢ o zarzadzajacych, co gorsza, doty-
czy to praktycznie wszystkich funduszy. Potwierdzeniem takiego wniosku jest
fakt, ze z punktu widzenia statystycznego fundusze akcyjne osiagaty jednako-



Przypadkowos$¢ wynikéw inwestycyjnych FIO... 51

we miesigczne stopy zwrotu i ryzyka. Niestety, odwotujac sie¢ do badan z okresu
hossy (31.01.2003-31.01.2007) wnioski sa niemal identyczne, zatem koniunktura
panujaca na rynku kapitalowym nie ma wptywu na podejscie zarzadzajacych do
powierzonych im oszczgdno$ci. Pojawia si¢ wigc pytanie: Dlaczego fundusz po-
biera optate za zarzadzanie, skoro w uzyskanych wynikach ,,brak aktywnego za-
rzadzania? Zarzadzajacy portfelami roznych funduszy nie sg w stanie wygenero-
wac istotnie lepszych stop zwrotu niz ich konkurenci w czasie hossy, ani ustrzec
si¢ przed wickszymi spadkami w czasie bessy.

W przypadku funduszy zrownowazonych w zdecydowanej wigkszos$ci przy-
padkéw stopy miesigczne nie maja rozktadu normalnego, natomiast dla stop ty-
godniowych hipoteza zerowa o normalnos$ci rozktadu stop zwrotu zostata odrzu-
cona dla wszystkich funduszy. Te fundusze zréwnowazone, ktérych jednostki
uczestnictwa charakteryzowaly si¢ normalnosciag rozktadu (4 fundusze) osiaga-
ly statystycznie te same $rednie stopy zwrotu i jednakowe ryzyko — podobnie
jak w przypadku funduszy akcyjnych. Wyniki badania funduszy zréwnowazo-
nych dla okresu hossy (badania w pracy [4]) i bessy daja przeciwne wnioski. Pod-
czas hossy zaréwno stopy miesigczne, jak i tygodniowe w wigkszosci przypad-
kow charakteryzowaty si¢ normalnoscia rozktadu.

W konsekwencji mozna stwierdzi¢, ze ewentualna normalnos¢ stop zwrotu
jednostek uczestnictwa funduszy zrownowazonych zalezy od koniunktury gietdo-
wej 1 mozna mie¢ watpliwosci, czy zaprezentowana metodologia moze by¢ sto-
sowana do funduszy z tej klasy ryzyka, poniewaz wartosci jednostek uczestnic-
twa tych funduszy zaleza nie tylko od akcji notowanych na gietdzie, ale i od mniej
ptynnych instrumentéw dtuznych.

Badanie stabilnos$ci pozycji rankingowej prowadzi do wniosku, ze zajmowa-
nie wysokiej pozycji rankingowej nie ma charakteru losowego, natomiast pozycje
II i IIT maja charakter losowy. Wynika stad, ze ,,liderzy” majg tendencj¢ do pozo-
stawania liderami, bez wzgledu na koniunktur¢ rynkowa (hossa, bessa).

Warto podkresli¢, ze uzyskane wyniki nie najlepiej swiadcza o umiejetno-
$ciach zarzadzajacych portfelami funduszy, czy tez o braku nalezytej motywacji
do uzyskiwania wynikéw lepszych od konkurencji. By¢ moze rozwigzaniem by-
faby zmiana prawa, aby wynagrodzenie funduszy $cislej zalezato od wynikéw in-
westycyjnych. Uczyniono tak w przypadku funduszy emerytalnych i wydaje sig,
ze skutki juz widaé. Z badan portalu Analizy Online wynika, ze w ostatnim roku
stopy zwrotu funduszy emerytalnych okazaty si¢ lepsze niz funduszy stabilnego
wzrostu, co mozna przypisa¢ zmianie ustawy o funkcjonowaniu OFE,
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RANDOMNESS OF THE INVESTMENT RESULTS OF THE FIO
OPERATING ON POLISH CAPITAL MARKET

Summary

The dynamic development of the investment funds market in Poland lets us carry
out research regarding different aspects of their functioning. A potential participant of the
funds must especially answer such questions as: Which fund should he choose?, Has al-
ready chosen fund got any chances to become the leader for a longer period of time?

The work is devoted to one of the variants of answering the problem that is being dis-
cussed, especially it analyses the repetitiveness of the FIO investment results achieved in
2003-2007 and 2007-2011. From the funds’ customers’ points of view, this is a fundamen-
tal issue because entrusting their savings with a “good” fund, one wants to know wheth-
er it still will be achieving satisfactory investment results. Maybe a good ranking position
at a certain moment is accidental? The research was done on the funds from different risk
categories such as equity funds, balanced ones.
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WIELOWYMIAROWA WARUNKOWA WARTOSC
ZAGROZONA JAKO MIARA RYZYKA'

Wprowadzenie

Praca przedstawia nowg miar¢ ryzyka nazwang wielowymiarowa warunko-
wa wartos$cig zagrozong (Multivariate Conditional Value-at-Risk — MCVaR) jako
narzedzie wyboru w warunkach ryzyka. Zaktada sie, ze miara ma shuzy¢ do po-
miaru ryzyka wielowymiarowego, definiowanego jako wielowymiarowa (wekto-
rowa) zmienna losowa, ktorej elementy (wspotrzedne) reprezentuja realizacje jed-
nowymiarowych zmiennych losowych modelujacych rozwazane czynniki ryzyka.
Przyjmuje si¢, ze jednowymiarowe zmienne losowe sg zalezne w sensie stocha-
stycznym, a ich struktura zaleznosci jest dana funkcja potaczenia (copula func-
tion). Ponadto czynniki ryzyka sa w pelni substytucyjne, tzn. odpowiednie zmien-
ne losowe sg wyrazone w tych samych jednostkach (np. monetarnych).

W celu zdefiniowania miary wprowadza si¢ pojecie ,,kwantyla wielowymia-
rowego”, okreslonego jako hiperprostopadto$cian obejmujacy najgorsze realiza-
cje wielowymiarowej zmiennej losowej o lacznym prawdopodobienstwie row-
nym rzedowi kwantyla. Warto zauwazy¢, ze tak zdefiniowanych kwantyli danego
rzgdu jest nieskonczenie wiele. MCVaR jest definiowana jako najgorsza oczeki-
wana realizacja w ramach kwantyla danego rzedu (tzn. najmniejsza, jesli wicksze
wartos$ci sg preferowane).

MCVaR jest skalarng miarg ryzyka wielowymiarowego, pozwalajaca na para-
metryzowanie poziomu awersji do ryzyka od skrajnego pesymizmu po neutralnos¢
wzgledem ryzyka poprzez zmiang rzedu kwantyla. Miara jest typem pesymistycz-
nej miary ryzyka i definiuje niemalze ten sam rodzaj ryzyka co popularna i dobrze
zbadana warunkowa warto$¢ zagrozona (Conditional Value-at-Risk — CVaR) [8].

" Praca wykonana w ramach grantu NCN N N111 4534400 ,,Wielowymiarowa warunkowa warto$¢
zagrozona jako miara ryzyka”.
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Scislej, dla ryzyka jednowymiarowego miary sa tozsame, natomiast dla ryzyka
wielowymiarowego rdznig si¢ definicjg kwantyli — definicja CVaR prowadzi do
jednoznacznie okre$lonego kwantyla wielowymiarowego danego rzedu, ktorym
jest hiperostrostup foremny z wierzchotkiem zaczepionym w najgorszej realizacji
wielowymiarowej zmiennej losowe;.

Istotng zaleta MCVaR jest jej model optymalizacyjny, ktory pozwala na efek-
tywne rozwiazywanie rzeczywistych problemow decyzyjnych w warunkach ryzy-
ka, opierajac si¢ na petnej informacji niesionej przez wielowymiarowa zmienng
losowa. Ze wstepnej analizy wynika, ze model optymalizacyjny wielowymiaro-
wej warunkowej warto$ci zagrozonej jest modelem programowania liniowego
z nieskonczong liczba ograniczen (wynika to z niejednoznaczno$ci kwantyla wie-
lowymiarowego). Niemniej jednak dualna postac tego modelu moze by¢ efektyw-
nie rozwigzywana przy uzyciu techniki generacji kolumn opartej na dekompozy-
cji Dantziga-Wolfe’a [4], dla ktérej zadanie nadrzedne jest problemem liniowym,
a podrzedne — nieliniowym, niewypuktym (z uwagi na funkcje¢ potaczenia okre-
$lajaca strukture zalezno$ci pomigdzy zmiennymi losowymi).

MCVaR, w odréznieniu od CVaR, pozwala na zastosowanie techniki genera-
cji kolumn, ktéra ma wlasnos¢ dostepu do potencjalnie nieskonczonej liczby re-
alizacji wielowymiarowej zmiennej losowej, gdyz sg one generowane na biezaco
i nie musza by¢ przechowywane w pamigci komputera. Umozliwia to wyznacze-
nie rozwigzania optymalnego problemu wyboru w warunkach ryzyka, opierajac
si¢ na wszystkich realizacjach wielowymiarowej zmiennej losowej, ktorych licz-
ba moze by¢ przeogromna — innymi stowy, na pelnej informacji niesionej przez
wielowymiarowa zmienng losowg. Nie jest to mozliwe w przypadku CVaR, kto-
rej najbardziej efektywny obliczeniowo model optymalizacyjny [6] wymaga, aby
wszystkie realizacje byly przechowywane w pamieci komputera, co przektada sie
na niewielka ilo§¢ informacji, na podstawie ktorych wyznaczane jest rozwigzanie
optymalne problemu.

1. Definicja wielowymiarowej warunkowej wartosci zagrozonej

Rozwazmy n-wymiarowy wektor losowy R = (R, ..., R )’, ktorego kaz-
da sktadowa reprezentuje czynnik ryzyka. Ograniczymy przestrzen ryzy-
ka do wektorow R € L! (Q, F, P) o wartoSciach rzeczywistych oraz zat6zmy,
ze czynniki ryzyka sa w pelni substytucyjne, tj. wyrazone w tych samych jed-
nostkach. Niech F', bedzie dystrybuantg zmiennej losowej R, i = 1, ... , n, tj.
F, (n) = P(R,<n). Zmienne losowe R, zalezg od siebie w sensie stochastycz-
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nym i ich struktura zaleznoS$ci jest dana funkcjg potaczenia C. W szczegdlnosci
H &, ...0) = C(F, (Zj,) . F, (0)), gdzie H jest dystrybuantg tgcznego rozktadu
wektora losowego R. Dalej, niech F D bedzie lewostronnie ciagly odwrotno$cia
F, (funkcjg kwantlow), tj. F, b ()= inf {17 F,(n) = p}

K Dla ustalonego pozwmu tolerancji f € (0 1] definiujemy wielowymiarowa
warunkowa warto$¢ zagrozong (MCVaR)) jako:

1 “ N e

MCVaRg(R) = 5 min f fo Z FV () dC(py, -, pp)
i=1

p-w. C(u,,...,u)=p. (1)

Dla ustalonych poziomoéw u, € (0,1] zdefiniujmy wielowymiarowy kwantyl
rozktadu wektora losowego R:

QQuy, oo, ty) = (G0 4" ¢+ qr = Fy D) dla i=1,..,n}
Wprowadzmy zbior wielowymiarowych kwantyli rzedu f:

SB = {Q(ulﬂ ""un) : C(uli ---;un) = .3}

Jesli nie ma skoku w optymalnym wielowymarowym pS-kwantylu, wartos¢
MCVaR réwna si¢ minimalnej warunkowej warto$ci oczekiwanej sumy czynni-
kow ryzyka, przy warunku R < Q dla wszystkich Q € Sg, tj.:

= mi T <
MCVaRg(R) (r)régr;[E(l RIR<Q)
Warto zauwazy¢, ze MCVaR, dazy do min,cq(1TR) dla # — 0 i R ograni-
czonego z dotu oraz rowna si¢ IE(lTR), gdy = 1. W zwiazku z tym miara obej-

muje cate spektrum ostroznych postaw wzgledem ryzyka, poczawszy od skrajnej
awersji, a skonczywszy na neutralnosci wzgledem ryzyka.

2. Zwiazek miary z warunkowg wartoscia zagrozona

Warunkowa warto$¢ zagrozona CVaR jest miarg ryzyka jednowymiarowe-
go. Dla ustalonego poziomu £ € (0,1] definiujemy CVaRﬁ jako $rednig w ramach
p-kwantyla, tj.:

B
CVaRg(R) =% JO FEV () dp
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CVaR jest miarg koherentng (zob. np. [7]) i liczne badania empiryczne (zob.
np. [1; 5; 8]) potwierdzity jej przydatnos¢ w réznych zagadnieniach finansowych.
Miara ta jest rowniez stosowana do pomiaru ryzyka wielowymiarowego — do mia-
ry przekazywana jest suma zmiennych losowych reprezentujacych czynniki ryzy-

ka, tj.: 1 (B 1)
CVaRﬁ(lTR)=E f Fyrg (0) dp ©)
0

Warto zauwazy¢, ze chociaz obie miary wyznaczaja $rednie w ramach kwan-
tyli, w przypadku wielowymiarowym CVaR jest miarg bardziej ostrozng niz
MCVaR. Ze wzoru (2) wynika, ze CVaR uzywa poélptaszczyzny jako wielowy-
miarowego kwantyla i w zwiazku z tym obejmuje wszystkie najgorsze przypad-
ki (najmniejsze wartosci) dla zadanego poziomu tolerancji 5. Nie jest to prawda
w przypadku miary MCVaR, ktora obejmuje tylko pewna czg$¢ najgorszych przy-
padkéw w ramach zadanego poziomu tolerancji f, poniewaz zgodnie z definicja
(1) uzywa stozka jako kwantyla. W zwiagzku z tym dla dowolnego wektora loso-
wego R i € (0,1] zachodzi:

MCVaRg (R) = CVaRg(17R) 3)

W przypadku jednowymiarowym obie miary si¢ pokrywaja, tj. dla dowolnej
zmiennej losowej Rip € (0,1]:

MCVaRg(R) = CVaRg(R) 4

Rysunek 1 przedstawia graficzne porownanie miar CVaR; i MCVaR, dla
dwuwymiarowego wektora losowego R ograniczonego z dotu i z gory.

R, 4

Rys. 1. CVaRy i MCVaR, dla dwuwymiarowego wektora losowego
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3. Wlasnosci miary

Wielowymiarowa warunkowa warto$¢ zagrozona MCVaRB ma nastepujace
wlasnosci:

(1) MCVaR jest translacyjnie ekwiwariantna (translation-equivariant), tj.:

MCVaR; (R +¢) =MCVaR, (R) +1"¢c
dla statego wektora c,
(i1) MCVaR jest dodatnio homogeniczna (positively homogenous), tj.:
MCVaR, (AR) =AMCVaR, (R)
gdy A> 0.
(iii) MCVaRB w ogolnosci nie jest monotoniczna, tj. jesli:
R (®) > R (o) dla kazdego o € Q

to nie zawsze (iv) MCVaR jest nadaddytywna (superadditive) w nastepuja-

cym sensie:

n
MCVaRg (R) > z MCVaRg (R;)

. i=1
Dowdd

Wriasnosci (i) 1 (i1) sg oczywiste z definicji MCVaR,.
Pokazmy kontrprzyktad jako dowod (iii). Rozwazmy dwa losowe wektory
R, i R, z nast¢pujgcymi rozktadami:

R, () R, () P (o)
(1;0)" (1;0)" 0,1
(0;1)" 0;1)" 0,1
(2;2)" CH 0,8

W[ — | ~

Zachodzi relacja R, (0) > R, (o) dla kazdego o € Q. Obliczmy wartos¢
MCVaR,, (R)):

1
MCVaRo, (Ry) = 5= ((1+0) - 01+ (0+1)-0,1) =1

W przypadku MCVaR,, (R,) atomy prawdopodobienstwa zostang podzie-
lone z uwagi na fakt, ze wektory (1;0)7, (0;1)T 1 (1;1)T leza na obwodzie stoz-
ka (kwantyla). W zwigzku z tym warto$¢ MCVaR , (R,) moze by¢ wyznaczona
przez rozwigzanie nastepujacego zadania optymalizacji:

1
min 02 (1+0)-01w; +(0+1)-0,1w, + (1 + 1) - 0,8wywy)
Wiy,Wa U,

p.w. 0,1w, +0,Iw, +0,8w w,=0,2
O<w<Ildlai=12
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Po rozwigzaniu dostajemy MCVaR,,(R;) = 13/9 > 1 = MCVaR,,(R,).
W zwigzku z tym MCVaR nie jest monotoniczna. W celu udowodnienia wlasno-
$ci (iv) uzyjemy zaleznosci (3) i (4) oraz faktu, ze CVaR jest nadaddytywna (zob.
[7]). Wykorzystujac powyzsze dostajemy:

n n
MCVaRg(R) = CVaRg(1TR) > Z CVaRg(R;) = Z MCVaRg (R;)
i=1 i=1
Artzner i in. [2; 3] nazywaja miarg ryzyka koherenta, jezeli jest translacyjnie
ekwiwariantna, dodatnio homogeniczna, monotoniczna i nadaddytywna. MCVaR
nie jest koherentna w tym sensie, poniewaz nie jest monotoniczna [9].
Rozwazmy nastepujacy przypadek szczegélny zwigzany z optymalizacja
portfela czynnikow ryzyka: Jeste§my zainteresowani wyborem optymalnych pro-
porcji czynnikow ryzyka R, w sensie miary, skalowanych wagami portfela x,, tj.
maksymalizacja MCVaR, (x ° R), gdzie ° jest operatorem iloczynu Hadamarda.
Dla liniowo przeksztatconych wektorow losowych MCVaR ; zachowuje wiasno$¢
monotonicznosci, tj. jesli:

X ° R(w) > R(w) dla kazdego o € Q
to:

MCVaR (x @ R) > MCVaR (R)
Dowdéd
Zatozenie twierdzenia zachodzi tylko dla x = (x,, x )", R= (R, R)", x, > 1
ix <1, gdzie P i N sg zbiorami indekséw zdefiniowanymi nastgpujgco: P = {p :
R (w) >0 dlakazdego € Q}, N={n: R (w)<0 dlakazdego o € Q}.
Z definicji MCVaR, wynika, ze:
MCVaRg ((xp,xy5)" o (Rp, Ry)T) = MCVaRg((Rp, Ry)T)

dla dowolnych x, 21 ix <1
W zwiazku z tym MCVaR zachowuje koherentno$s¢ w problemach, gdzie
rozwazona jest kombinacja liniowa czynnikow ryzyka.

Podsumowanie

Wielowymiarowa warunkowa warto$¢ zagrozona jest skalarng, kwantylo-
wa miarg ryzyka modelowanego wielowymiarowg zmienng losowa. Zaktada sig,
ze czynniki ryzyka sg w pelni substytucyjne, tzn. wyrazone w tych samych jed-
nostkach. Wielowymiarowa warunkowa warto$¢ zagrozona jest miarg ekstremal-
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ng, umozliwiajacg parametryzowanie poziomu awersji do ryzyka, poczawszy od
skrajnego pesymizmu, po neutralno$¢ wzglgdem ryzyka poprzez zmiane rzedu
kwantyla. Miara w ogo6lnosci nie jest miara koherentng, ale dla problemu wybo-
ru portfela czynnikow ryzyka zachowuje wlasno$¢ koherentnosci. Istotng zaleta
wielowymiarowej warunkowej wartosci zagrozonej jest mozliwos¢ wyznaczenia
optymalnego portfela czynnikow ryzyka z wykorzystaniem techniki generacji ko-
lumn w oparciu o petng informacj¢ niesiona przez wielowymiarowa zmienng lo-
sowa. Nie jest to mozliwe przy uzyciu innych typowych kwantylowych miar ry-
zyka, jak warto§¢ zagrozona czy warunkowa warto$¢ zagrozona.
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THE MULTIVARIATE CONDITIONAL VALUE-AT-RISK
AS A MEASURE OF RISK

Summary

The Multivariate Conditional Value-at-Risk (MCVaR) is a scalar risk measure for
multivariate risks modeled by multivariate random variables. It is assumed that the uni-
variate risk components are perfect substitutes, i.e., they are expressed in the same units.
MCVaR is a quantile risk measure that allows one to emphasize the consequences of more
pessimistic scenarios. By changing the level of the quantile, the measure permits to param-
eterize prudent attitudes toward risk ranging from extreme risk aversion to risk neutrality.
In terms of definition, MCVaR is slightly different from the popular and well-researched
Conditional Value-at-Risk (CVaR). Nevertheless, this small difference allows one to effi-
ciently solve MCVaR portfolio optimization problems based on the full information car-
ried by a multivariate random variable using column generation technique, which is not
possible in the case of CVaR.
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SYTUACJA FINANSOWA POLSKICH
SPOLEK A MODELE KSZTALTOWANIA
STRUKTURY KAPITALOWEJ'

Wprowadzenie

Ustalenie racjonalnej struktury finansowej jest warunkiem koniecznym pra-
widtowego funkcjonowania przedsigbiorstwa. Odpowiednia struktura finansowa
(kapitatowa) moze stanowic¢ o jego przewadze konkurencyjnej, natomiast niepra-
widtowa moze powodowac takie problemy, jak: wysokie ryzyko finansowe, nie-
wyplacalnos¢, niska zdolnos¢ kredytowa, obnizona warto$¢ rynkowa, zagrozenie
bankructwem.

Zagadnienia zwigzane ze strukturg finansowg sg czgsto kanwa ekonomicz-
nych rozwazan. Prace teoretyczne i empiryczne wielu ekonomistow (w szczegol-
nos$ci zachodnich) zmierzaja do udzielenia odpowiedzi na pytanie: Czy dla kazde-
go przedsiebiorstwa istnieje optymalna struktura finansowa, jak réwniez, w jakim
zakresie ma ona wplyw na jego warto$¢? Mimo ze wigkszos¢ naukowcow sktania
si¢ do stwierdzenia, iz w zasadzie dla kazdego przedsigbiorstwa mozna znalez¢
najlepsza w danych warunkach strukture finansowg zwickszajaca jego wartos¢, to
jednak nadal istnieje rozbieznos¢ w sposobie podejscia do problemu.

Probujac odpowiedzie¢ na powyzsze pytanie nalezy si¢ odnie$¢ do rynkowej
zalezno$ci pomigdzy strukturg finansowg a wartoscig przedsigbiorstw, jak row-
niez wnikliwiej przyjrze¢ si¢ stosowanym modelom dyskryminacyjnym, w tym
wykorzystywanym w nich wskaznikom.

" Publikacja wspotfinansowana przez Uni¢ Europejska w ramach Europejskiego Funduszu Spo-
tecznego.
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1. Modele zarzadzania struktura finansowa

Zajmujac si¢ zagadnieniem struktury finansowej nie mozna zapominac o ist-
niejgcej teorii i stosowanych modelach. Powszechnie w teorii 1 praktyce przyjmu-
je sie (zgodnie z podejéciem tradycyjnym), ze zwickszajac zadtuzenie przedsie-
biorstwa mozna zwigkszac jego warto$¢ (wykorzystujac fakt relatywnie nizszego
kosztu kapitatéw obcych wzgledem kapitatéw whasnych). Nie moze si¢ to jednak
odbywa¢ w nieskonczonos¢, poniewaz po przekroczeniu pewnego punktu gra-
nicznego wycena firmy bedzie spada¢ (zamiast wzrastac). Zwigzane jest to z po-
nadproporcjonalnym wzrostem kosztow wynikajacych z zadtuzenia, przewyzsza-
jacych pozytywne efekty tarczy podatkowej. W ujeciu ogdlnym (w szczegdlnosci
statycznym) [2; 12] mozna stwierdzi¢, ze w sytuacji przekroczenia przez przedsie-
biorstwo pewnego granicznego (optymalnego) punktu zadluzenia nastgpi odwrot-
ne dziatanie efektu dzwigni finansowej (tzw. maczuga finansowa). Firma zamiast
uzyskiwac relatywnie nizsze koszty kapitalow obcych de facto podwyzszy swo-
je pozostate koszty zwigzane z zadluzeniem. W tej sytuacji wystapig zwigkszone
wymagania inwestorow odnosnie do udzialu w zysku (w wyniku rosngcego ryzy-
ka finansowego), banki bedg wymagaty wigkszych zabezpieczen dla dlugu oraz
wystapiag koszty zwigzane z zagrozeniem bankructwem.

W ujeciu tradycyjnym istotne jest ujmowanie granicznego poziomu zadtu-
zenia jako stalego w czasie. Zgodnie z tym zatozeniem menedzerowie przedsig-
biorstw daza do osiagnigcia niezmiennego w czasie, optymalnego poziomu za-
dtuzenia w drodze tzw. procesu ,,wymiany” pomigdzy korzy$ciami z wigkszego
zadhuzania si¢ a kosztami zaburzen finansowych wynikajacych z nadmiernego za-
ciaggania dtugu.

Dynamiczne podejscie do zarzadzania strukturg finansowa rézni si¢ od sta-
tycznego gtdownie ujeciem zmienno$ci struktury finansowej w czasie. W prakty-
ce obszaru dynamicznych modeli (m.in. E. Fischer, R. Heinkel i J. Zechner [3],
R. Goldstein, N. Jui H. Leland [4] oraz H. DeAngelo, L. DeAngelo i T.M. Whited
[1]) przyjmuje si¢, ze przedsigbiorstwa mogg oddala¢ si¢ od swoich docelowych
dlugoterminowych ,,optymalnych” struktur finansowania w zaleznosci od bieza-
cych warunkow rynkowych. Jednoczesnie przedsiebiorstwa te bedg konsekwent-
nie szuka¢ sposobow na powrdt do docelowej struktury finansowej poprzez re-
dukcje dlugu zaciggnietego (tymczasowo) w zwiazku z biezacymi mozliwosciami
inwestycyjnymi lub koniecznoscia realizacji dochodéw (np. wyptaty dywidend).
We wskazanym obszarze (w szczego6lnos$ci wedlug Harry’ego DeAngelo, Lindy
DeAngelo i Toniego M. Whiteda) wazne znaczenie ma fakt krotkoterminowosci
zaciagganego zadtuzenia [1], o ktdrej nie przesadza czas wymagalnosci, lecz okres
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wykorzystania dtugu przez rozwazane przedsigbiorstwo. W proponowanym mo-
delu charakter docelowej struktury finansowej jest uzalezniony od natury moz-
liwosci inwestycyjnych. Docelowa struktura finansowa moze by¢ tymczasowo
zmieniana w zaleznosci od biezacych i potencjalnych zaburzen w procesie inwe-
stycyjnym”. W modelu diug jest traktowany jako rzadki zasdb, ktérego optymal-
na uzyteczno$¢ zalezy od biezacych i potencjalnych zaburzen/potrzeb inwesty-
cyjnych.

Na uwage zastuguje rowniez fakt, ze statystyczna sprawdzalnos¢ wskaza-
nego modelu [1, s. 241], jak i innych z obszaru dynamicznego jest bardzo wyso-
ka dla niefinansowych przedsi¢biorstw amerykanskich™, jednak modelu tego (po-
dobnie jak i innych modeli amerykanskich i zachodnich) raczej nie mozna w petni
transponowa¢ do warunkow polskich. Jest to zwigzane gtéwnie z odmienng spe-
cyfikg polskiego rynku kapitatowego, ktory jest mniej stabilny i mniej dojrzaty
niz rynki zagraniczne. Polskie przedsicbiorstwa majg takze odmienng strukturg
terminowg zadtuzenia niz spotki zachodnie.

2. Modele dyskryminacyjne a finansowanie

Oprocz zagadnienia ksztattowania struktury finansowej i jej wptywu na war-
tos¢ przedsigbiorstwa, istotna jest rowniez problematyka oceny prawidtowosci
juz zastanej struktury finansowej przedsigbiorstw. Ocenie tej dedykowane sg mo-
dele dyskryminacyjne. Modele analizy sa najpopularniejsza grupa metod progno-
zowania niewyplacalno$ci przedsigbiorstw. Istota tych metod ogranicza si¢ do
rozdzielania zbioru danych na dwie badz wigcej klas, co ma wazne znaczenie in-
formacyjne dla badacza.

W analizie dyskryminacyjnej wykorzystuje si¢ analize wskaznikowg oraz
sformalizowane narzgdzia wnioskowania (metody analizy statystycznej). Wskaz-
nik syntetyczny (agregatowy) konstruowany jest na podstawie danych empirycz-
nych. Na wskaznik ten sktada si¢ kilka wskaznikow czastkowych, ktorym przy-
pisuje si¢ wspdlczynniki tzw. wagi (rozrézniaja one znaczenie poszczegdlnych
wskaznikow). Zastosowanie analizy dyskryminacyjnej dazy do redukcji wielo-
wymiarowej przestrzeni zmiennych do jednej zmiennej syntetycznej, agregato-
wej [6].

*

Zaburzenia sg tu rozumiane jako nieprzewidziane i niekorzystne czynniki majace wplyw na wy-
soko$¢ kosztow procesu inwestycyjnego.
™ Dane dotyczg przedsigbiorstw funkcjonujacych w Stanach Zjednoczonych w latach 1988-2001.
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W opracowaniu zostang przedstawione trzy modele analizy dyskryminacyj-
nej, w ktorych wykorzystywany jest minimum jeden wskaznik struktury finanso-
wej (majacy jednoczes$nie najwyzsza wage w modelu). W dalszej czgsci modele
te zostang zweryfikowane pod katem empirycznym w celu oceny ich skuteczno-
$ci w prognozowaniu upadtosci przedsigbiorstw.

Model Legaulta

Pierwszym z omawianych modeli dyskryminacyjnych jest model Legaulta [9]

opisywany wedlug wzoru:
CA-Score =4.5913 X1+ 4.5080 X2 + 0.3936 X3 - 2.7616 (1)

gdzie:
X1 — kapitat wlasny/aktywa ogotem,
X2 — zysk brutto + pozycje nadzwyczajne + koszty finansowe/aktywa ogotem,
X3 — przychody ze sprzedazy/aktywa ogétem.

W modelu najwyzszg wage ma wskaznik struktury X1.

Model Maczynskiej i Zawadzkiego [11, s. 21]

Kolejny model z omawianej grupy zostat skonstruowany przez E. Maczyn-

ska oraz M. Zawadzkiego. Opisywany jest wedlug wzoru:
7 =-1,498 + 9,498X1 + 3,566X2 +2,903X3 + 0,452X4 2)

gdzie:
X1 — zysk operacyjny/aktywa ogotem,
X2 — kapital wlasny/aktywa ogotem,
X3 — zysk netto + amortyzacja/zobowigzania ogotem,
X4 — aktywa obrotowe/zobowigzania krotkoterminowe.

W modelu najwyzsza wage ma wskaznik struktury finansowej X2.

Model Hadasik [5, s. 154]

Ostatni z omawianych modeli dyskryminacyjnych zostat skonstruowany
przez D. Hadasik. Model ten opisuje wzor:
PG2 =0,703585X1 - 1,2966X2 - 2,21854X3 + 1,52891X4 +
+0,00254294X5 - 0,0140733X6 +0,0186057X7 + 2,36261 3)
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gdzie:
X1 — aktywa obrotowe/zobowigzania krotkoterminowe,
X2 — aktywa obrotowe — zapasy/zobowigzania krotkoterminowe,
X3 — zobowigzania ogoltem/aktywa ogotem,
X4 — kapitat obrotowy/aktywa ogotem,
X5 —naleznosci * 365/przychody ze sprzedazy,
X6 — zapasy * 365/przychody ze sprzedazy,
X7 — zysk netto/zapasy.
W modelu najwyzsza wage ma wskaznik struktury finansowej X3.
Wskazane modele sktadaja si¢ z roznych wskaznikoéw. Dla kazdego z nich
przypisana jest inna waga. W tym miejscu przedstawione zostang wagi wskaz-
nikow struktury finansowej w modelach. Wyszczegolnione do dalszej analizy
wskazniki struktury finansowej sa nastepujace:
— wskaznik udziatu kapitatu wlasnego w finansowaniu majatku (X1 w modelu
Legaulta oraz X2 w modelu Maczynskiej),
— wskaznik ogdlnego zadtuzenia (X3 w modelu Hadasik),
— wskaznik pokrycia zobowigzan nadwyzka finansowa (X3 w modelu Maczyn-
skiej 1 Zawadzkiego).
Kazdy z wymienionych wskaznikow struktury finansowej charakteryzuje si¢
przypisana najwyzszg waga w analizowanych modelach, zgodnie z tab. 1.

Tabela 1
Sktadowe wybranych modeli dyskryminacyjnych
Model Liczba wskaznikow | Waga | Suma wag | Udziat % wskaznikéw struktury
Legaulta 3 4,591 9,4929 48,38
Maczynskiej i Zawadzkiego 4 6,469 16,419 39,40
Hadasik 7 221854 | 5,0792 43,68

Analizujac tab. 1 wedlug wagi wskaznika mozna zauwazy¢, ze to wlasnie
w pierwszym modelu najwyzszy jest udzial wskaznika struktury finansowe;j
—48,38% (mowa o wskazniku udziatu kapitatu wtasnego w finansowaniu majat-
ku). Nieco nizszy jest udziat procentowy wskaznika struktury w modelu Hadasik
(mowa o wskazniku ogélnego zadtuzenia). Najnizszy udziat procentowy (wedtug
wagi wskaznika) majg wskazniki struktury finansowej w modelu Maczynskiej, sa
to wskazniki: kapitatu wlasnego oraz pokrycia zobowigzan nadwyzka finansowa.
Wysoki procentowy udziat okreslonego wskaznika struktury finansowej w mode-
lu moze wskazywac na jego predykcyjnosc.
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3. Badania struktury finansowej przedsigbiorstw

Na poczatku zaprezentowane zostang wyniki analiz dla spotek, ktore oglosi-
ty upadtos¢. Badania te przedstawig mozliwosci wybranych modeli dyskrymina-
cyjnych w zakresie predykcji wystapienia bankructwa przedsiebiorstw posiada-
jacych okreslong strukture finansowsg. Nastgpnie przedstawione zostang rezultaty
analiz dla spotek notowanych na GPW, funkcjonujacych w dalszym ciagu na ryn-
ku. Zaprezentowane badania dotycza wpltywu struktury kapitatowej przedsie-
biorstw na ich warto$¢ rynkowa.

3.1. Modele dyskryminacyjne w ocenie struktury kapitatu

Analizie empirycznej zostaly poddane wyselekcjonowane i opisane w po-
przednim rozdziale modele dyskryminacyjne pod katem ich predykcyjnosci, czy-
li zdolnosci do przewidywania upadtosci przedsiebiorstw. Do badan wykorzy-
stano uproszczone raporty finansowe poszczegélnych upadtych spétek. Zrédtem
uproszczonych raportow finansowych jest baza EMIS. Analize przeprowadzono
dla 100 spotek, ktore ogtosity upadtos¢ w okresie obejmujacym lata 2005-2010.
Nalezy zaznaczy¢, ze w badanym okresie liczba upadtych spotek byta znacznie
wyzsza, jednak nie dla wszystkich upadtych spotek dostepne byty niezbedne dane
finansowe. Dla zgromadzonych sprawozdan finansowych przeprowadzono obli-
czenia wybranych modeli na rok, dwa i trzy lata przed bankructwem. Wyniki dla
modeli przedstawiono w tab. 2.

Tabela 2

Zdolnos¢ modeli w przewidywaniu upadtosci

Model Rok przed bankructwem Dwa lata przed Trzy lata przed
bankructwem bankructwem
Legaulta 87,00% 65,00% 67,00%
chzyl’lskl.e_] 75,00% 44,00% 43,00%
i Zawadzkiego
Hadasik 69,00% 45,00% 41,00%

Zrédlo: Opracowanie na podstawie wynikow analizy empirycznej.

Analizujac modele przedstawione w tab. 2 mozna powiedzie¢, ze model
Legaulta uzyskat najwyzszy poziom przewidywania upadtosci przedsigbiorstw
w badanym okresie. Jak juz weze$niej wspomniano, model ten sktada si¢ z trzech
wskaznikow, wsrod ktorych najwyzszg wage ma wskaznik udzialu kapitatu



Sytuacja finansowa polskich spétek a modele ksztattowania struktury kapitatowej 67

wlasnego w finansowaniu majatku. Poziom tego wskaznika w modelu Legaul-
ta w znacznej mierze wptywa na zdolno$¢ przewidywania upadtosci przedsig-
biorstw.

Oceniajgc pozostate dwa modele mozna zauwazy¢, ze znacznie stabiej prze-
widuja upadtos¢ firm na dwa oraz na trzy lata przed upadtoscia. Mozliwg przyczy-
n¢ mozna wigza¢ z rozmytosciag wplywu wskaznika struktury finansowej na za-
chowanie modelu.

3.2. Wplyw struktury finansowej na wartos¢ rynkowa przedsiebiorstw

W ramach analizy empirycznej, obok analizy oceny struktury finansowej
spotek upadtych przeprowadzono takze badania weryfikacji zalozen istniejacej
teorii ksztalttowania struktury finansowej (teoria ,,wymiany” oraz dynamiczne
modele struktury finansowej). W 2010 r. dla préby 100 niefinansowych spotek
notowanych na GPW" przeprowadzono analizy dotyczace wptywu struktury fi-
nansowej na ich warto$¢ rynkowa. Omawiane badania dotycza lat 2004-2009.

Do zobrazowania badanych zaleznos$ci wykorzystano wskaznik udziatu za-
dhuzenia w strukturze finansowe;j (relacja dtugu do kapitatéw witasnych — D/E) [7]
oraz miar¢ rynkowej wartosci dodanej (MVA) [14].

Opisywana analiza opierata si¢ gtdwnie na badaniu wspotczynnikoéw korela-
cji liniowej pomiedzy miernikami, z uwzglednieniem ich statystycznej istotnos$ci
(zbadanej testem statystycznym t-Studenta) [10].

W wyniku przeprowadzonych analiz zidentyfikowano istotng statystycz-
nie korelacj¢ pomiedzy strukturg finansowa (D/E) a rynkowa wartoscig dodana
(MVA) dla 62 spotek sposrod analizowanej proby. Ponizej zaprezentowane zo-
stang wyniki badan czastkowych dla podgrup, dla ktorych wykryto powyzsza za-
leznos¢.

Pierwsza z podgrup to 28 spolek przemystu spozywczego, lekkiego i drzew-
no-papierniczego oraz z zakresu ustug deweloperskich. Dla poszczegdlnych lat
otrzymano nastgpujace wyniki korelacji zbioru danych miernikow oraz wartos$ci
rynkowej dla 28 spotek:

" Notowania gietdowe oraz dane finansowe pochodzg z bazy Money.pl: www.money.pl
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Tabela 3

Wyniki analizy dla pierwszej analizowanej podgrupy 28 spotek GPW

Lata
Wspolezynnik korelacji migdzy D/Ea MVA | 2009 2008 2007 2006 2005 2004
0,0731 | 0,4577 | 0,4884 | 0,2703 | 0,1793 | -0,0739
Weryfikacja istotno$ci wspotczynnika korelacji przy uzyciu statystyki t-Studenta
Liczba spotek (n) 28 28 28 28 28 28
t obliczeniowe 0,374 2,625 2,854 1,431 0,929 | -0,378
t tablicowe (1-1/2a,,v) 1,706 1,706 1,706 1,706 1,706 1,706
.-t (1-12a,v) -1,706 | -1,706 | -1,706 | -1,706 | -1,706 | -1,706
t(1-1/2a,v) 1,706 1,706 1,706 1,706 1,706 1,706
Hipoteza HO H1 H1 HO HO HO

Tylko dla lat 2007-2008 wystapita istotna statystycznie korelacja pomiedzy
badanymi cechami. W przypadku pozostatych lat wspotczynniki korelacji liniowej
byly znacznie nizsze i poddane weryfikacji statystycznej nie okazaty si¢ istotne.

Druga podgrupa spotek, dla ktorych zidentyfikowano istotna statystycznie
zalezno$¢ pomigdzy strukturg finansowg a wartoscig rynkowa to 34 spotki prze-
mystu cigzkiego, z zakresu: budownictwa, przemystu elektromaszynowego i ener-
getycznego. Tabela 4 przedstawia wyniki analizy.

Tabela 4

Wyniki analizy dla drugiej analizowanej podgrupy 34 spotek GPW

Lata
Wspdtezynnik korelacji migdzy D/E a MVA | 2009 2008 2007 2006 2005 2004
0,6605 | 0,6622 | 0,2114 | 0,2455 | -0,0955 | 0,0698
Weryfikacja istotnosci wspotczynnika korelacji przy uzyciu statystyki t-Studenta
Liczba spotek (n) 34 34 34 34 34 34
t obliczeniowe 4,976 4,999 1,224 1,432 | -0,543 | 0,396
t tablicowe (1-1/2a.,,v) 1,694 1,694 1,694 1,694 1,694 1,694
.-t (1-12a,v) -1,694 -1,694 -1,694 -1,694 -1,694 -1,694
t(1-12a,v) 1,694 1,694 1,694 1,694 1,694 1,694
Hipoteza Hi Hi HO HO HO HO

Tylko w latach 2008-2009 wystapita istotna statystycznie korelacja pomie-
dzy badanymi cechami. W przypadku pozostatych lat wspotczynniki korelacji
byly znacznie nizsze i statystycznie nieistotne.

Podsumowujac t¢ czg$¢ analizy nalezy stwierdzi¢, ze dla wigkszoS$ci analizo-
wanych spolek obserwuje si¢ wystepowanie zaleznosci pomigdzy ich strukturg fi-
nansowa a wartoscia rynkowa. Az dla 62 zanotowano istotng statystycznie kore-
lacje liniowa pomiedzy badanymi miarami analizowanych zalezno$ci. Natomiast
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dla pozostatych spotek obserwowano takze zwigzek pomiedzy badanymi cecha-
mi, niestety nieistotny pod katem statystycznym (jezeli bierzemy pod uwage pro-
sta korelacje liniowa).

Podsumowanie

Na podstawie dokonanych analiz sprawdzalnosci wybranych modeli dys-
kryminacyjnych tatwo zauwazy¢, ze dzigki tym modelom z duzym prawdopodo-
bienstwem mozna przewidywac upadtos$¢ przedsigbiorstw. Istotng kwestia jest to,
ze w wybranych do analizy modelach wskazniki struktury finansowej wykorzy-
stywane sg jako gléwne (wedhug wagi). Moze to oznacza¢, ze mierniki te moga
by¢ takze przydatne w analizie wptywu Zrodet finansowania na warto$¢ rynkowa
przedsigbiorstw. Z analizowanych modeli najbardziej ,,sprawdzalny” okazal si¢
model Legaulta, w ktérym wykorzystywany byt wskaznik udziatu kapitatu wia-
snego w aktywach ogolem. Ze wzgledu na powyzsze, zasadne byloby uwzgled-
nienie tego wskaznika w analizach dotyczacych wplywu struktury finansowej na
wartos$¢ rynkowa przedsiebiorstw.

Nalezy podkresli¢, ze w przypadku polskich spotek gietdowych oddziatywa-
nie zrodet finansowania na warto$¢ przedsigbiorstw jest wyraznie zauwazalne. Az
dla 62 sposrod 100 wybranych firm zanotowano istotng statystycznie korelacje po-
miedzy ich strukturg finansowania (D/E) a wartoscig rynkowa (MVA). Dla pozosta-
tych zauwazalne sg zaleznosci, ktorych nie ,,wykrywa” prosta korelacja liniowa.

Ze wzgledu na wskazane wyniki analizy dla modeli dyskryminacyjnych za-
sadne wydaje si¢ wlaczenie do dalszych badan takze innych wskaznikow struk-
tury finansowej (m.in. udziatu kapitalu wlasnego w aktywach ogdtem), w celu
identyfikacji ,,wyrazniejszego” wplywu na warto$¢ rynkowa przedsigbiorstw. Do-
datkowe wskazniki moga by¢ szczegodlnie przydatne w dalszej analizie nakierun-
kowanej na budowg cato$ciowego modelu dla polskich firm.
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FINANCIAL CONDITION OF POLISH COMPANIES AND MODELS
OF CAPITAL STRUCTURE FORMATION

Summary

Running a business is not possible without suitable resources of financing. Deter-

mination of rational financial structure is a necessary condition for efficient operation of
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a company. Financial resources as well as their configuration may lead either to develop-
ment or to bankruptcy of a company. Thus, the decision about financial structure is a mat-
ter of fundamental importance to subsequent operation of organization. Moreover, this de-
cision is made by the management during continuous company’s activity. Unfortunately,
both the description of the very process of reaching the decision and its validation seem
to be really hard to formalize and to operationalize. Despite the fact that there have been
carried out analyses, the issue of managing the financial structure remains to be resolved.
Above all, the difficulties reside in the process of devising a suitable and universal model
which would be widely accepted, particularly in the context of Polish capital market.

This paper brings up modern models for constructing the capital structure as well as
models for analyzing the efficiency of managing such a structure. Polish capital market is-
sue, given in question is also illustrated in the context of administering financial structure
in the Polish companies (including the ones which went out of business on stoc.
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POSTEP TECHNICZNY A ROLA ZASOBOW
NATURALNYCH W PROCESIE PRODUKCJI'

Wprowadzenie

Postepujacy rozwoj technologii produkcyjnych powoduje powstawanie no-
wych mozliwosci wykorzystywania réznych form zasobdw naturalnych, a istnie-
jace prace teoretyczne nie wykluczaja mozliwosci pojawienia si¢ kolejnych. Trud-
no jednak jest teraz udzieli¢ odpowiedzi na pytanie o rol¢ zasobéw naturalnych
w procesie produkcyjnym, nie jest bowiem jasne, czy sg one komplementarne czy
substytucyjne z innymi czynnikami. Opinie badaczy nie sg jednoznaczne. Z jed-
nej strony dostrzega si¢ komplementarno$¢ zasobow naturalnych z kapitatem fi-
zycznym, z drugiej istniejace nowe formy kapitatu fizycznego pozwalajg zasta-
pi¢ lub zmniejszy¢ zuzycie réznych rodzajow zasoboéw naturalnych w procesach
produkcyjnych, co moze §wiadczy¢ o przynajmniej czesciowej substytucyjnosci
tych dwodch form kapitatu, a z pewnoscig o substytucyjnosci réoznych rodzajow
zasobow naturalnych miedzy sobg. Powstaje pytanie o wptyw, jaki te fakty maja
na dlugookresowy wzrost gospodarczy. Wiadomo bowiem, ze wiele produkowa-
nych obecnie dobr wymaga zuzycia nieodnawialnych zasobéw naturalnych. Ist-
nieja opinie, iz postep techniczny rozwiaze wszelkie problemy zwigzane z wy-
czerpywaniem si¢ zasobow naturalnych.

Celem opracowania jest proba odpowiedzi na pytania o teoretyczne zalezno-
$ci pomiedzy dtugookresowym wzrostem gospodarczym, postepem technicznym
a zuzyciem zasobow naturalnych, uwzgledniajaca postulaty zarowno nowocze-
snej teorii wzrostu, jak i ekonomii ekologicznej. Przedmiotem badan jest wplyw,
jaki odpowiednia rola zasobow naturalnych (komplementarna lub substytucyjna)
wobec pozostatych czynnikow produkeji oraz ich zuzywanie si¢ moze mie¢ na

* Praca jest finansowana ze $§rodkow na nauke w latach 2010-2012 jako projekt badawczy wiasny
nr N N112 553138.
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tempo wzrostu gospodarczego. Dodatkowym zagadnieniem jest rola, jaka w tym
wplywie odgrywa postep techniczny generowany zewngetrznie (tzw. egzogenicz-
ny postep techniczny). Praca ma charakter teoretyczny.

1. Przeglad literatury

Autorzy licznych prac podkreslaja, ze problem wyczerpywania si¢ zt6z za-
sobow naturalnych moze zosta¢ rozwigzany przez postep techniczny. Dasgup-
ta i Heal [4] stwierdzaja, ze wobec zagrozenia zerowa produkcja istotna staje sie
mozliwo$¢ substytucji w produkcji pomigdzy zasobami naturalnymi a odnawial-
nymi czynnikami produkcji. Stiglitz [9] wskazuje, ze rozwoj technologii moze na
trzy rdzne sposoby pomoéc ludzkosci w problemie niedostatku zasobow natural-
nych:

1) zwigkszenie TFP pozwoli na utrzymanie tego samego poziomu produkcji
przy obnizeniu wysokosci tych naktadow,

2) nowo powstata technologia moze umozliwi¢ substytucje czynnikow produk-
cji w wigkszym stopniu niz obecnie,

3) uzytkowanie kapitatu ludzkiego jako kolejnego czynnika produkcji umozliwi
wykorzystanie rosnacych korzysci skali.

Solow [8] zauwaza, ze wyczerpujace si¢ zasoby naturalne mozna zastgpic
przez zwigkszenie wielkosci odnawialnego kapitatu, krytykuje takze ideg nieogra-
niczonego postepu technicznego. Sugeruje zatem, ze catkowite wyeliminowanie
zasobow naturalnych z procesu produkcyjnego moze nie by¢ mozliwe. Konty-
nuujgc ten watek, Dasgupta [3] stwierdza, ze produkcja wszelkich dobr wyma-
ga sktadnikow pochodzacych z natury, czy to w formie fizycznej czy tez energii
do jego wyprodukowania. Zauwaza rowniez, ze popyt na zasoby naturalne wyni-
ka wytacznie z zapotrzebowania na produkty, ktére sa tworzone przy ich udzia-
le. Constanza i Daly [2] zauwazaja, ze gdyby kapitat fizyczny byt doskonalym
substytutem kapitatu naturalnego, to nigdy by nie powstat. Zamiana bowiem jed-
nej z form kapitatu na inng, doskonale do niej substytucyjna, jest nicoptacalna —
gdyz przy tej zamianie konieczny jest pewien dodatkowy naktad pracy. Kapitat
fizyczny powstat zatem jako komplementarny do kapitalu naturalnego, a ich wza-
jemna substytucyjno$¢ musi by¢ niska. Cleveland i Ruth [1] twierdza, ze kapitat
fizyczny 1 naturalny muszg by¢ do pewnego stopnia jednoczesnie komplemen-
tarne i substytucyjne. W dotychczasowej literaturze jedni autorzy eksponuja bar-
dziej substytucyjnos¢ tych dwoch form kapitatu, inni twierdza, ze sa one komple-
mentarne, a o substytucyjnosci w ogole nie moze by¢ mowy. Do tych pierwszych
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mozna zaliczy¢ ,,technologicznych optymistow”, ktorzy twierdza, iz ze wzgle-
du na substytucyjnos¢ kapitatu naturalnego i kapitalu fizycznego wystarczaja-
co duza akumulacja tego drugiego, powiagzana z rozwojem technologii, rozwiaze
problem wyczerpujacych si¢ zrodet zasobow naturalnych. ,, Technologiczni pesy-
misci”’, akcentujacy przede wszystkim komplementarno$¢ kapitatu naturalnego
i innych form kapitatu wskazuja, ze wraz z wyczerpaniem si¢ zt6z zasobéw na-
turalnych nastapi drastyczne zmniejszenie si¢ produkcji pewnych dobr. Sugeruja
oni oszczedzanie zuzycia nieodnawialnych zrodet energii, aby ten moment op6z-
ni¢. Georgescu-Roegen [5] uwaza, ze substytucyjnos¢ pomiedzy pewnymi gru-
pami kapitatu naturalnego jest pewna, lecz teorie gloszace substytucje pomigdzy
kapitatem fizycznym a naturalnym sag nieprawdziwe. Podaje wiele argumentow,
m.in. takie, ze wigkszo$¢ istniejacego kapitatu fizycznego uzywanego w procesie
produkcyjnym wymaga kapitatu naturalnego jako zrodta energii. Ptynie stad pro-
sty wniosek, ze olbrzymi naktad kapitatu fizycznego wymaga odpowiednio duze-
go naktadu energii czerpanej wlasnie z kapitalu naturalnego.

Jedna z glownych inspiracji niniejszej pracy stanowi artykul [6]. Autorzy
twierdza, iz postep techniczny moze by¢ jednym z rozwigzan problemu nieod-
nawialnosci zasobow naturalnych. Przedstawili teoretyczny model wzrostu go-
spodarczego. Funkcja produkcji typu CES zawiera trzy rézne sktadniki ulegajace
efektom postepu technicznego, jednym z nich jest zmiana w czasie wielkosci ela-
stycznosci substytucji pomiedzy odnawialnym i nieodnawialnym zasobem. Gdy
elastyczno$c tej substytucji dazy do zera oba zasoby sg doskonale komplementar-
ne. Zwigkszanie si¢ stopnia substytucyjnosci pomiedzy dwoma czynnikami pro-
dukcji, bedace efektem postepu technicznego, stwarza mozliwosci substytucji
obu czynnikoéw, w granicy czyniac te czynniki doskonale substytucyjnymi. Au-
torzy obserwuja zmiany zachodzace w modelowanej gospodarce pod wplywem
zmieniajacych si¢ egzogenicznie w czasie parametrow odzwierciedlajacych po-
step techniczny, prowadzacy do zmiany komplementarnosci zasobow odnawial-
nych i nieodnawialnych na ich doskonata substytucyjnosc.

2. Model

Podstawg konstrukcji modelu jest praca [6]. Rozwazamy gospodarke za-
mknietg, bez widocznego udziatu panstwa. Gospodarka ta zawiera L nieskoncze-
nie dlugo zyjacych jednostek. Dla uproszczenia zakladamy, ze L = 1 oraz ze ilo$§¢
jednostek jest stata w czasie. Gospodarstwa domowe sktadajace si¢ z tych jed-



Postep techniczny a rola zasobéw naturalnych w procesie produkcji 75

nostek podejmuja racjonalne decyzje w warunkach konkurencyjnej gospodarki,
maksymalizujac swoja taczng uzytecznos¢ konsumpcji:

+o0 ~r1-y
U(C)=f N e Pt

0 —

gdzie:
U — wielko$¢ uzytecznosci ptynaca ze zrealizowanej konsumpcji C,
p — wspotczynnik dyskonta konsumpcji, informujgcy o tym, jaka jest relacja uzy-
tecznosci ptynacej z konsumpcji w okresie biezagcym do uzytecznosci konsumpcji
realizowanej w okresie przysztym p € (0,1),
parametr y — sktonno$¢ gospodarstw domowych do wygtadzania konsumpcji,
vy=>0.

ZYoza nieodnawialnych zasobéw naturalnych wystepuja w modelowanej go-
spodarce w ilosci S, , a ich zmniejszanie sig postgpuje w tempie zgodnym z wiel-
ko$cig ich wydobycia:

S, =R,
gdzie:
S, — wielkos¢ 716z zasobow nieodnawialnych,

R, — wielkos¢ ich zuzycia, uzywana w procesie produkcyjnym,

+00
sNozf Rydt.
0

Rownoczesnie w modelowanej gospodarce wystepuje takze zasob S, odna-
wialnych zasobow, ktore moga by¢ utozsamiane z odnawialnymi zasobami natu-
ralnymi lub z zasobami kapitatu fizycznego. Zmniejszanie si¢ zasobéw odnawial-
nych postepuje w tempie zgodnym z wielko$cig ich spozytkowania. Odnawiaja
si¢ one w tempie W

So =R, * IUSO
gdzie:
S, — wielko$¢ zasobow odnawialnych,
R, — wielko$¢ jego zuzycia wykorzystywana w procesie produkcyjnym. Wyma-
gamy, aby V § > 0.
Wielko$¢ produkcji dana jest przez funkcje produkc;ji:
Y=ARP L'
gdzie:
R —taczna wielko$¢ zasobow zuzywanych w procesie produkcyjnym,
B — elastycznos¢ produkcji wzgledem wielkosci R,
A — pewny staty wspotczynnik majgcy interpretacje TFP.
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Catly postep techniczny ma zrédlo zewngtrzne, dopuszczamy zatem wzrost
A w czasie, w statym tempie g:

A=gA

Laczna wielko$¢ zasobow zuzywanych w procesie produkcyjnym R sktada
si¢ po czesci z zasobow odnawialnych i nieodnawialnych. Agregacja tych dwoch
roznych form w jedng ma posta¢ funkcji CES:

-1 -1 o
R =[a(@Ry) ¢ + (1 —a)(bRp) o ]Jo-1

gdzie parametry a i b stanowig o produktywnosci poszczegolnych form za-
sobow naturalnych, parametr a € (0,1) wazy udziat R, i R, w zasobie R, ¢ za$
jest elastyczno$cig substytucji pomigdzy zasobami. W przypadku, gdy ¢ = 0
mamy do czynienia z doskonatg komplementarnoscig obu form zasobow. Po-
wyzsza agregacja jest wtedy postaci funkeji Leontiewa, R = min{a R, b R }. Je-
zeli o € (0,1) oba rodzaje zasobéw sg komplementarne, aczkolwiek w roznym
stopniu. Gdy o = 1 agregacja staje si¢ agregacja typu Cobba-Douglasa posta-
ci R=(aR)"(bR,)"“ Jezeli parametr elastycznosci substytucji obu form zaso-
bow jest wiekszy od jednosci, oba rodzaje zasoboéw sa wobec siebie wzajemnie
substytucyjne, jej stopien rosnie wraz z 6. Gdy ¢ dazy do nieskonczono$ci oba
rodzaje zasobOw stajg si¢ doskonale substytucyjne, a ich agregacja jest postaci
R=0oaRN+ (I-a)b R,

Zmiany technologiczne objawiajg si¢ zatem przez wzrost o, a, b, u oraz
zmniejszanie si¢ o. Poniewaz abstrahujemy od inwestycji w kapitat fizyczny, cala
wielko$¢ produkeji przeznaczana jest na konsumpcje:

Y=C

Zmienne R 1 R, sg zatem w naszym problemie zmiennymi decyzyjnymi,

azmienne S, i S, zmiennymi stanu.

3. Rozwiazanie modelu i analiza wynikéw
Hamiltonian dany jest wzorem:

y1-y

1-y

H(Y, RNﬁRO!SN!SOlAIJAZ) = e_pT + Al(_RN) + AZ(_RO + MSO)
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Oznaczmy przez gx stope wzrostu w czasie zmiennej X. Uzyskany z warun-
koéw pierwszego rzedu uktad rownan, wraz z uprzednio omowionymi rownaniami
ruchu dla zmiennych stanu (czyli dla S, 1 S,), daje nastgpujgce rozwigzanie™:

o-1

bR, 1 .
| e
@

o-1

[

00 =5 (=g~ 1)+ e — (1= o )
W=\ A= +vp B-D-7F

. N S AU N i Y .Y [ S
o p\A-B)+yp B-1)-vB e (a(B—1) —yBo)

(@

g—1 o-1
B (« (@RT gy + (1 = DBRO)T g, )

gr=9+ 71 71
a (aRy) o ggy + (I —a)(bRy) @

g-1

Uk pO-aw | bR
WA= T =B (=B +18)| pp
(3)

Zauwazmy, ze stopy wzrostu poszczegdlnych zmiennych zalezg nie tylko od
parametrow, ale tez od wielkos$ci zasobow. Stopy te zmieniajg si¢ zatem w czasie
wraz ze zmiang udziatu zasobow odnawialnych w tacznej wielkosci zasobow uzy-
wanych w procesie produkcyjnym. Dla gospodarki w stanie rdwnowagi mozemy
dokona¢ analiz zmian tych stop wzrostu w przypadku zmodyfikowania wielkos$ci
poszczegblnych parametrow, obserwujac tym samym réznice w stopach wzrostu,
jakie moga wystapi¢ pomiedzy dwoma identycznymi gospodarkami, réznigcymi
si¢ tylko jednym aspektem. Poniewaz zwigzki pomiedzy tymi parametrami a ob-
liczonymi warto$ciami stop wzrostu sg silnie nieliniowe, znaki odpowiednich po-
chodnych beda podane dla konkretnych wartosci pozostatych parametrow. Zato-
zymy,ze:A=R,=R,=a=b=1,y=10,p=0,04,a=p=0,5u=0,01,g=0,03,
o € {0,5; 1; 2; 10}. Tabele 1 i 2 prezentuja znaki kolejnych pochodnych po wy-
branych parametrach.

" Uzyskanie tego rozwigzania wymaga dos¢ skomplikowanych obliczen, ktore dla wygody w ni-
niejszej pracy pomijamy. Obliczenia sg jednak dostepne u autora pracy na zyczenie.
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Tabela 1
Znaki odpowiednich pochodnych
X=0 x=A x=aq x=b
ag <0 o<1 >0 o<1
aRN <0 <0 =0 =1 =0 o=1
i >0 o>1 <0 o>1
dg <0 o<1 >0 o<1
aRO >() <0 :0 a':l :0 0‘:1
x >0 o>1 <0 o>1
dg <0 o<1 <0 o<1
a—y =0 =0 =0 o=1 =0 o=1
* >0 o>1 >0 o>1
Tabela 2
Znaki odpowiednich pochodnych
X=pu xX=a x=p xX=g
098y <0 >0 >0 <0
Oy
% <0 >0 >0 <0
Oy
% <0 <0 <0 >()

Z analizy wplywu zmian warto$ci poszczegolnych parametrow na stopy

wzrostu gtownych zmiennych modelowanej gospodarki mozna wysnué kilka
wnioskow:

Zwigkszenie stopnia komplementarno$ci/substytucyjnosci obu rodzajéw zaso-
boéw nie ma wptywu na stope wzrostu gospodarczego. Zmiana tego parame-
tru jest glownym, pozadanym tutaj efektem postepu technicznego. Zmniejsza-
nie si¢ stopnia komplementarnosci w kierunku substytucyjno$ci, a nastepnie
zwigkszanie si¢ stopnia substytucyjnosci tych dwoch czynnikéw produkcji po-
woduje jedynie wymiang wykorzystania zasobéw nieodnawialnych na wyko-
rzystywanie zasobéw odnawialnych. Efekt ten jest zgodny z teorig.

Zwigkszenie si¢ TFP (4) nie ma bezposredniego wptywu na stope wzrostu go-
spodarczego. Jezeli mamy zatem dwie gospodarki, majace identyczne para-
metry mikro- i makroekonomiczne, z ktérych jedna ma wyzsza taczna pro-
duktywno$¢ czynnikoéw produkcji, to obie beda si¢ rozwija¢ w tym samym
tempie. Jedyna korzysScia z posiadania wyzszego A4 jest zuzywanie mniejszych
ilosci obu form zasobow, osiggajac tym samym taki sam produkt, jak gospo-
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darka o nizszym poziomie rozwoju technologii, wykorzystujaca proporcjonal-
nie wigksze ilosci zasobow.

Zmiana produktywnos$ci obu form zasobéw wywotuje rozne efekty na sto-
pach wzrostu podstawowych zmiennych, zalezne od stopnia komplementar-
nosci obu czynnikéw produkcji. Na przyktad wzrost produktywnos$ci zaso-
bu nieodnawialnego (a) wywoluje spadek stopy zuzycia tego zasobu, jesli
obie formy zasobow sg wzajemnie komplementarne oraz wzrost stopy zuzy-
cia, jesli te czynniki produkcji sg substytucyjne. Identyczny efekt wywolany
jest w zuzyciu zasobu odnawialnego, odwrotny w stopie wzrostu gospodar-
czego. Jest to spowodowane faktem, iz jezeli np. zasoby sg komplementarne,
to podniesienie produktywnos$ci jednego z nich daje mozliwo$¢ zmniejsze-
nia jego wykorzystywania. Zasob 0w jest bowiem w procesie produkcyjnym
niezbedny, a zatem nalezy obnizy¢ jego zuzycie, mozliwie go oszczgdzajac.
Komplementarno$¢ drugiego zasobu takze zmusza do stosownego dopaso-
wania uzywanej wielkosci zasobu. Odwrotny efekt wystepuje, gdy zasoby sa
substytucyjne.

W przypadku uzyskania wyzszej warto$ci parametru p dostajemy obnizenie
stopy zuzycia obu form zasoboéw oraz stopy wzrostu gospodarczego. Szybsze
odnawianie si¢ zasobu odnawialnego pozwala na dokonywanie jego wyzsze-
go zuzycia dzi$, co umozliwia zmniejszenie tempa zmian jego zuzycia w przy-
sztosci. Wiaze si¢ to z nizszym tempem wzrostu gospodarczego.

Przesuni¢cie udziatdw obu form zasobow w strone zasobow odnawialnych
obniza stopy ich zuzycia. Zauwazmy, ze zmiana tego parametru nie zmienia
naktadu R ani R, zwigksza jedynie udziat jednego z nich w agregacji. Ob-
nizenie roli zasobu nieodnawialnego podwyzsza takze stope wzrostu gospo-
darczego.

Zwicgkszenie udziatu zagregowanych zasobéw w tacznej produkcji powodu-
je podniesienie stop ich zuzycia oraz obnizenie stopy wzrostu produkcji. Jest
to spowodowane oparciem gospodarki na czynniku produkcji, jakim sg zaso-
by naturalne, m.in. na zasobach nieodnawialnych, ktorych oszczedzanie jest
wskazane.

Zwigkszanie si¢ stopy egzogenicznego postgpu technicznego g obniza stopy
zuzycia obu form zasobdw oraz podnosi stopg wzrostu gospodarczego. Jest to
zgodne z klasycznymi wynikami — gtdéwnym mechanizmem wzrostu okazu-
je sie postep techniczny. Stopa jego wzrostu powoduje obnizanie zuzycia obu
form zasobow w czasie, w szczegdlnosci zasobow nieodnawialnych.
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Podsumowanie

Skonstruowany model, bedacy rozszerzong wersja modelu z pracy [6],
uwzglednia proces zuzywania si¢ i odnawiania jednej z form zasobow. W stosun-
ku do oryginalnego modelu wprowadzenie kolejnego parametru pozwala na uzy-
skanie dalszych wynikow uogdlniajacych dotychczas uzyskane, aczkolwiek nale-
zy wprost przyznac, iz analiza rozszerzonego modelu nie jest jeszcze zakonczona,
ani nie jest tak bogata, jak ta przeprowadzona w modelu oryginalnym. W dalszym
ciggu wymagana jest poglebiona refleksja nad wynikami. Tym niemniej nalezy
zauwazy¢, ze jakosciowo wyniki sg podobne. Postep techniczny, odzwierciedla-
jacy si¢ w modelu na kilka sposobow, za kazdym razem prowadzi do obnizenia
zuzycia obu form zasobow. Innowacje technologiczne zatem, nie tylko nakiero-
wane bezposrednio na zmiang roli zasoboéw naturalnych nieodnawialnych w pro-
cesie produkcyjnym, ale takze na zwykle podniesienie efektywnosci wykorzy-
stania wszelkich czynnikéw produkcji, bedg prowadzi¢ do zmniejszenia zuzycia
wyczerpujacych si¢ zasobow. Moze to oznaczaé, ze skonstruowany model og6lnie
ma przewidywania technologicznie optymistyczne. W dalszym ciggu jednak wie-
le nierealistycznych szczegdélow wymaga dopracowania. Zauwazmy bowiem, ze
wprowadzenie ujemnej stopy zmian wydobycia i wykorzystania zasobow w pro-
cesie produkcyjnym powoduje wyktadniczy spadek R, do zera w nieskonczonym
czasie. To bezposrednio prowadzi do sytuacji, gdy w pewnych, dalszych momen-
tach czasu wydobywane sg sladowe ilo$ci tego zasobu, np. jedna kropla ropy naf-
towej, a nawet jej cze$¢. Oznacza to, ze ropa naftowa skonczy si¢ raczej wezesniej
niz w nieskonczonym czasie, co przewiduja inne prace, np. [7]. Wydaje sie takze,
iz nalezatoby w modelach tego typu wprowadzi¢ zagadnienie akumulacji kapitatu
fizycznego, a nawet inwestycje w odnawianie zasobu odnawialnego.
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TECHNOLOGICAL PROGRESS AND NATURAL
RESOURCES IN PRODUCTION PROCESS

Summary

The ongoing technological progress creates many new possibilities for the use of nat-
ural resources. Economic theory does not give a straight answer to questions on the role of
resources in the production process — it is unclear if natural resources are complementary
or substitutive with other factors. A natural question on the impact of these facts on long-
term economic growth arise. There are opinions that technological progress will provide
solution to all the problems associated with the depletion of the resources.

The purpose of this paper is to attempt to answer questions about the theoretical re-
lationship between long term economic growth, technological progress and the consump-
tion of natural resources, taking into account the modern theory of growth and ecological
economics. The main subject of research is the impact that role of natural resources (com-
plementary or substitution) to the other factors of production can have on growth. An ad-
ditional question is about role of exogenous technological progress.
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0 ISTOCIE WARTOSCI BIEZACEJ

Wprowadzenie

Fundamentalnym zatozeniem arytmetyki finansowej jest pewnik, ze wartos¢
pieniadza ro$nie wraz z uplywem czasu, po jakim bedzie on spozytkowany. Za-
lozenie to jest uzasadniane na og6t poprzez analiz¢ réwnania wymiany pienig-
dza" zaproponowanego przez Irvinga Fishera. W analizie tej korzysta si¢ z dodat-
kowego zatozenia o statej ilosci pienigdza. Jest to typowo normatywne zatozenie
1 z tego wzgledu rozpatrywang w arytmetyce finansowej warto$¢ pienigdza be-
dziemy nazywac¢ warto$cig normatywng pienigdza. Proces przyrostu warto$ci nor-
matywnej nazywamy procesem aprecjacji kapitatu. Wzrost wzglednej aprecjacji
wywolany przez przyrost wartosci nominalnej pienigdza nazywamy efektem sy-
nergii kapitatu. Jesli wzgledna aprecjacja przebiega w sposob niezalezny od war-
tosci nominalnej pienigdza, to stwierdzamy niewystgpowanie efektu synergii.
Z drugiej strony na ogot stosowana praktyka gospodarczo-finansowa powoduje
przyrost ilo$ci pienigdza szybszy od przyrostu wolumenu produkcji. Obserwuje-
my wtedy spadek wartosci realnej pieniadza. Oznacza to, ze warto$ci normatyw-
nej pienigdza nie mozemy identyfikowac z jego wartoscig realna. Rodzi to pytanie
o istote pojecia ,,warto$ci normatywnej”. Konsekwencja tego pytania jest kolejne
pytanie o istot¢ podstawowych funkcji arytmetyki finansowe;j.

W ostatnich latach w arytmetyce finansowej wyodrebnit sie nurt badawczy
eksponujacy role odgrywang przez pojecie ,,uzytecznosci strumienia finansowe-
g0”. Do tego nurtu nalezg m.in. prace [5; 6; 7; 8; 9; 10; 18]. Stosujac to podejscie
mozemy przedstawic pojecie ,,wartosci normatywnej” w kontekscie funkcji uzy-
tecznos$ci. Takie podejscie rzuca nowe §wiatto na podstawowe zmienne arytme-
tyki finansowe;j.

Celem rozwazan prezentowanych w tym opracowaniu jest objasnienie na
gruncie teorii uzytecznosci pojecia ,,wartosci biezacej”. Cel ten zostanie osiggnig-

*

Taka analiza zostata opisana np. w [15].
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ty poprzez budowe modelu formalnego o mozliwie niskim stopniu ztozonosci
logicznej. Dzigki temu begdzie mozna zdefiniowaé warto$¢ biezaca jako funkcje
spelniajaca pewien prosty uktad aksjomatow. Uzyskana ta drogg definicja zosta-
nie poréwnana z aksjomatyczng definicjg wartosci biezacej przedstawiong w [11].
W celu pokazania przydatnos$ci budowanej teorii dyskutowany tutaj tez bedzie
efekt synergii kapitatu.

1. Uporzadkowana przestrzen strumieni finansowych

Niech bedzie dany zbiéor momentéw czasowych ® < [0, + . W szczegol-
nym przypadku moze to by¢ zbiér momentow kapitalizacji lub nieujemna potpro-
sta czasu.

W analizie rynkow finansowych kazda z ptatnos$ci jest reprezentowana przez
instrument finansowy opisany jako strumien finansowy (¢, C), gdzie symbol ¢ € 8
oznacza moment przeptywu strumienia, natomiast symbol C € R opisuje warto$¢
nominalng tego przeptywu. Kazdy z tych strumieni finansowych moze by¢ reali-
zowanag nalezno$cig lub wymaganym zobowigzaniem. Warto§¢ nominalna kazde;
naleznos$ci jest nieujemna. Zobowigzania obcigzajace dtuznika stanowig zawsze
nalezno$¢ wierzyciela. W tej sytuacji warto$¢ zobowigzania jest rowna wzigtej ze
znakiem minus wartos$ci naleznosci odpowiadajacej temu zobowigzaniu.

W pierwszym kroku nasze rozwazania ograniczymy do zbioru ®@*=0 x [0, + o[
wszystkich naleznosci (¢, C). Na zbiorze tych naleznosci kazdy z inwestorow
okresla swoje preferencje. Preferencje te maja pewne wspdlne cechy.

Referujac podstawy teorii kapitatu, de Soto [16] przedstawil regule preferen-
cji czasowej. Reguta ta glosi, ze przy uwzglednieniu zasady ceteris paribus pod-
miot ekonomiczny woli zaspokoi¢ swoje potrzeby badz osiaga¢ postawione cele
mozliwie jak najszybciej. Inaczej mowiac, kiedy podmiot ma przed soba dwa cele
o subiektywnie jednakowej wartosci, to wyzej sobie ceni ten, ktéry moze osiagnaé
w krotszym czasie. W szczegdlnym przypadku oznacza to, ze inwestor poréwnu-
jac dwie wplaty o rownej warto$ci nominalnej zawsze preferuje wptate szybciej
dostepna. Relacje t¢ opisujemy za pomocg preporzadku Z1 zdefiniowanego na-
stepujaco:

V(ty, C1), (£, C) € @2 (4,C) 27 (£5,C) &t <ty (1

Z drugiej strony jest oczywiste, ze kazdy podmiot ekonomiczny w swoim
dziataniu kieruje si¢ regulg preferencji majatkowej. Reguta ta oznacza, ze przy
uwzglednieniu zasady ceteris paribus podmiot ekonomiczny woli wchodzi¢ we
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wladanie mozliwie jak najbardziej warto§ciowych przedmiotow ekonomicznych,
czyli kiedy ma przed sobg dwa przedmioty ekonomiczne rownoczesnie dostepne,
to wybiera ten, ktory charakteryzuje si¢ wigksza subiektywng wartoscig. W szcze-
gblnym przypadku oznacza to, ze inwestor porownujac dwie rownoczesnie do-
stepne wplaty zawsze wybiera wplate o wyzszej wartosci. Relacje te opisujemy
za pomocg preporzadku #¢ zdefiniowanego nastgpujaco:

V(t1,C1), (£, C) € PT:(t,C) »¢ (t,C) & €1 2 G, (2)

Réwnoczesne uwzglednienie obu tych preporzadkéw prowadzi do ostatecz-
nego okreslenia relacji preferencji 7 na zbiorze ®* naleznosci, jako pordwnania
wielokryterialnego:

V(ty, Cp), (t5,C;) € DT (1, Cr) > (8, C) © t S AL 2 G (3)
Istnieje wtedy funkcja uzytecznosci U:®* — [0, + oo spelniajgca warunek:
V(ty, C1), (t,C;) € DF: (1, C) = (5, Cy) = Ulty, C;) 2 U(ty, () 4

W kolejnym kroku nasze rozwazania poswiecimy zbiorowi @ =@ x | —o, 0]
wszystkich zobowiazan (¢, C'). Nalezno$¢ zawsze stanowi kapitat wierzyciela. Zo-
bowigzanie dtuznika powstaje na skutek udostepnienia tego kapitatu dtuzniko-
wi przez wierzyciela. Zaleznos$¢ ta powoduje, ze korzysci osiggane przez wierzy-
ciela stanowig koszt dluznika. Oznacza to m.in., ze relacja preferencji okreslona
na zbiorze zobowigzan jest relacjag odwrotng do relacji preferencji okreslonej na
zbiorze naleznosci. W tej sytuacji relacja relacji preferencji # na zbiorze ®~ zobo-
wigzan jest okreslona za pomocg rownowaznosci:

V(ty, Gy, (62, C2) € D72 (61, Cy) 2 (82, Co) & (8 —C2) > (81, —Cy) (5)
Porownanie zaleznosci (3) i (5) prowadzi do ostatecznego okreslenia relacji
preferencji 7 na zbiorze ® zobowigzan jako poréwnania wielokryterialnego:

V(ty, C), (£, C)) €ED7:(ty,Cy) 2 (85, C) ©t1 26, A0 2 C, (6)

Istnieje wtedy funkcja okreslajaca uzytecznos¢ poszczegdlnych zobowigzan.

Z finansowego punktu widzenia kazda nalezno$¢ jest bardziej uzyteczna niz do-
wolne zobowigzanie, co zapisujemy:

V((ty, C), (£2,C5) ) € DT X @71 U(ty, C;) = U(ty, Cy) (7)

Spetnienie tego warunku mozemy uzyskac poprzez przyjecie zatozenia, ze
uzyteczno$¢ dowolnego zobowigzania jest liczbg nieujemng”. Mozemy zatem
stwierdzi¢, ze istnieje funkcja uzytecznosci U;d~ — |—oo, 0] spelniajaca waru-
nek:

V(t1, Cy), (82, Cp) € D70 (ty,C1) * (85, C0) 2 U(ty, Cp) 2 U(ty,Cr) (8)

" Pojecie ,,ujemnej uzytecznosci” zostato zaproponowane i dyskutowane w pracach [2; 3; 15].
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Podsumowujac dotychczasowe rozwazania mozemy stwierdzi¢, ze na zbio-
rze ® = O x R wszystkich strumieni finansowych zostata okreslona relacja prefe-
rencji 7. Relacja ta jest okreslona za pomocg alternatywy poréwnan wielokryte-
rialnych w nastepujacy sposob:

V(ty,C1), (5, C3) € @: (81, C1) = (62, C5) ©
St 2t,N0=2C=>2C)V (L <t,;ANC(;=C(C,=0) 9)

Preporzadek ten nie jest liniowy. Istnieje tutaj funkcja uzytecznosci U:® — R
spetniajgca warunek:
V(ty, C1), (E2,G) € @: (81, Cy) 2 (6,G5) = U(ty, €1) 2U(L,, () (10)
Okreslona w ten sposob funkcja uzytecznosci moze mie¢ subiektywny cha-
rakter [4].

2. Uzytecznos$¢ strumienia finansowego

Zbadajmy teraz wtasciwosci wyznaczonej powyzej funkcji uzytecznosci. Po-
rownanie dziedzin funkcji uzytecznosci opisanej w (4) i (7) pozwala zapisac:
vte®: U(t0)=0 (11)
Preporzadek 7 okre$la na zbiorze @ ostry porzadek > zdefiniowany za po-
moca rownowaznosci:
V(ty, Cy), (£, C3) € @: (8, C1) > (8,,C0) ©
S (t1,6) # (82,6) A~ (62, C) = (84,€))) (12)
Ostry porzadek jest okreslony przez alternatywe poroéwnan wielokryterial-
nych:
V(t, 1), (t2, C;) € D: (1, C1) = (8, C) &
St 2t,NA02C,>C)V(t;>t,A0>2C,=C,)V

V(i St,AC;>C,=20) V(L <t,ANC; =C,=0) (13)
Z drugiej strony mamy tutaj:
V(t, Cp), (82, C5) € @ (£1,C1) > (t2,C5) = U(ty, €1) > U(ty, ) (14)
Porownujac (12), (13) i (14) otrzymujemy:
VtEOV(,C,ER: C;>C,>20=U(t,C)>U(t,Cy) >0 (15)
VEEOVC,CLER 0=2C,>C,=>0=>U(t,Cy) > U(t,Cy) (16)

Wszystko to razem oznacza, ze uzytecznos$¢ jest funkcja rosnaca wartosci
nominalnej przeplywu, co zapisujemy:
VvVt € @VCl, CZ € R: C1 > CZ = U(t, Cl) > U(t, Cz) (17)
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Nastepnie porownujac (13) i (14) dostajemy:
VC >0Vt t, €0:t; <t, = U(ty,C) > U(t,, C) (18)

VC <0Vty,t, €0: t; <t, > U(ty,C) <U(ty, C) (19)
Kwestig umowna jest wyskalowanie wartosci funkcji uzytecznosci. Przyj-
mujemy tutaj, ze uzyteczno$¢ natychmiastowego przeplywu finansowego jest
roéwna wartosci nominalnej tego przeptywu. Zatozenie to zapisujemy jako waru-
nek brzegowy:

VCeR: U(0,C)=C (20)
Wszystkie te wlasciwosci funkcji uzytecznosci zostang dalej wykorzystane

do badania wlasciwosci podstawowych modeli arytmetyki finansowe;.

3. Wartos¢ biezaca

Dla preporzadku # okreslonego przez réwnowaznos¢ (9) wyznaczamy jego
liniowe domknigcie =. Preporzadek = jest okreslony nastepujaco:
V(ty, Cy), (62, C) € D: (1, C1) 2 (8, C,) © U(ty, G) 2 UL, () (21)

Powyzszy preporzadek wyznacza nastgpujaca relacje = rownowaznos$ci stru-
mieni finansowych:
V(tl, Cl)' (tz, Cz) € ¢: (tll Cl) = (tz, Cz) (= U(tl, Cl) = U(tz, Cz) (22)

Jesli dwa strumienie finansowe sg jednakowo uzyteczne, to uwazamy je za
rownowazne. O strumieniu finansowym réwnowaznym do danego mowimy, ze
jest ekwiwalentem tego ostatniego. Warto$¢ nominalng dowolnego ekwiwalen-
tu danego strumienia finansowego identyfikujemy jako warto$¢ normatywna tego
strumienia.

Analiza warunkow (17) i (18) prowadzi nas do sformutowania zasady apre-
cjacji. Zasada ta glosi, ze warto$¢ normatywna nalezno$ci ro$nie wraz z czasem,
po jakim nalezno$¢ ta bedzie ptatna. W ten sposob teoria uzytecznosci potwierdza
fundamentalny pewnik arytmetyki finansowej gloszacy, ze warto$¢ pieniadza ro-
$nie wraz z uplywem czasu.

Opisane powyzej pojecie ,,wartosci normatywnej” moze by¢ ujete w kar-
by modelu formalnego. Niech begdzie dany natychmiastowy przeptyw finansowy
o wartosci nominalnej C € R. Przeptyw ten jest jednoznacznie przypisany stru-
mieniowi finansowemu (0, C). W dowolnym momencie V¢ € ® warto$¢ norma-
tywna dyskutowanego przeptywu jest rowna C,. Zgodnie z definicjg (22), relacji
rownowazno$ci strumieni i warunkiem brzegowym (20) mamy tutaj tozsamosc:
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C=U0,0)=UtC) (23)

Zgodnie z warunkiem (17), dla ustalonego momentu V¢ € ® jednoznacznie
wyznaczamy warto$¢ normatywna:

C=FVt C)=U'(t C) (24)

Okres$long w ten sposob funkcje FV: @ — [0,+oo[ w arytmetyce finansowe;j

nazywamy warto$cig przyszta. Funkcje wartosci przysztej mozna przedstawic za

pomoca tozsamosci:
FV(t,C)=C-5(tC) (25)

gdzie funkcja §: @ — [0, +o°[ jest nazywana czynnikiem aprecjacji kapitatu. Czyn-
nik aprecjacji kapitatu jest niemalejaca funkcjg czasu spetniajaca warunek brze-
gowy:

5(0,0) =1 (26)

Czynnik aprecjacji kapitatu opisuje przebieg procesu wzglednej aprecjacji
kapitatu. Jesli ten czynnik jest funkcja rosngcg dodatniej warto$ci kapitatu, to wte-
dy mamy do czynienia z efektem synergii kapitatu.

Gléwnym przedmiotem naszych dociekan bedzie dowolny strumien finanso-
wy (z, C). Dla tego strumienia mozemy okresli¢ jego ekwiwalent. Warto§¢ nomi-
nalng C; tego ekwiwalentu nazywamy warto$cig biezacg i oznaczamy symbolem
PV(t, C). Zgodnie z definicja (22) relacji rownowaznos$ci strumieni i warunkiem
brzegowym (20) mamy tutaj tozsamosc¢:

Co=PV(t,C)=U(0,Cy) =U(t,C) (27)

Warto$¢ biezaca dowolnego strumienia finansowego jest identyczna z jego
uzytecznos$cig. Stwierdzenie to w pelni wyjasnia istot¢ pojecia ,,wartosci bieza-
cej”. Z drugiej strony taka identyfikacja wartosci biezacej rodzi pewne problemy
formalne, o ktorych bedzie mowa w kolejnej czesci. Teraz nasza uwage skupimy
na formalnych wtasnosciach funkcji PV:® — R okres$lonej przez tozsamos¢ (27).
Mamy tutaj:

vCeR: PV(0,C)=C (28)

vt e ®: PV(t,0)=0 (29)

V(ty, C),(t,,C) € DT t; < t, = PV(t;,C) > PV(t,, C) (30)
V(ty,C),(t,,C) €D~ t; <t, = PV(t;,C) < PV(t,, () (31

V(t,Cy),(t,Cy) EP:C; < Cy, = PV(t,C) <PV(tCy) (32)
Funkcj¢ wartosci biezacej mozna przedstawic¢ za pomocg tozsamosci:
Cc
PV(t,C)=C -9t C) = ——— (33)

3(t, FV (¢, C))
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gdzie czynnik dyskontujgcy 7: @ — ]0; 1] jest nierosnacg funkcjg czasu spehia-
jaca warunek brzegowy:

7(0,C) =1 (34)

Zauwazmy, ze w [11] warto$¢ biezaca zostata zdefiniowana jako dowolna

funkcja PV:® — R speltniajgca warunki (28), (30) i dodatkowo warunek addytyw-
nos$ci warto$ci biezacej:

v(t,Cy),(t,C,) € D: PV(t, Cy + Cy) = PV(t,Cy) + PV(t,Cy) (35)

W tej pracy warunek (35) braku efektu synergii zostal zastgpiony przez

znacznie ogolniejsza koniunkcje¢ warunkow (29), (31) i (32). Z drugiej strony

w [11] wykazano, ze warunek (35) jest warunkiem koniecznym i dostatecznym

na to, aby wartos¢ biezaca PV:® — R spehiajgca warunki (28) i (30) stanowita

funkcje dang zaleznoscia:

PV(t,C) =C - v(t) (36)
gdzie czynnik dyskontujacy v: @ — ]0; 1] jest nierosngca funkcja czasu spetnia-
jaca tozsamosc:

v(t) = 9(t, C) (37)

Oznacza to, ze warunek (35) addytywnos$ci wartosci biezacej jest warunkiem
koniecznym i dostatecznym do niewystepowania efektu synergii. Dowolna funk-
cja wartosci przysztej okreslona za pomoca tozsamosci (27) moze nie spetniaé
warunku (35). Obserwujemy wtedy zjawisko interakcji pomigdzy warto$cig no-
minalng i terminem przeplywu strumienia finansowego. Stwierdzone do tej pory
wlasciwosci funkcji uzytecznosci U:® — R nie pozwalajg stwierdzié, czy interak-
cja ta ma charakter efektu synergii kapitatu.

4. Efekt synergii kapitatu

Pierwsze prawo Gossena informuje o tym, ze krancowa uzyteczno$¢ bogac-
twa maleje. Zbadajmy teraz konsekwencj¢ przyjecia zatozenia gloszacego, ze
funkcja uzytecznosci U:d" — [0, +oo okreslona przez warunek (4) spetnia waru-
nek malejacej krancowej uzytecznosci bogactwa. Dla dowolnej funkcji warto$ci
biezacej mozemy wtedy zapisac:

V(t,C), (t,Cy) € PTVa e |0;1] :
a-PV(t,C)+(1—a) -PV(tC) <PV(ta-C;+(1—-a) Cy) (38)

W nierownosci (38) podstawiamy C, = 0. Dla dodatniej warto$ci C, < C,

mamy wtedy:
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& PV(tC)+(1 C3) PV (¢t 0)<PV(t ¢ +(1 C3) 0)
Cl y U1 Cl ) !Cl 1 Cl

co razem z (29), po prostych przeksztatceniach prowadzi do:
PV(t,Cy) < PV(t,C5)
C, Cs
Nastepnie, korzystajac z (33) otrzymujemy:
§(t, C3) <5(t,C) (39)
Czynnik aprecjacji kapitatu okazat si¢ funkcjg rosnaca warto$ci nominal-
nej. Oznacza to, ze pierwsze prawo Gossena jest warunkiem dostatecznym dla
ujawnienia si¢ efektu synergii kapitatu. Obiektywnie obserwowanym faktem jest
tez stosowanie w arytmetyce finansowej liniowej funkcji wartosci biezacej danej
w postaci (36). Pozwala to na postawienie hipotezy, ze dowolng funkcje wartosci
biezacej mozemy zapisac:
v(t,Cy), (t,C;) € @T Va € [0;1] :
a-PV(t,C)+(1—a) - PV(t,C) <PV(t,a-Ci+(1—a)-C;)  (40)
Nierownosc¢ (40) opisuje stabg wersje pierwszego prawa Gossena stwierdza-
jaca, ze krancowa uzyteczno$¢ bogactwa nie rosnie. W celu weryfikacji tej hipo-
tezy zbadajmy konsekwencje zaprzeczenia warunku (40). Istnieja wtedy dodat-
nie wartosci C, < C,ia € ]0; 1] takie, ze dla pewnego momentu * € © spetniona
jest nierownos¢:
a-PV(t",C)H)+(A—a) -PV(t"C) >PV(tha-C,+(1—a):C,)
Oznacza to m.in., Ze istniejg wartosci X1, X2 € [Cq, C2] takie, ze spetnione
sg warunki:

n<a-G+-a)-G<x,
RERPLLGT: ELIGL B

Wtedy, korzystajac z (33) otrzymujemy:

co pozostaje w sprzecznosci z efektem synergii kapitatu. Oznacza to, ze
pierwsze prawo Gossena jest warunkiem koniecznym i dostatecznym dla ujaw-
nienia si¢ efektu synergii kapitatu.

Ponadto w praktyce finansoOw nie jest znany incydent zmniejszania si¢
wzglednej predkosci aprecjacji rownoczes$nie ze wzrostem warto$ci nominalne;.
Fakt ten oznacza empiryczne zaprzeczenie nierdéwnosci (41). W ten sposob zosta-
ta pozytywnie zweryfikowana hipoteza stwierdzajgca, ze dowolna funkcja warto-
$ci przysztej PV.® — R spetnia warunek (40).
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Podsumowanie

Przedstawione w pracy rozwazania na temat wzajemnych relacji pomigdzy
uzytecznos$cia bogactwa a wartoscig biezaca wykazuja logiczng spojnos¢ formal-
nych modeli ekonomii i finansow.

Wykazanie, ze warto$¢ biezaca danego strumienia finansowego jest iden-
tyczna z uzytecznoscig tego strumienia wskazuje na subiektywny charakter poje-
cia ,,warto$ci biezacej”. W tej sytuacji otrzymujemy podwaliny teoretyczne pod
budowe modeli finanséw behawioralnych wykorzystujacych subiektywne oceny
warto$ci biezacej. Przyktady takich modeli mozna znalez¢ w pracach [12; 13].

Na marginesie tej pracy warto tez dostrzec, ze dziedzina badan arytmety-
ki finansowej w coraz wigkszym stopniu wykracza poza domeng teorii procentu.
W tej sytuacji arytmetyke finansowg nalezy traktowac jako rozszerzenie opartej
na obiektywnych przestankach teorii procentu. Wobec subiektywnych aspektow
podejmowanej problematyki dynamicznej oceny pienigdza jest to rozszerzenie
1stotne.

Literatura

1. Arrow K.J., Essays in the theory of risk-bearing, Elsevier, Amsterdam 1971.

2. Becker G.S., An Economic Analysis of Fertility, w: Demographic and Econo-
mic Change in Developed Countries, New York 1960.

3. Cooper B., Garcia Pefialoza C., Funk P., Status effect and negative utility
growth, “The Economic Journal” 2001, No. 111.

4. Dacey R., Zielonka P., A detailed prospect theory explanation of the disposi-
tion effect, “Journal of Behavioral Finance” 2005, No. 2/4.

5. Doyle J.R., Survey of time preference, delay discounting models, Working
Paper, Cardiff Business School, Cardiff University 2010, http://ssrn.com/abs-
tract=1685861 (12.01.2011).

6. Epper T., Fehr-Duda H., Bruhin A., Uncertainty Breeds Decreasing Impatien-
ce: The Role of Risk Preferences in Time Discounting. Working Paper No.
412. Institute for Empirical Research in Economics, University of Zuerich,
2009, http://ssrn.com/abstract=1416007 (15.02.2011).

7. Frederick S., Loewenstein G., O’Donoghue T., Time Discounting and Time
Preference: A critical Review, “Journal of Economic Literature” 2002, Vol. 40.

8. Killeen P.R., An additive-utility model of delay discounting, “Psychological
Review” 2009, No. 116.



0 istocie wartosci biezacej 91

10.

I1.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

Kim B.K., Zauberman G., Perception of Anticipatory Time in Temporal Disco-
unting, “Journal of Neuroscience, Psychology, and Economics™ 2009, Vol. 2.
Kontek K., Decision Utility Theory: Back to von Neumann, Morgenstern,
and Markowitz. Working Paper, 2010, http://ssrn.com/abstract=1718424
(03.01.2011).

Piasecki K., Od arytmetyki handlowej do inzynierii finansowej, Poznan
2005.

Piasecki K., Behavioural Present Value, “Behavioral & Experimental Fi-
nance eJournal” 2011/4, http://hq.ssrn.com/Journals/IssueProof.cfm?abstrac-
tid=1729351&journalid=1504395&issue_number=4&volume=3&journal
type=CMBO&function=showissue (22.02.2011).

Piasecki K., Simple Return Rate at Imprecision Risk, Capital Markets: Asset
Pricing & Valuation eJournal 2011/115, http://hq.ssrn.com/Journals/IssuePro-
of.cfm?abstractid=1885771&journalid=1508951&issue_number=115&volu-
me=3&journal type=CMBO&function=showissue (10.11.2011).

Piasecki K., Ronka-Chmielowiec W., Matematyka finansowa, C.H. Beck,
Warszawa 2011.

Rabin M., Incorporating Fairness into Game Theory and Economics, “The
American Economic Review” 1993, Vol. 83, No. 5.

Soto de J.H., Pieniadz, kredyt bankowy i cykle koniunkturalne, Warszawa
2009.

Zauberman G., Kyu Kim B., Malkoc S., Bettman J.R., Discounting Time and
Time Discounting: Subjective Time Perception and Intertemporal Preferen-
ces, “Journal of Marketing Research” 2009, Vol. XLVI.

THE ESSENCE OF PRESENT VALUE

Summary

Theoretical basis for discussion is the natural nonlinear preorder defined on the set

of financial flows. Then there exists a utility function consistent with this preorder. Two fi-

nancial flows are equivalent iff their utilities are equal. Then we can show that the present

value of financial flow is equal to its utility. Lack of capital synergy is not a necessary con-

dition for this thesis.
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ALTERNATYWNE WZGLEDEM UJECIA
MARKOWITZA PODEJSCIE DO SZACOWANIA
STOPY ZWROTU Z PORTFELA

Wprowadzenie

W analizach portfelowych jednym z najwazniejszych rozwazanych para-
metrow jest oczekiwana stopa zwrotu. Szacowaé ja mozna — w sensie uzytego
wzoru — przy uzyciu wielu réznych metod. Warto zwrdci¢ uwage, ze po przyje-
ciu okreslonej metody mozliwe do zastosowania sa dwa zgota odmienne ujecia.
Pierwsze (ujecie niejednolite — UN) polega na osobnym szacowaniu oczekiwa-
nych stdp zwrotu z pojedynczych walorow (zgodnie z przyjeta metoda), a nastep-
nie na swego rodzaju interpolacji — wymagajacej uzycia kolejnej metody — uzyska-
nych oszacowan na portfele o dowolnych udziatach procentowych walorow (tak
jest np. w klasycznym modelu Markowitza). Drugie (ujecie jednolite — UJ) — kto-
rego prezentacja oraz pokazanie pewnych jego przewag jest zasadniczym celem
opracowania — polega na jednolitym traktowaniu wszystkich bez wyjatku portfeli
(o réznych udziatach procentowych waloréw, w tym takze pojedynczych). Skut-
kiem tego uzyskuje si¢ spojnos¢ merytoryczng metodologii szacowania oczeki-
wanych stop zwrotu.

Wsérod metod szacowania oczekiwanej stopy zwrotu, ktore sa powszechnie
akceptowane i stosowane w praktyce nalezy wymieni¢ tzw. metody historyczne,
bazujace na zalozeniu niezmiennosci stop zwrotu w czasie i odwotujace si¢ do ich
przesztych realizacji.

Niech zatem rozwazony bedzie pewien indeks Y (np. warto$¢ pojedyncze-
go waloru lub warto$¢ portfela), ktory w chwili 7 (¢ € {1, ..., T}) przyjat wartos¢
Y, za$ jego stopa zwrotu byta rowna R. Wowczas jako oszacowanie oczekiwane;j
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stopy zwrotu r, na chwile 7+ 1 mozna przyja¢: a) Srednig arytmetyczng realiza-
cji stopy zwrotu, b) sSrednig wazona realizacji stopy zwrotu, ¢) zrealizowanag stope
zwrotu za caty okres inwestycji w przeliczeniu na okres jednostkowy, ktore dane
sg odpowiednio wzorami:

1 T
rE - 7 t=1 Rt (1)
T
v, = thRt ()
t=1
r, = (Y, /Y"1 3)

T

gdzie wagi c, spelniajg warunki: ¢, >, th =1.

t=1

Aby uszczegbdtowi¢ rozumienie obu uje¢ (UN, UJ) szacowania stopy zwro-
tu w przypadku portfela, przyjmijmy kolejne oznaczenia. Niech X , ... ,X ozna-
czajg n walorow sktadajacych si¢ na portfel Z(w), gdzie w = (w,, ..., w ) okresla
udziaty (pod wzgledem warto$ci) poszczegdlnych walorow.

Wowczas w sensie UJ, po uprzednim wyborze metody (wzoru) szacowania
oczekiwanej stopy zwrotu, stosuje si¢ t¢ metode dla kazdego wyboru w udziatow
walorow w portfelu. W szczegdlnosci wiec rowniez w odniesieniu do kazdej ze
sktadowych portfela uzyta jest dokfadnie ta sama metoda — dla X, mamy bowiem
w=(0,...,0,1,0,...,0).

W sensie UN, po uprzednim wyborze metody (wzoru) szacowania oczekiwa-
nej stopy zwrotu, stosuje si¢ t¢ metode tylko wzglgdem walorow X, a nastgpnie
z wykorzystaniem jakiej$ metodologii szacuje si¢ (interpoluje) oczekiwang sto-
pe zwrotu z portfela w oparciu o oszacowania wyznaczone dla waloréw. W tym
kontekscie, w praktyce powszechnie stosowane jest podejscie zaczerpnigte z kla-
sycznej markowitzowskiej teorii optymalizacji portfela, tzn. za oczekiwanag stope
zwrotu z portfela przyjmuje si¢ srednig wazona stop zwrotu ze wszystkich walo-
row (wagami sg udziaty w). Wiasnie ze wzgledu na t¢ powszechno$¢ poroéwnanie
istoty UJ 1 UN zostanie poczynione w dalszym ciggu opracowania przez state od-
niesienie si¢ w przypadku UN do liniowej, markowitzowskiej interpolacji oszaco-
wan oczekiwanej stopy zwrotu z portfela.

Abstrahujac od faktu, czy model Markowitza jest wtasciwym narzedziem
do optymalizacji portfela” nalezy podkresli¢, ze bezrefleksyjne przeniesie jedy-

*

Wsrod wielu prac krytykujacych metod¢ Markowitza mozna wymieni¢ opracowanie [1], w kto-
rym pada nawet stwierdzenie, ze ,,jest ona w praktyce nieuzyteczna”.
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nie jednego elementu tego modelu — czyli metody szacowania oczekiwanej stopy
zwrotu z portfela — w inne realia moze prowadzi¢ do pewnych przektaman.

1. Rozbieznos$¢ miedzy ujeciami szacowania oczekiwanej stopy zwrotu’

Aby uzmystowi¢ sobie wage nakre$lonego problemu dokonamy analizy pro-
stego przyktadu. Niech dane bedg dwa walory X 1 X, ktore rozwazamy w dwoch
nastepujacych po sobie momentach 1 =01 ¢ = 1. Przyjmujemy, ze warto$ci walo-
row ksztattujg si¢ nastgpujaco: X =80, X, =90 oraz X, = 60 , X, =55. Stad
zrealizowane stopy zwrotu tych waloréw vx’fynoszq odpov’viednio é,’ ﬁ 1 s3 one
przyjete za oczekiwane stopy zwrotu z walorow. Nastepnie budujemy portfel zto-
zony z n, =4 jednostek waloru X i 7, = 6 jednostek waloru X, (tym samym udzia-
ty pod wzgledem ilosci wynoszg odpowiednio v, = 0,4, a v, = 0,6). Wartos¢ port-
fela w momentach =017 =1 jest wigc odpowiednio rowna Z = 680 i Z = 690.
Oznacza to, ze zrealizowana (i przyjeta w sensie UJ za oczekiwang) stopa zwro-
tu z tego portfela wynosi é. Z drugiej strony stopa zwrotu w sensie UN z portfe-
la wynosi 2—;6 (= % : é - % : é) i jest okoto 1,725 razy wieksza od poprzed-
niego oszacowania. Widoczne staje si¢ zatem, ze uj¢cia prowadzg do rozbieznych
oszacowan.

Zastawienie omowionych warto$ci znajduje si¢ w tab. 1, w ktorej warto
zwrdci¢ uwage na udziaty walorow w portfelu pod wzgledem wartosci (2 ostatnie
kolumny), poniewaz udziaty te sg r6zne w momentach t=01¢= 1 (w przeciwien-
stwie do statych udziatow ilosciowych v).

Tabela 1
Zestawienie parametrow portfela
t=0 t=1 Ty n, v, w (t=0) w (t=1)
X, 80 90 1/8 4 0,4 8/17 12/23
X, 60 55 —-1/12 6 0,6 9/17 11/23
Z 680 690 1/68

Analogiczne rozwazania mozna przeprowadzi¢ dla dowolnych udziatow (za-
rowno wzgledem warto$ci w = (w, 1 —w) namoment =1, jak i ilosciv = (v, 1 —v)
walorow w portfelu. W efekcie uzyskuje si¢ funkcyjng zaleznos¢ wartosci oczeki-
wanej stopy zwrotu z portfela od udzialu w — lub odpowiednio udziatu v — waloru
X,. Zaleznosci te prezentuje rys. 1, a jak tatwo policzy¢ s one dane wzorami:

*

Wszystkie obliczenia i wykresy prezentowane w opracowaniu zostaty wykonane w srodowisku
obliczeniowym R.
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Rys. 1. Oszacowania oczekiwanej stopy zwrotu w zaleznos$ci od udziatu waloru pierwszego w port-
felu (wykres (a) prezentuje udziat w sensie warto$ci, wykres (b) — udziat w sensie ilosci;
linie ciggle odpowiadaja UJ, a przerywane — UN)

Wida¢ wiec, ze oba ujecia sg zgodne jedynie dla portfeli ztozonych z po-
jedynczych walorow, a poza tym UN daje zawsze wigksze oszacowania niz UJ.
Warto wigc odnotowac, ze moze byc¢ tez i tak, ze oszacowania oczekiwanych stop
zwrotu — w sensie obu uje¢ — sg roznych znakow.

Wykresy (a) i (b) na rys. 1 nie przedstawiaja roznych jakosciowo przypad-
kéw, lecz stanowig spojrzenia z dwoch réznych perspektyw na to samo zagadnie-
nie. Wynika to z faktu, ze przy znanych wartosciach waloréw w portfelu mamy
wzajemnie jednoznaczng odpowiednio$¢ migdzy udzialami pod wzgledem war-
tosci 1 udziatami pod wzgledem ilosci tych waloréw w portfelu. Wobec tego wy-
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bor typu udziatéw jest zalezny od potrzeb konkretnych analiz lub przyzwyczajen
badacza’.

W przypadku prezentowanego przyktadu zaleznosci migdzy udziatami pre-
zentujg funkcje:

18v
= 27 8
Y (®)
11w
= 9
187w ©)

2. llustracja empiryczna

Nakreslone na podstawie danych umownych problematyczne kwestie war-
to zobrazowaé rowniez na podstawie przyktadowych danych empirycznych.
W tym celu analizom poddano portfele tworzone z akcji KGHM i PKN Orlen na
30.09.2011 r. z horyzontem czasowym wynoszacym 1 dzien roboczy. Za metode
szacowania oczekiwanej stopy zwrotu przyjeto Srednig arytmetyczna z 500 ostat-
nich realizacji stopy zwrotu zgodnie ze wzorem (1)™. Tak rozumiane oszacowa-
nia oczekiwanych stop zwrotu z waloréw sa w dalszym ciggu oznaczone jako ",
2. Z kolei niech n, i n, oznaczaja odpowiednio liczbg akcji KGHM i PKN Orlen
w portfelu. Wowczas:

n n,
y = —— y, = ——— (V1+V2:1) (10)

1 + > 2
n,+n, n, + n,

sg udziatami akcji w portfelu pod wzgledem ilosci, natomiast:

n X n, X
wo=——2L w=2"2 (wotw,=1) (11)
Z; Z;
udziatami pod wzgledem wartosci, gdzie X, ., X, . sa notowaniami akcji, a Z, =
=n, - X ,+n, X, —wartoScig portfela na dzien T = 500.

Z praktycznego punktu widzenia bardziej uzyteczne zdaja si¢ by¢ udziaty w sensie ilosci, ponie-
waz czgsciej zdarzajg si¢ sytuacje, ze inwestor w pewnym horyzoncie czasowym utrzymuje state
udziaty w portfelu w sensie ilo$ci niz w sensie wartosci. Wowczas, jesli w pewnym horyzoncie
czasowym udziaty w sensie ilo$ci sg state, to udzialy w sensie warto$ci zmieniaja si¢ przy kazdo-
razowej zmianie warto$ci walorow.

Wobec tego podstawa wszelkich obliczen sa dzienne notowania na zamknigcie kursow akcji obu
spotek z okresu 8.10.2010-30.09.2011 (po 500 obserwacji) z GPW w Warszawie.

*

*
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Przy przyjetych oznaczeniach i zatozeniach mozna wyprowadzi¢ nastepuja-
ce wzory na oczekiwang stope zwrotu z portfela w rozumieniu UN 1 UJ w zalez-
nosci od udziatéw walorow:

riw)=w-rg) + (1-w)-r (12)
1 & WXZ,T(Xl,t _Xl,t—l) + (I_W)XI,T(XZ,t _XZ,t—l)
rin =7 2 (13)
T3 WXZ,TXl,t—l + (1_W)X1,TX2,t—l
m (2)
veory X .+ (1-v)-r.”-X
r(gN(v)I £ LT ( ) Tg 27 (14)
v- X, + (l—v)-XZ,T
I”ZJ(V): l.iv'(Xl,z _Xl,t—l) + (I_V)'(Xz,t _Xz,t—l) (15)
T I v-X, o+ (I_V)'Xz,H

gdzie:
w=w,v=v —stosownego typu udziaty KGHM w portfelu,
X, ,» X, ,—notowania akcji w dniu nr 7.

" Przedstawione wzory dobitnie pokazuja, ze oszacowania oczekiwanej stopy
zwrotu z portfela sg ewidentnie zalezne od przyjetego ujecia, co dobrze uwidacz-
nia rys. 2. Tym razem takze okazuje si¢, ze oba ujecia sg zgodne jedynie dla poje-
dynczych walorow i ze poza tym UN daje zawsze wigksze oszacowania niz UJ.
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Rys. 2. Oszacowania oczekiwanej stopy zwrotu w zaleznosci od udziatu akcji KGHM w portfelu
(wykres (a) prezentuje udzial w sensie wartosci, wykres (b) — udzial w sensie ilosci; linie
ciggte odpowiadajg UJ, a przerywane — UN)
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Stwierdzone rozbieznosci w oszacowaniach oczekiwanej stopy zwro-
tu mogg mie¢ dalsze konsekwencje. Wyobrazmy sobie, ze inwestor dysponu-
jac takimi oszacowaniami dokonuje optymalizacji portfela postugujac sie jedna
z trzech miar ryzyka: warto$cig zagrozong (VaR), warunkowa wartoscia zagro-
zong (CVaR) i odchyleniem standardowym (OS)*. Zat6zmy ponadto, ze wymie-
nione miary dla ustalonego sktadu portfela szacowane sa na podstawie zrealizo-
wanych stop zwrotu tego portfela, ktore z kolei odtwarzane sg za pomocag takich
samych metod i ujecia, jak szacowana byta odpowiadajgca im oczekiwana sto-
pa zwrotu.

Wyznaczone w ten sposob empiryczne wartosci miar ryzyka, w zaleznos$ci
od udzialu pierwszego waloru, zilustrowane sg na rys. 3.
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Miary te dla prostoty rozwazane sa jako stosowne parametry rozktadu stop zwrotu z portfela,
w szczegolnosei VaR jest wiee rozumiane jako kwantyl tego rozktadu, a nie odpowiadajaca temu
kwantylowi strata na warto$ci portfela. Ponadto VaR i CVaR sa wyznaczane z perspektywy krot-
kiej pozycji — odnoszg si¢ zatem do prawych ogonéw rozktadu stop zwrotu.
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Rys. 3. Wartosci empirycznych miar ryzyka portfela w z zaleznosci od udziatu akcji KGHM (wy-
kresy w kolumnie (a) prezentuja udziat w sensie wartosci, wykresy w kolumnie (b) — udziat
w sensie ilo$ci; linie ciggte odpowiadajg UJ, a przerywane — UN)

Wzrokowa analiza wykresoéw z rys. 3 wskazuje na ewidentng zalezno$¢ osza-
cowan miar ryzyka od przyjetej metody szacowania oczekiwanej stopy zwrotu.
Mimo Ze z pozoru warto$ci oszacowan miar ryzyka roznig si¢ (w sensie konfron-
tacji UN z UJ) migdzy soba w nieznacznym stopniu, to jednak po przetozeniu tych
rozbieznosci na straty na wartosci portfela mozna uzyskaé rozbieznosci, ktorych
nie da si¢ bagatelizowac.

Podsumowanie

Nakreslone w opracowaniu problemy, dobitnie widoczne w $wietle zapre-
zentowanych prostych przyktadéw, pozwalaja na wyszczegolnienie kilku ogol-
niejszych kwestii:

— Wartos$¢ oszacowania oczekiwanej stopy zwrotu z portfela jest istotnie zalez-
na nie tylko od przyjetej metody szacowania (fakt ten jest powszechnie znany),
ale (co wazne, a niestety nie zawsze uswiadomione przez praktykow) takze od
rodzaju przyjmowanego uje¢cia (UN, UJ).

— Zaniedbywanie istnienia zaleznosci oszacowania oczekiwanej stopy zwrotu od
rodzaju stosowanego ujecia, przejawiajace si¢ w bezrefleksyjnym ,,przeszcze-
pianiu” ujecia Markowitza bez sprawdzenia zatozen czy model Markowitza
mozna stosowaé, moze prowadzi¢ do przektaman.

— Stosowanie ujecia jednolitego (UJ) wydaje si¢ o wiele zasadniejsze, ponie-
waz wérdd zalet tego ujecia nalezy wymieni¢ przynajmniej dwie: UJ cechu-
je spojnos¢ merytoryczna, gdyz zawsze stosuje si¢ te¢ samg metod¢ szacowania
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oczekiwanej stopy zwrotu — tak dla pojedynczych waloréw jak i dla portfela
o dowolnych proporcjach udzialéw tych waloréw; UJ odwotuje si¢ tylko do
jednego — notabene niebudzacego zadnych kontrowersji — zatozenia, ktére do-
tyczy wyboru metody (w sensie wzoru) szacowania oczekiwanej stopy zwrotu.
Nie ma wigc potrzeby czyni¢ kolejnego, dyskusyjnego zatozenia zwigzanego
z interpolacjg oczekiwanych stop zwrotu z waloréw na portfel.

— Pewng niedogodnoscia UJ jest zdecydowanie wigksza ztozono$¢ obliczenio-
wa. Szczgsliwie jednak w dobie komputeréw niedogodnos¢ ta jest wrecz zanie-
dbywana i z pewnos$cia nie moze by¢ uwazana za wad¢ ujgcia.

Wobec nakre§lonych powyzszej kwestii zasadne jest postawienie postulatu,
aby w praktyce szacowa¢ oczekiwang stope zwrotu z portfela w sensie ujecia jed-
nolitego, za$ ujecie niejednolite — w szczegolnos$ci zaczerpnigte z modelu Marko-
witza — ograniczy¢ tylko przypadkow, w ktorych istniejg zasadne przestanki, ze
spetnione sa zalozenia co do stosowalnos$ci catego modelu.
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ALTERNATIVE FORMULATION OF RATE-OF-RETURN ESTIMATION
IN COMPARISON WITH MARKOWITZ APPROACH

Summary

In the study, two approaches of rate-of-return estimation are compared. One of them,
that predominates in practice and that is called by the authors heterogeneous, refers to
a separate rate-of-return estimation for every individual asset, and then to an interpolation
of obtained values in order to asses rate of return for any portfolio with priorly given pro-
portions of assets. The heterogeneous approach is based on premises concerning a proper
method of rate-of-return estimation for individual assets, and a specific method of inter-
polating estimates for any portfolio as well. In contrast, the other approach, called homo-
geneous, refers to uniform treatment of all portfolios without exceptions, which leads to
a direct rate-of-return estimation for any portfolio with priorly given proportions of assets.
The essence of both approaches and discrepancies between them are illustrated with use
of properly chosen examples (arbitrary and empirical). Examples’ analysis indicates some
advantage of the homogeneous approach over the heterogeneous one.
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MODEL REFERENCYJNEJ STOPY PROCENTOWEJ
W DZIALALNOSCI KREDYTOWEJ BANKU

Wprowadzenie

Dziatalno$¢ kredytowa nalezy do najbardziej istotnych obszaréw dzialalno-
$ci kazdego banku. Kredyty stanowig bowiem gtowny sktadnik aktywow oraz sg
podstawowym zrodlem ryzyka bankowego (rys. 1). Wsrod regulacji nadzorczych
obowigzujacych podmioty dzialajace na polskim rynku wigkszo$¢ stanowia te,
ktore odnoszg si¢ bezposrednio Iub posrednio do aktywnosci kredytowej. Kre-
dyty stanowig podstawowe zrodto wyniku odsetkowego i zysku zatrzymanego,
ktory warunkuje trwanie i stabilny rozwoj banku. Od strony marketingowej pro-
dukty kredytowe sg narzedziem wzmacniania lojalnosci klientow, gdyz z reguty
wiaza kredytobiorce z bankiem na dluzszy czas. Jak pokazujg badania, wigkszo$¢
klientow wykazuje mniejsza wrazliwos¢ na zmiany oprocentowania kredytow
niz depozytow [3]. Wynika to z faktu, ze dostgpno$¢ kredytu dla danego klienta
jest ostatecznie uzalezniona od decyzji banku, a zmiana kredytodawcy w trakcie
trwania umowy wigze si¢ z dodatkowymi kosztami i znacznym naktadem czasu.
Z wymienionych przestanek wynika waga decyzji podejmowanych przez banki
w zakresie ustalania ceny (stopy procentowej) dla produktéw kredytowych.

W praktyce bankowej w odniesieniu do okreslonych produktow kredytowych
powszechnie stosuje si¢ oprocentowanie zmienne oparte na zewngtrznych sto-
pach referencyjnych. Powoduje to powazne ryzyko bazowe stop procentowych,
zwlaszcza w sytuacji turbulencji na rynkach finansowych, co moze si¢ przektadac
na pogarszanie si¢ sytuacji ptynnosciowej banku. Prezentowana w opracowaniu
metoda wyznaczania wewngtrznej stopy referencyjnej dla kredytéw udzielanych
przez banki moze znalez¢ zastosowanie szczegolnie w przypadku, gdy bank reali-
zuje strategie zmiennych stop procentowych zaleznych od wewnetrznych decyz;ji
zarzadu w odniesieniu do aktywow, jak 1 pasywow odsetkowych. Strategia ta jest
powszechnie stosowana przez banki spotdzielcze.
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Rys. 1. Wskazniki dotyczace skali dziatalnosci kredytowej polskich bankéw (09.2011)

Zrodto: Dane KNF, http:\www.knf.gov.pl

1. Praktyczne problemy ustalania cen na produkty bankowe

Wsrod podstawowych metod ustalania cen na produkty bankowe trzeba wy-
mieni¢ metode popytowa, metode oparta na kosztach oraz podejscie konkuren-
cyjne [1, s. 52]. Strategia cen zorientowanych na popyt opiera si¢ na zatozeniu,
Ze istnieje ujemna zalezno$¢ popytu od ceny. Stad obecny i prognozowany popyt
na ustugi bankowe w zestawieniu z zaktadanym planem rozwoju aktywow i pa-
sywow powinien by¢ czynnikiem decydujacym o wysoko$ci oprocentowania dla
oferowanych produktéw kredytowych. Podejscie konkurencyjne oznacza, ze bank
ustala oprocentowanie kredytow obserwujac i analizujgc oferty konkurencji. Pol-
ski rynek bankowy ma strukture oligopolistyczna ze wzgledu na ograniczona licz-
be¢ bankow, wysokie bariery wejscia dotyczace wymaganych kapitatow i uregulo-
wan prawnych, istnienie silnej wspotzaleznosci miedzy podmiotami. Zauwazalny
jest efekt adaptacyjny wielu $rednich i mniejszych bankow w zakresie polityki ce-
nowej (wyczekiwanie na ruch ze strony liderow rynku). Stosowanie metody cen
konkurencyjnych jest znaczaco utrudnione przez ograniczong informacje¢, ktora
jest udostgpniana przez banki, zwtaszcza jesli chodzi o rynek kredytow. W odnie-
sieniu do oprocentowania banki podajg czesto tylko ogolng formute (okreslona
stopa referencyjna powickszona o nieznang marzg), mozliwy zakres oprocento-
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wania (np. od 13,99% do 17,9%) lub dolny jego przedziat (od 13,99%). Faktyczne
oprocentowanie udzielanego kredytu jest ustalane indywidualnie podczas rozpa-
trywania wniosku kredytowego, nierzadko na drodze negocjacji z klientem w po-
wigzaniu z innymi parametrami cenowymi kredytu (prowizje, optaty, ubezpiecze-
nia). Metoda oparta na kosztach opiera si¢ na zatozeniu, ze da si¢ zidentyfikowac
1 przypisa¢ do okreslonego produktu koszty zwigzane z jego sprzedaza, sfinanso-
waniem, obstuga. W ustugach bankowych faktyczne koszty zwigzane z dang ustu-
g3 sg trudne do identyfikacji i rozdzielenia z uwagi na to, ze zard6wno personel,
majatek trwatly, jak 1 wyposazenie (w tym systemy informatyczne) sg uzytkowane
na potrzeby wielu linii produktowych.

Najczesciej uzywana formulg na ustalanie zmiennego oprocentowania kre-
dytow jest formuta oparta na zewnetrznej stopie referencyjne;j:

stopa oprocentowania kredytu = zewnetrzna stopa referencyjna + marza

W praktyce bankowej role stopy referencyjnej petnig stopy rynku migdzy-
bankowego (WIBOR, WIBID LIBOR, EURIBOR) lub stopy procentowe ban-
ku centralnego (stopa redyskonta weksli, stopa lombardowa). Marza banku jest
z reguly stata, nieujemna, ustalana indywidualnie lub ujednolicona w przypadku
okreslonego typu produktow. W powyzszej formule stopa oprocentowania kredy-
tu zmienia si¢ proporcjonalnie do stopy referencyjnej (przyrost krancowy wyno-
si 1). W przypadku, gdy pozycje pasywow (zrodta finansowania) sg oparte na tej
samej lub powigzanej stopie referencyjnej nie wystepuja wahania spreadu odset-
kowego. Niwelowane jest tez ryzyko bazowe stop procentowych. W przytoczonej
formule elastyczno$¢ stopy oprocentowania kredytow wzgledem stopy referen-
cyjnej jest mniejsza niz 1, co oznacza, ze w przypadku wzrostu stop procento-
wych osiggana marza jest relatywnie nizsza w stosunku do bazy.

W ofercie bankéw komercyjnych dzialajacych na polskim rynku przewa-
zaja produkty kredytowe z oprocentowaniem zmiennym opartym na zewnetrz-
nej stopie referencyjnej, zwtaszcza w odniesieniu do kredytéw srednio- i dlugo-
terminowych. Po stronie pasywnej przewazaja pozycje zalezne od suwerennych
decyzji zarzadow bankoéw, ktore moga si¢ kierowac okreslonymi w regulacjach
przestankami. Taka struktura pozycji odsetkowych stwarza ryzyko bazowe stop
procentowych, ktére moze si¢ ujawni¢ zwlaszcza w przypadku kryzysu plynno-
sciowego. Z opisywanag sytuacja mieliSmy do czynienia na polskim rynku w roku
2007-2008. Zatamanie rynku pozyczek subprime w USA doprowadzito do upad-
ku kilku podmiotow i spowodowalo utrate wzajemnego zaufania bankéw. Skut-
kiem tego bylo wyrazne ograniczenie aktywnosci na rynku migdzybankowym,
rowniez w Polsce. Zawierane byly nieliczne transakcje, i to z reguly na krotkie
terminy. Funkcjonujace stawki rynku migdzybankowego WIBOR i WIBID mia-
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ty znaczenie raczej symboliczne, gdyz faktyczny koszt finansowania w przypad-
ku pozyskiwanych depozytow byl znacznie wyzszy (tzw. wojna depozytowa).
Spowodowato to spadek marzy odsetkowej realizowanej przez banki komercyjne
z3,3% w 2006 r. do 3,0% w 2008 .

2. Specyfika dziatalnosci banku spétdzielczego

W odroznieniu od bankoéw komercyjnych, w bankach spotdzielczych funkcjo-
nuje w zdecydowanej wigkszos$ci koncepcja ustalania oprocentowania kredytow
decyzja zarzadu banku’. Uwzgledniajac specyfike dziatalno$ci bankow spotdziel-
czych jest to strategia redukujaca ryzyko bazowe stop procentowych. Podmioty te
finansujg akcje kredytowa gtéwnie depozytami sektora niefinansowego i budze-
towego, ktorych oprocentowanie jest ustalane przez zarzad banku. Banki spot-
dzielcze w niewielkim stopniu wykorzystuja finansowanie z rynku migdzybanko-
wego (m.in. za posrednictwem bankow zrzeszajgcych)™. Stad koszt finansowania
jest w mniejszym stopniu uzalezniony od rynkowych stop referencyjnych. Daje to
wicksza elastyczno$¢ w zmianach stop procentowych dla aktywow i pasywow™™.
Wiaze si¢ jednak z koniecznos$cig posiadania mechanizmu podejmowania decyz;ji
w sytuacji zmian w otoczeniu makroekonomicznym czy w sytuacji samego pod-
miotu. Narzedziem wspomagajgcym ten proces moze by¢ prezentowana w tym
opracowaniu koncepcja wewnetrznej stopy referencyjnej dla ustalania oprocento-
wania kredytow. Opis modelu ma zastosowanie do banku spotdzielczego, a po ko-
niecznych uzupeieniach i modyfikacjach moze by¢ uzyteczny réwniez dla uni-
wersalnego banku dziatajacego w formie spotki akcyjnej.

Bank powinien utrzymywac¢ fundusze wtasne na poziomie nie nizszym niz
suma wymogow kapitatowych z tytutu poszczegodlnych rodzajow ryzyka [5, art.
128]. Oznacza to, ze fundusze wtasne banku muszg uwzglednia¢ kapitat regula-
cyjny na pokrycie ryzyka uwzglednionego w I filarze (ryzyko kredytowe, ryzyko
operacyjne, ryzyko rynkowe) oraz ewentualne zwickszenia wynikajace z 11 fila-
ru (kapitat wewnetrzny). Podstawowymi czynnikami ksztattujacymi zapotrzebo-

" Wyjatek stanowia m.in. kredyty preferencyjne, ktorych oprocentowanie jest uzaleznione od stopy
redyskonta weksli NBP.

™ We wrzeéniu 2011 r. udziat zobowigzan wobec sektora finansowego w sumie bilansowej wynidst

blisko 2,8% w przypadku bankéw spotdzielczych, podczas gdy dla bankéw komercyjnych byto

to 28%.

W okresie kryzysu finansowego sektor bankow spotdzielczych zanotowat wzrost marzy odsetko-

wej z 4,8% w 2006 r. do 5,2% w 2008 r.

ek
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wanie na kapitat jest aktualna i planowana skala dziatalnosci oraz ekspozycja na
ryzyko (rys. 2).

Emisja obligacji

y

Woptaty na fundusz ,;E Pozyczka
udziatowy ‘:\ i ' ,| podporzadkowana
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Rys. 2. Determinanty ksztattowania funduszy wtasnych banku spotdzielczego i podstawowe zrodta
ich zasilania

Planujac rozwoj dziatalnosci bank musi bra¢ pod uwage pozyskanie dodat-
kowych funduszy ze zrodet wewnetrznych, jak i zewngtrznych. Wzrost ten musi
uwzglednia¢ planowang dynamike zwigkszania aktywow (w tym aktywow trwa-
tych), obciazajace je ryzyko kredytowe, zaktadany poziom wspotczynnika wy-
ptacalnosci, jak i zmiany wymogow kapitalowych na pozostate rodzaje ryzyka.
Podstawowym zrodtem zwigkszania kapitalu wlasnego banku spotdzielczego jest
zatrzymany zysk netto. Wérdd zewnetrznych zrodet pozyskiwania kapitatu moz-
na wymieni¢ wplaty na fundusz udziatowy, pozyczki podporzadkowane oraz ob-
ligacje dtugoterminowe.

3. Model wewnetrznej stopy referencyjnej dla dziatalnosci
kredytowej banku spoétdzielczego

Zaktadamy, ze na oligopolistycznym rynku ustug bankowych przecigtny
koszt depozytoéw jest ustalany przez dominujace podmioty. Kazdy bank realizujac
zatozony plan rozwoju za pomoca stopy oprocentowania moze regulowac wiel-
ko$¢ bazy depozytowej niezbednej do finansowania akcji kredytowej. Przy usta-
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laniu oprocentowania przyjmowanych depozytow bank bedzie stosowat metode
popytowa potaczong z monitorowaniem i analizg ofert konkurencji. Przyjmijmy,
ze bank wypracowuje zysk netto ZN, ktory jest przeznaczany czesciowo na wy-
nagrodzenie kapitalu obcego D (dywidenda) oraz na wzrost funduszy wtasnych
ZND (zysk zatrzymany). Tak wiec:
ZN,=ZND + D, (1)
Kwota ZND, powigksza fundusze wlasne, a wigc stanowi bazg potencjalnego
rozwoju banku oraz bufor dla absorpcji podejmowanego ryzyka. Wysokos¢ dywi-
dendy jest proporcjonalna do udzialu funduszu udziatowego fu w kapitatach ban-
ku C oraz akceptowalnej stopy dywidendy d. Wowczas:

ZN,=ZND, +d, - fu, - C, ()
Wymagany poziom kapitatdow banku okreslony jest przez zaktadany poziom

wspotczynnika wyptacalnosci w oraz wymogi kapitatowe na poszczegolne rodza-
je ryzyka zidentyfikowane przez bank™:
C,=(K, -wk + AP, -wa + PW -12,5) - w, 3)

gdzie:
K, —kredyty i pozyczki,
wk — $rednia waga ryzyka obcigzajaca obligo kredytowe,
AP — pozostate aktywa,
wa, — $Srednia waga ryzyka obcigzajgca pozostale aktywa,
PW,— pozostate wymogi kapitatowe.

Poziom zysku brutto ZB, ktory bank bedzie chciat zrealizowaé w okresie t
mozna oszacowac nastepujaco:

75, - ZND,+d,- fu, (K, -wk, + AP, -wa, + PW,-12,5)-w,
1-t&x

4

gdzie:
tx — stawka podatku dochodowego.

Zatozmy, 7e na zysk brutto sktadaja si¢ wynik odsetkowy WO, wynik pro-
wizyjny WP, wynik na rezerwach WR, pozostale pozycje wyniku WOP i koszty
funkcjonowania banku (z amortyzacjg) KB:

7B = WO,— KB, + WP, + WR + WOP, (5)

Przyjmijmy dalej, ze wynik odsetkowy w okresie t mozna obliczy¢ jako r6z-
nice przychodow od kredytow, rezerwy obowiazkowej RO, funduszu BFG ochro-

" Zaktadamy, Ze bank stosuje metode standardowa obliczania wymogu kapitatowego z tytutu ryzy-
ka kredytowego.
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ny $wiadczen gwarantowanych FG, pozostatych aktywow odsetkowych P40 oraz
kosztow odsetkowych od zgromadzonych depozytéw BD, wyemitowanych papie-
row wartosciowych zaliczonych do funduszy PF, zaciagni¢tych kredytow i pozy-
czek KR i pozostatych pasywow odsetkowych PPO:
WO, =K, kp,(x, +sp, )+ RO, -ir, + FG, -if, + PAO, -iq, — ;
—BD, -id, — PF, -ip, — KR, -ik, — PPO, - iz, ©)

gdzie:
kp, — wskaznik kredytow pracujgcych,
x,— Srednia stopa oprocentowania dla obliga kredytowego,
sp,— stawka prowizji od kredytow rozliczana w czasie,
ir,— srednia stopa oprocentowania rezerwy obowigzkowej,
if, — srednia stopa oprocentowania funduszu ochrony $wiadczen gwarantowa-
nych,
iq,— srednia stopa oprocentowania pozostatych aktywow odsetkowych,
id — $rednia stopa oprocentowania bazy depozytowej,
ip, — $rednia stopa oprocentowania papierow wartoSciowych zaliczonych do fun-
duszy,
ik — Srednia stopa oprocentowania zaciggnigtych kredytow,
iz,— $rednia stopa oprocentowania pozostatych pasywow odsetkowych.

Zaktadamy, ze pomig¢dzy elementami aktywow 1 pasywow odsetkowych za-
chodza nastepujace zwiazki:

K, + RO, + FG, + PAO, = BD, + PF, + KR, + PPO, @)
RO, =a.-(BD, + PF, + PPO, ) h-eu, )

FG, =B -(BD, + PF + PPO,) )

PAO, =y, - BD, (10

gdzie:
a, h — parametry ustalane przez Rade Polityki Pieni¢znej,
eu — kurs euro,
B — wskaznik kazdorazowo ustalany przez Rad¢ BFG,
Yy — parametr zwigzany z wielko$ciag bufora ptynnosciowego utrzymywanego
przez bank.
Korzystajac ze zwigzkow (7)-(10) mozna zapisaé:

K, — KR, +(PF, + PPO,)-(a. + B —1)~h-eu,
(-a-p-v)

BD, = (11
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Po odpowiednich przeksztalceniach otrzymujemy zalezno$¢ opisujaca wy-
nik odsetkowy:

wo, =K, -(kp, - (x, +sp,)- g, )+ RO, -ir, + FG, - if, +
+PAOt'iqt+KRt(gt_ikt)+PF;(idt+’Y 'gt_lpt)+ (12)
+PPO,(idt +v-g, —iz,)+gt h-eu
gdzie: .
___d_ (13)
10— —y
Wyrazenie (13) opisuje rzeczywisty koszt pozyskania finansowania dla
udzielanych przez bank kredytow.
Z zestawienia zysku brutto osigganego przez bank w okresie t z zyskiem za-
ktadanym z réwnania (4) otrzymujemy:
ZND, +d, - fu,-(K, - wk, + AP,-wa, + PW,-12,5)w, _

-
Kt.(kpt.(xt_*—spt)_gt)—i_ROt.irt+FGt.l:]f+ (14)
+PAOt 'iqt +KRt(gt —ikt)+PE(idt +v- g _ipt)+
+PPO,(id, +y g, —iz, )+ g, -h-eu— KB, + WP+ WR, + WOP

&

Odpowiednie przeksztatcenia prowadzg do uzyskania rownania opisujacego
wewngtrzng stopg referencyjng x :

ZB, g, KB —WP—WR —WOP

X, =——"+—+ a,b,c
Kt 'kpz kpt Kt 'kpt
RO, -ir, + FG,-if, + PAO, -ig, + KR (g, — ik,) d (15)
Kt'kpt t
_PF;(idt +Y -8 _lpz)+PPOt(idt Y& _iZt)+gt h-eu
Kt'kpz

Pierwsza cz¢$¢ rownania (15) wyraza obciazenie pracujacego obliga kredy-
towego zatozonym zyskiem brutto, druga (b) zaklada pokrycie kosztow finan-
sowania (baza depozytowa). W trzeciej czesci (15¢) zobrazowano obcigzenie
pracujacego obliga kredytowego kosztami dziatalnosci banku skorygowanymi
o pozostate pozycje wyniku. Pozostate wyrazenia (15d 1 15¢) obrazuja korekte
obcigzenia pracujacego obliga kredytowego z tytulu pozostalych pozycji wyni-
ku odsetkowego.
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Problem wyznaczenia warto$ci ZND, sprowadza si¢ do pytania o punkt od-
niesienia wynikow osigganych przez bank. Proponowane dwa podejscia odnosza
si¢ do szacowanego zapotrzebowania na kapitat dla utrzymania/zwigkszenia tem-
pa wzrostu skali dziatania oraz do osiggnigcia okreslonych wskaznikow efektyw-
nosci dziatania. W tym drugim przypadku punktem odniesienia mogg by¢ wskaz-
niki ROA* i ROE* dla grupy rowiesniczej bankow. Wowczas:

ZND, = ROA* (K, + AP ) D, (16)
gdzie:
D, — dywidenda za okres t.
Wypracowany zysk netto jest dla banku podstawa do zwigkszania kapitatow,
co z kolei umozliwia zwigkszanie skali dziatalno$ci i skali podejmowanego ryzy-
ka. W takim podejsciu wielko$¢ ZND, mozna oszacowa¢ nastepujgco:

ZNDt = Kt ’ (a Wi Wkt+1 -w Wkt )+
+ APt ' (b W Way — W, Wa, )+ (17)
+12,5-(w,.,- PW,, ~w,-PW,)~(FU,,,~ FU, )~ (PF,, - PF,)

gdzie:

a — zaktadany wskaznik wzrostu obliga kredytowego w okresie t + 1,

b — zaktadany wskaznik wzrostu pozostatych aktywow w okresie t + 1,

FU, — $redni fundusz udziatowy w okresie t.

W prezentowanej koncepcji wewnetrznej stopy referencyjnej nominalna sto-
pa oprocentowania kredytu bedzie wyznaczana wedtug formuty:

stopa oprocentowania kredytu = wewnetrzna stopa referencyjna + korekta

Wewngtrzna stopa referencyjna jest zmienna i zalezna od decyzji zarzadu
banku. Moze ona dotyczy¢ tylko kredytéw nowo udzielanych lub calego obliga
kredytow w trakcie sptaty. W tym drugim przypadku bedzie rozumiana jako mini-
malna dochodowos¢ obliga kredytow zapewniajaca pokrycie kosztow oraz reali-
zacj¢ zatozonych celow. Znaczne odchylenie realizowanej dochodowosci obliga
kredytowego od zaktadanej moze by¢ impulsem do podjecia przez zarzad decyzji
0 zmianie stop oprocentowania kredytdw. Musi to by¢ jednak decyzja uwzgled-
niajaca realia rynkowe (stopy rynkowe, zachowania konkurencji) oraz czynnik
popytowy w zestawieniu z zaktadanym wzrostem akcji kredytowe;.

Korekta jest warto$cig z przedziatu (g, —x,; 4L, —x, ), gdzie L jest stopa lom-
bardowg NBP. Wartos¢ korekty pozwala na réznicowanie oprocentowania kre-
dytow ze wzgledu na produkty, grupy klientow, kanaty dystrybucji, jako$¢ za-
bezpieczen, zdolnos¢ kredytowa klienta itp., jak i uwzglednianie indywidualnie
wynegocjowanych warunkoéw kredytowych.
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Podsumowanie

Z zaprezentowanych zaleznosci wynika, ze:

— Gorsza jakos¢ portfela wptywa na wzrost stopy referencyjnej poprzez: wzrost
rezerw celowych obcigzajacych wynik; zwigkszenie wymogow kapitatowych;
zmnigjszenie wolumenu kredytéw pracujacych.

— Woazrost skali dziatalnos$ci banku (obliga kredytowego) wptywa na asympto-
tyczne obnizenie stopy referencyjnej o ile nie pociaga za sobg proporcjonalne-
go obcigzenia kosztami funkcjonowania.

— Obnizenie wktadu funduszu udziatowego kosztem wiasnych zrodetl kapitatu
wplywa na obnizenie wewngtrznej stopy referencyjnej.

— Zastepowanie funduszu udzialowego innymi formami kapitatu obcego ujaw-
nia efekt kosztowy (réznica migdzy stopa dywidendy a kosztem alternatyw-
nym przektada si¢ na obcigzenie wyniku netto) i podatkowy (dywidenda jest
wyplacana z zysku netto, odsetki od kapitatu obcego stanowia koszt uzyska-
nia przychodu).

— Konieczno$¢ utrzymywania wigkszego bufora plynnosciowego podnosi we-
wnetrzng stope referencyjng poprzez zmiang struktury aktywow.

Zaprezentowany model matematyczny wewnetrznej stopy referencyjnej jest

uproszczonym opisem dziatalnosci banku, poszczegdlne opisane pozycje moga
by¢ w razie potrzeby uszczegdélowione. Model zawiera parametry zewnetrz-
ne i zmienne endogeniczne, ktore sa wynikiem decyzji i dziatan zarzadu banku.
Praktyczne zastosowanie moze si¢ opiera¢ na danych zrealizowanych (control-
ling) badZ na planach finansowych banku. W obu przypadkach celem moze by¢
przyjecie okreslonej polityki cenowej w odniesieniu do dziatalnosci kredytowej
oraz biezace jej modyfikowanie dla realizacji przyjetych celow. Podobng kalku-
lacj¢ do zaprezentowanej mozna zastosowa¢ w odniesieniu do marzy banku przy
stosowaniu formuty zewnetrznej stopy referencyjne;j.
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REFERENCE RATE MODEL IN BANK LENDING ACTIVITIES

Summary

The paper presents the conception and method of estimating the internal reference
rate for loans granted by banks. It’s based on the structure of the bank’s assets and liabil-
ities, sources of financing and the cost of raising funds, the bank’s capital needs, capital
costs, and other items of the financial result. Presented method can be used particularly
when the bank realizes strategy of variable interest rates depending on the internal deci-
sion of the Board in respect of the interest assets and liabilities. This strategy is common-
ly used by the co-operative banks.

The paper contains the model of the cooperative bank, described by mathematical
equations that indicate relationships between the parts of the balance sheet, income state-
ment and capital adequacy calculation. The resulting formula for the calculation of the in-
ternal reference rate for loans may be used for ongoing monitoring of the bank’s opera-
tions and strategic planning.
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OPTYMALNY ZRANDOMIZOWANY TEST
NA SKONCZONYM RYNKU ZUPELNYM

Wprowadzenie

Problematyka ostony dotyczy zabezpieczenia przysztego zobowigzania na
rynku kapitatowym. Klasyczny problem ostony kwantylowej polega na maksyma-
lizacji prawdopodobienstwa zabezpieczenia na rynku zupelnym i pozbawionym
mozliwosci arbitrazu. Znany jest warunek dostateczny takiej oslony przy danym
ograniczeniu budzetowym [por. 1; 2]. Uogdlniony problem oslony kwantylowej
jest formutowany na rynku bez mozliwosci arbitrazu, ktoéry nie musi by¢ zupehy.
Zagadnienie to dotyczy maksymalizacji warto$ci oczekiwanej tzw. wspotczynni-
ka sukcesu. Follmer, Leukert i Schied zaproponowali dwustopniowe rozwigzanie
problemu: najpierw maksymalizuje si¢ warto$¢ oczekiwang zrandomizowanego
testu, a nastgpnie za pomoca zrandomizowanego testu przedstawia si¢ optymal-
ny wspotczynnik sukcesu. Ponadto na rynku zupelnym przy spelnionym warunku
dostatecznym klasycznej ostony kwantylowej otrzymano te sama wartos¢ konco-
wa optymalnej wyptaty [por. 1; 2]. Maksymalizacja wartosci $redniej zrandomi-
zowanego testu zostata oparta na uogélnionym lemacie Neymana-Pearsona.

Niniejsze opracowanie jest poswiecone badaniu wilasnosci optymalnego
zrandomizowanego testu na skonczonym rynku zupetnym. Wtasnosci te uzysku-
je sie dzieki rozwigzaniu zadania optymalizacji odpowiednimi metodami progra-
mowania matematycznego. Na ich podstawie wykazuje si¢, ze minimum uogol-
nionej gestosci jest odpowiednim dolnym kwantylem. Umozliwia to poroéwnanie
wynikéw ze znanymi warunkami klasycznej ostony kwantylowe;.
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1. Problematyka ostony kwantylowej

1.1. Model rynku i zobowigzania

Rozwazamy rynek kapitatlowy o skonczonej liczbie standw. Wystepuja na
nim okresowo bezpieczne konto bankowe oraz ryzykowne instrumenty finanso-
we. Model rynku jest zupelny i pozbawiony mozliwosci arbitrazu. Transakcje na
rynku odbywajg si¢ w chwilach 1= 0,..., T, Q = {o,,..., ®,} jest zbiorem stanow
rynku w chwili ¢ = 7, P jest funkcja prawdopodobienstwa rzeczywistego, zas Q —
funkcja prawdopodobienstwa martyngatowego na zbiorze Q. Przez K oznaczamy
proces konta bankowego. Procesowi wartosci portfela V przyporzadkowany jest
zdyskontowany proces wartosci ¥ = V'/ K. Przez V', oznaczamy koncowg warto$¢
portfela, za$ przez V jej wyceng bezarbitrazowg na chwilg poczatkows.

Na rynku rozwazamy dane zobowigzanie typu europejskiego platne w ter-
minie ¢ = 7. Jest ono reprezentowane przez zmienng losowa L spetniajacg za-
lozenie 0 # L > 0. Zobowigzaniu L odpowiada zdyskontowane zobowigzanie
H =L /K, Przez L, oznaczamy bezarbitrazowg wyceng zobowigzania na mo-
ment ¢ = 0. Zakladamy, Ze na poczatek mamy do dyspozycji budzet v spetniaja-
Cy ograniczenie:

0<v<L,

. v r & .
Wprowadzamy oznaczenie o0 = —. Zatem o € (0,1). Wowczas roznica:

(1

reprezentuje wzgledng ceng niedoboru dla danych: zobowigzania i budzetu.

Problemy ostony kwantylowej przytoczone ponizej beda formulowane
w przypadku rynku skonczonego. Zmienne losowe X na zbiorze Q bedg traktowa-
ne jak wektory z RV o wspotrzednych X, = X(w), i = 1,..., N. Iloczyn zmiennych
losowych X - Y potraktujemy jako wektor o wspotrzednych XY, i =1,..., N, iloraz
zmiennych losowych X/ Y jako wektor o wspotrzednych X, /Y, i=1,..., N. Ponad-
to z uwagi na kontekst rynku zupelego w sformutowaniach cytowanych twier-
dzen uwzglednimy jedynie wyptaty koncowe, gdyz kwestia replikacji jest w tym
przypadku oczywista.
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1.2. Klasyczny problem ostony kwantylowej

W klasycznym zagadnieniu ostony kwantylowej szuka si¢ wyptaty konco-
wej V* maksymalizujacej prawdopodobiefistwo ostony przy ograniczeniu budze-
towym, czyli:

P, =max{P"l,_, :V, <vAV, 20} )

Pierwsza z nierownosci stanowi poczatkowe ograniczenie budzetowe, dru-
ga zakaz koncowego zadtuzenia w kazdym stanie. W stanie ® mamy do czynienia
z ostong wowczas, gdy V(o) = L(w).

Narzedzi do rozwigzywania problemu (2) dostarczaja dwa twierdzenia: o wy-
ptacie optymalnej oraz o warunku dostatecznym optymalnosci.

Twierdzenie o wyplacie optymalnej [por. 2, tw. 8.2]
Jesli zdarzenie 4™* < Q jest rozwiazaniem zadania:

Pl =max{P'l,:AcQAQ"(H 1,)<v} 3)
to wyplata koncowa V*= L - 1 , jest rozwigzaniem zadania (2).

Przytoczenie nastgpnego twierdzenia poprzedzaja definicje dwoch pomocni-
czych pojec.

Definicja 1

Funkcje F: Q2 — <0,l> o warto$ciach F(w) = Q(») H(®) / L, nazywamy funk-
cja prawdopodobienstwa pomocniczego. W przypadku rynku o N stanach traktu-
jemy F jako wektor o wspotrzednych:

F =24 i=1,...N “4)

Whiosek 1
JesidcQ,to F'1,=0"(H-1,)/L,.

Whiosek 2
F jest funkcja prawdopodobienstwa na zbiorze Q — F {0} .
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Definicja 2

Mowimy, ze P/ F jest uog6lniong gestoscia P wzgledem F na zbiorze Q, je-
sli (P/F)(o) = P(w)/F(o) przy F(o) # 0, za$ (P/F)(®) = +oo przy F(o)=0. Zgod-
nie z tag konwencja, na rynku skonczonym wektor P/F ma wspohrzedne:

(P/F) BIE.E=0 )
" 400, F =0
Twierdzenie o warunku dostatecznym optymalno$ci [por. 2, tw. 8.3]
Jesli zdarzenie:
A*={weQ:P)/ Fl©)>,q,,(P/F)} (6)

spetnia rownanie 7 1,, = a, to 4 * jest zdarzeniem optymalnym zadania (3) i wy-
ptata koncowa V=L - 1 , jest rozwigzaniem optymalnym zadania (2). Ponadto
A* jest zdarzeniem ostony.

Uwaga 1

Wymieniony w [1; 2] warunek wystarczajacy do spelnienia zalozenia
twierdzenia o warunku dostatecznym, mianowicie P1 pro—an/, =0 nie jest
nigdy speliony na rynku skonczonym. Jezeli Q = N, to istnieje i € {l,...N},
dla ktorego dolny kwantyl jest rowny wilasciwej warto$ci zmiennej losowej
+q,.(P/F)=P/F, wigc wczesniej wymieniony warunek nie zachodzi.

1.3. Uogdlniony problem ostony kwantylowej

Dla danego zobowigzania Follmer i in. [1; 2] okreslili ,,wspdtczynnik suk-
cesu”. Sukces polega na ostonie zobowigzania przez warto$¢ koncowa portfela.
7 uwagi na to, ze martyngatami sg zdyskontowane ptatnosci losowe, w sformuto-
waniach poje¢ wykorzystuje si¢ zdyskontowane zobowigzanie H oraz zdyskonto-
wang warto$¢ koncowa portfela Y.

" .q,,(P/F)oznacza dolny 1-a — kwantyl uogélnionej gestosci wzgledem F.
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Definicja 3
Wspolczynnikiem sukcesu nieujemnej zdyskontowanej wyplaty Y, nazywa-
my zmienng losowg okreslong wzorem:

¥, ZIY,zH +1Y,<H 'YT/H (7
W uogdlnionym zagadnieniu ostony kwantylowej szuka si¢ zdyskontowanej
wyplaty koficowej ¥, maksymalizujacej warto$¢ oczekiwang wspotczynnika suk-

cesu przy ograniczeniu budzetowym:
PT‘I’Y* =max {PT‘I’Y :QTYT < v} (8)

Metoda wyznaczania optymalnej wyptaty koncowej, przedstawiona w pra-
cach [1; 2] opiera si¢ na optymalizacji wartosci oczekiwanej zrandomizowanego
testu V. Ten pomocniczy problem optymalizacyjny ma na rynku o N stanach kon-
cowych postac:

P'®,, =max {P"¥, : 0"Y, <v} )

Zwiazek problemow (8) i (9) wynika z nastepujacego twierdzenia:

Twierdzenie o maksymalizacji Sredniego wspolczynnika sukcesu [por. 2,
tw. 8.0]

Jesli W* jest rozwiazaniem optymalnym problemu (9), to zdyskontowana
wyplata YT* = H - ¥ * ma wspotczynnik sukcesu ¥, optymalny ze wzgledu na
problem (8), przy czym ¥, = ¥ oraz oY, =v.

Posta¢ optymalnego zrandomizowanego testu wynika z tzw. uogoélnionego
lematu Neymana-Pearsona. W cytowanym wniosku z uogoélnionego lematu Ney-
mana-Pearsona uwzgledniona jest uwaga 1.

Whiosek z uogélnionego lematu Neymana-Pearsona [por. 2, tw. A30]

Wspoétrzedne zrandomizowanego testu bedacego rozwigzaniem problemu

(9) sa nastepujace: 0 przy P/F <c (10)
T
\{llp: %przyg/}z:c (11)
F lP/F:c,
1 przy P/F, >c (12)
gdzie:
c=r g, (P/F) (13)

Numeryczne rozwigzania licznych przyktadéw zadania (9) nie zawieraly
przypadku (10) rozwiazania optymalnego. Stato si¢ to motywacja do podjgcia
badan zadania programowania liniowego (9) pod katem wilasnosci rozwigzania
optymalnego.



118 Joanna Utkin

2. Optymalny zrandomizowany test jako rozwigzanie zadania
programowania matematycznego

Podj¢cie badania rozwigzania optymalnego problemu (9) za pomocg narze-
dzi programowania matematycznego dostarcza peliejszej wiedzy o optymalnym
zrandomizowanym tescie niz formuty (10)-(13) oparte na uogélnionym lemacie
Neymana-Pearsona.

Dane sg skalar a € (0,1) oraz dwa wektory P i F spehiajace zalozenia

PeR),P'1=1,F eR),F'"1=1. Wprowadzamy nastepujacy zbiér rozwigzan
dopuszczalnych:
Dz{‘PeRN:‘Pe<O,1>N/\ FT‘PSOL} (14)
Rozwazamy zadanie programowania liniowego:
max P"¥ (15)
weD

Z zalozen o wektorze F wiemy, ze F € <0,1>N i1 F71=1. Stad i z zaloZenia o
€ (0,1) wynikaja nastgpujace zwiazki potozenia jednostkowej kostki <O,1>Ni hi-
perptaszczyzny o rownaniu FTW = a:

(0) ~{weR": F'¥=a}=0

iefl Ny={PeR" /¥ =0}={¥eR": F'¥=a}
iefl,  Ny=>{¥eR ¥ =1}2{WeR" : F'W=q}

D jest zatem wieloscianem wypuktym, skad wynika istnienie rozwigzania
optymalnego zadania (15). Ponadto /ntD # O. W pewnych ¥ € IntD wektor F jest
dopuszczalnym kierunkiem poprawiajacym, gdyz F” P > 0 (por. [3]). Wobec tego
otrzymujemy wniosek:

Whiosek 3

Zadanie (15) ma rozwigzanie optymalne P° spetniajace rownanie F” ¥ = a.
Pierwszy etap optymalizacji funkcji celu doprowadzit do lokalizacji rozwia-
zania optymalnego na §cianie zbioru D:

{‘PeRN:‘P e<0,1)N/\FT‘{’=a} (16)

Drugi etap bedzie polegal na poprawianiu wartosci funkcji celu ze wzgledu

na odpowiednio wybrane pary wspotrzednych, co zaowocuje wyznaczeniem pod-
zbioru rozwigzan optymalnych w zbiorze (16).
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Wyszczegolniamy najmniejszg warto$¢ uogolnionej gestosci (por. defini-
cja2):

g, =min{P/F :i=1,.,N} (17)

Wprowadzamy podziat wspoétrzednych:
i€10<:>Pi/F:':gmin (18)
I,={l,.,N}-1, (19)

Jezelij e [jorazi e I ,to F, > 0 inierownos¢ P, /FJ_ < P,/ F, wynikajgca
z (17), (18), (19) jest rownowazna nierdéwnosci:
F/F,<PB/P, (20)

Ustalamy dowolnie j € /. Dla kazdego i € 1, dwie wspotrzgdne Y, Y, trak-
tujemy jako zmienne, a pozostate wspoirzedne (jesli takie wystepuja) jako state.
Zadanie optymalizacyjne przybiera wowczas postac:

max (Pj‘Pj +PY¥, + constl)

F/.‘I"/. + Y, +const, =o

{ ¥, e(0,])

Z nieréwnosci (20) wynika, ze funkcja celu zadania (21) szybciej ros$nie
w kierunku e, niz w kierunku e,a wigc rozwigzanie optymalne zadania (21) ma
wspotrzedng WP = 1 Rezultat ten nie zalezy od ustalonych wartosci pozostatych
wspotrzednych wektora ¥ ze zbioru (16). Optymalizacja odbywa si¢ mianowicie
na cze¢sci jednostkowego kwadratu lezacej pod prosta o danym nachyleniu, za$
funkcja celu jest liniowa. Wybor jednostkowy wspotrzednej wierzchotka zbioru

dopuszczalnego zalezy jedynie od poréwnania tangensow katéw (16). Rozwiazu-
jac zadanie (21) dla kazdego i € I, otrzymujemy wniosek:

21)

Whiosek 4

Jezeli i € I, to i wspotrzgdna rozwigzania optymalnego problemu (15) jest
rowna W) = 1.
Poszukiwanie rozwigzania optymalnego zadania (15) zostato wiec zawezone
do zbioru wektorow z R" dla ktorych:
¥Y'=1 dla iel (22)
za$§ wspotrzedne ‘Pj" dlaj € I s3 zwigzane z nastgpujgcymi warunkami wynikajg-
cymi z wnioskéw 3 1 4:

YE¥ =a-YF i Pe(0]) (23)

Jjely i€l
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Z okreslenia wskaznikow (18) wiemy, zZe:

P=g F dla jel (24)
Po podstawieniu (22) i (23) do wzoru na wartos¢ funkcji celu zadania (15)
i po skorzystaniu z (24) otrzymujemy:
PT\PO zcx’gmin +Z(])i_gminF;') (25)
i€l
Z wniosku 3 wiadomo, ze zadanie (15) ma rozwigzanie optymalne. Jesli /,
jest zbiorem jednoelementowym, to jedyna wspotrzedna ‘Pjo, J € 1, jestrowna:

o-fogr)s

i=1,

Jezeli I, ma wigcej niz jeden element, to warto$¢ optymalna (25) jest przyje-

ta na zbiorze wektorow spetniajacych warunki (22) i (23). Niezalezno$¢ wartosci

optymalnej od ‘Pjo, J € I, jest konsekwencja rownoleglosci warstwicy funkcji celu

jako funkcji zmiennych ‘{’j", J € 1, do zbioru okreslonego przez (23). Dowolnie
ustalajgc j € I, mozemy przedstawi¢ ‘Pjo W postaci parametryczne;j:

wf:(a—ZF,.— ZFk‘Pfj/ITj (27)

i=I, kely-{j}

gdzie ¥} € (0,1),k € I, — {}.

Whiosek 5

Jezeli Io =1, to wspotrzedne jedynego rozwigzania optymalnego ‘¥, s3 dane
za pomocg wzordw (22) i (26). Jezeli Io > 1, to zbidr rozwigzan optymalnych
sktada si¢ z wektorow W° o wspotrzednych spehniajacych warunki (22) 1 (27).

Poszukamy takiego rozwigzania optymalnego, ktore ma state wspotrzedne
Y'=PBdlaj e /. Z(23) otrzymujemy:

p-[a-ze)z 5 2

i=I, jel,
7 istnienia rozwigzania optymalnego spetniajacego (23) wiadomo, ze
0<B<I.
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Whiosek 6

Jednym z rozwigzan optymalnych zadania (15) jest wektor ¥° € RY o wspot-

rzednych:
g0 :{B L BIE =g,
l 1 P/F,> g,

gdzie B jest dane wzorem (28). W przypadku, gdy warto$¢ minimalna uogolnio-
nej gestosci jest osiggnigta tylko w jednym stanie, uktad (29) okresla jedynie roz-
wigzanie optymalne.

Poréwnujac wzory (10), (11) i (29) mozna zauwazy¢ eliminacj¢ zerowych
warto$ci wspotrzednych, poza ewentualnym przypadkiem = 0.

(29)

3. Rozwiazanie optymalne a dolny kwantyl uogélnionej gestosci

We wniosku z uogdlnionego lematu Neymana-Pearsona, cytowanego w roz-
dziale 1.3, wartosci wspotrzednych rozwigzania optymalnego zalezg od poréwna-
nia warto$ci uogolnionej gestosci z jej dolnym 1 — o kwantylem. Ponizej zbada-
my prawdopodobienstwa pomocnicze odpowiednich zdarzen.

Z charakterystyki optymalnego testu (23) wynika, zZe:

2 F<a (30)
i=1
Poniewaz zachodzi ZFJ + Z F, =1, to na podstawie (30) otrzymujemy
oszacowanie: jelo el

Jely
Biorgc pod uwage (18) 1 (19), nieréwnosci (30) i (31) mozemy odpowiednio
zapisa¢ w postaci:

F'yp,, <a (32)

FTIP/F:gmm 21-a (33)
Z nieréwnosci (33) i z definicji dolnego kwantyla zastosowanej do skokowe-
go rozktadu prawdopodobienstwa pomocniczego F' wynika, ze:

F4-a (P/F): Emin (34)

zatem w uktadzie wzoroéw (10)-(12) zachodzi g, =c.
Po uzyskaniu réwnosci (34) mozemy zbada¢ warunek dostateczny klasycz-
nej kwantylowej ostony zobowigzania. Zdarzenie ostony jest, jak wiadomo z (6)
1 (34), okreSlone przez nierownos¢ P/F > g ., wigc jego prawdopodobienstwo
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pomocnicze jest rowne F7T 1 . Warunek dostateczny ostony kwantylowej,

P/F > .
przytoczony w rozdziale 1.2, r/na i)mcl)nstac':
FTIP/F>gmm =a (35)
lub inaczej:
F'lpp, =1-a (36)

Wyrazajac (36) za pomoca zbioru wskaznikow (18) otrzymujemy nastepu-
jacy wniosek:

Whiosek 7

W celu spetnienia warunku dostatecznego klasycznej ostony kwantylowej na
rynku skonczonym potrzeba i wystarcza, aby:

D F =1-a (37)
Jely

Zdarzenie ostony jest wowczas zbiorem {o: i € /,}. Ponadto w tym przy-
padku B = 0.

Na rynku zupelnym wartos¢ poczatkowa zobowigzania mozemy, zgodnie
z (18) 1 (19), roztozy¢ na dwa sktadniki:

Ly=Y0,-H,+ 0, -H, (38)
Jjely iel)

Jesli spetniony jest warunek klasycznej oslony kwantylowej (37), to z (5)
wynika, ze sktadnik wyceny bezarbitrazowej zobowigzan w ostonigtych stanach
(19) jest najwigkszy i rowny kwocie budzetu:

ZQi H;=v (39)
iel)
a w konsekwencji sktadnik wyceny zobowigzania w nieostonietych stanach (18)
jest najmniejszy i rowny wartosci niedoboru:
2.0, H,=L-v (40)
Jely

Na ogot przy uogoélnionej ostonie kwantylowej zachodzg jedynie nierowno-

$ci wynikajace z (31) i (30), mianowicie:
>0 -H <v (41)
iel)

Tak wigc wycena bezarbitrazowa zobowigzan w stanach minimalnej ggstosci
przy uogolnionej ostonie kwantylowej jest nie mniejsza od wartosci niedoboru:

ZQJ'H_/ZLO_V (42)

Jely
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Podsumowanie

Znajomos$¢ skonczonego zbioru wartosci uogélnionej gestosci P/F pozwala
wskaza¢ gestos¢ minimalng i porownac ja ze wzgledng cena niedoboru (1). Jesli
wzgledna cena niedoboru jest rowna minimalnej gestosci, to mozemy zagwaran-
towac klasyczng ostone kwantylowa zobowigzania wyznaczong za pomocg zran-
domizowanego testu (29) o wspotrzednych z {0,1}. Gdy zas wzgledna cena nie-
doboru rézni si¢ od minimalnej gestosci, to musimy si¢ zadowoli¢ uogo6lniona
ostong kwantylowg zobowiazania, otrzymang na podstawie zrandomizowanego
testu (29) o wspotrzednych z {B, 1}, gdzie > 0 (por. (28)).
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OPTIMAL RANDOMIZED TEST IN THE FINITE COMPLETE MARKET

Summary

We deal with the finite complete arbitrage free financial market model. There are giv-
en a liability ( as selling an european option) and an initial amount lower than the initial
value of the liability. The quantile hedging is based upon the generalized Neyman- Pear-
son lemma, but this approach don’t give all information on the optimal solution in the con-
sidered case. In the present paper the optimal randomized test is analysed with some meth-
ods of the mathematical programming. It is showed that the minimal generalized density
of probabilities equals the needed lower quantil. Moreover we construct the optimal solu-
tions set. It is the basis to formulate the sufficient condition of the classical quantile hedg-
ing.
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PRZYDATNOSC PRAWDOPODOBIENSTWA
SUBIEKTYWNEGO DO KALKULACJI

STOP SKLADEK W UBEZPIECZENIACH
OBOWIAZKOWYCH ODPOWIEDZIALNOSCI
CYWILNEJ ZAWODOWEJ

Wprowadzenie

Ubezpieczenia majatkowe wkraczaja w coraz to nowe nieznane w literatu-
rze ubezpieczeniowej obszary dziatalno$ci cztowieka. Jednym z takich obszarow
sa ubezpieczenia odpowiedzialnosci cywilnej. W latach 2004-2010 ukazato sig
kilkanascie ogélnych warunkéw obowigzkowych ubezpieczen odpowiedzialno$ci
cywilnej (OC) dla roznych grup zawodowych, a takze roznych instytucji w posta-
ci Rozporzadzen Ministra RP. Pomijamy tutaj ubezpieczenia obowiazkowe wyni-
kajace z mocy ustawy o dziatalnosci ubezpieczeniowej. Tres¢ merytoryczna tych
warunkow jest bardzo skromna i ogoélnikowa. Obszerng analiz¢ zakresu odpo-
wiedzialnosci oraz wytaczen odpowiedzialnosci cywilnej w tych ubezpieczeniach
spotykamy do$¢ czesto w literaturze ubezpieczeniowej’. Poniewaz sg to ubezpie-
czenia obowigzkowe, kazdy zaktad ubezpieczen nie ma prawa odmowic zawarcia
takiego ubezpieczenia, jednak przed zawarciem takiego ubezpieczenia koniecz-
ne jest obliczenie stop sktadek dla danych ubezpieczen. Aby z kolei obliczy¢ sto-
pe¢ sktadki muszg by¢ obiektywne dane o czestosci szkod (prawdopodobienstwa
szkody), a takze rozmiarze szkod mozliwych do pokrycia przez zaklad ubezpie-
czen. Tymczasem osiaggni¢cie takich danych statystycznych nastrecza sporo trud-
nosci. Jak dotychczas, przed wprowadzeniem obowigzkowych ubezpieczen OC

* Por. m.in. [5, s. 53-66].
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zaktady ubezpieczen nie dysponowaty bazami danych o skali zjawisk szkodo-
wych, bedacych przedmiotem tych ubezpieczen.

Dostgpnos¢ danych do obliczen stop sktadek utrudniaja:
— ustawa o ochronie danych osobowych,
— ustawa o dziatalnosci ubezpieczeniowej z 22.05.2003 r. (Dz.U. nr 124),
— trudno dostgpne dane z wyrokoéw sadowych, dotyczacych spraw odpowiedzial-

nosci cywilnej, zawodowej,
— praktycznie catkowicie niedostepne dane o szkodach danych grup zawodo-
wych, bedace w ich posiadaniu lub w ich stowarzyszeniach.

W sumie zaktady ubezpieczen, a w szczegdlnosci ich dziaty aktuarialne sg
w bardzo trudnej sytuacji, aby policzy¢ stope sktadki i dzwignaé ciezar odpowie-
dzialnosci za jej wysoko$¢ i skutki. Niestety, zadne z rozporzadzen nie pozwala na
uzyskanie niezbednych danych od okre§lonych grup zawodowych podlegajacych
obowigzkowemu ubezpieczeniu OC. Ponadto kazde z nich ma Scisle okreslona
date obowigzywania. Stad presja czasu powoduje, ze nie jesteSmy w stanie prze-
prowadzi¢ ani obiektywnych badan, ani oceni¢ ryzyka ubezpieczanego przedmio-
tu w relatywnie krotkim czasie po wprowadzeniu rozporzadzen. W tej sytuacji
mozemy skorzysta¢ jedynie z tzw. prawdopodobienstwa subiektywnego (PS).

Celem tego opracowania jest uzyskanie odpowiedzi na pytania: Na ile jeste-
$my w stanie wykorzysta¢ prawdopodobienstwo subiektywne przy kalkulacji stop
sktadek? Jakie zagrozenia moga si¢ pojawi¢ dla zaktadu ubezpieczen przy stoso-
waniu prawdopodobienstwa subiektywnego w kalkulacji stop sktadek?

1. Sposoby okreslenia prawdopodobienstwa subiektywnego (PS)

Rozkwit badan nad zastosowaniem prawdopodobienstwa subiektywnego
nastgpit w latach 60-80 XX w. Liczne badania przeprowadzili wowczas m.in.
L.J. Savoge, G.F. Pitz, D. Kahneman, Z. Shapira, D. Winterfeldt, A.M. Murphy
[cyt. za 10, s. 269]. Badania prawdopodobienstwa subiektywnego ukierunkowa-
no na postrzeganie i pomiar niepewnosci.

Definicja
Tworca prawdopodobienstwa subiecktywnego byt de Finetti (1980), ktory

zdefiniowal je nastepujaco: ,,Przypusémy, ze pewien osobnik jest zobligowany
do oceny stawki p, za ktorg bytby gotow zaptaci¢ dowolng sume S (,,dodatnia lub
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ujemna”), w zalezno$ci od wystgpienia zdarzenia £ za wygranie sumy p-S, liczbe¢
p ustalamy jako miare prawdopodobienstwa przypisang przez tego osobnika wy-
stapienia zdarzenia £ [3, s. 152]. Jak tatwo zauwazy¢, Finetti wyraza przekona-
nie przez typowanie zaktadow niezaleznie od rodzaju zdarzen, ktore dotycza.

T. Cyrul méwi, ze ,,[...] gtbwnym celem prawdopodobienstwa subiektyw-
nego jest przywrocenie intuicyjnego znaczenia pojecia prawdopodobienstwa jako
stopnia przekonania (ang. degree of belief)” [3, s. 151]. Jego zdaniem jest to praw-
dopodobienstwo warunkowe, ktéore mozna zapisa¢ symbolicznie jako P[E(C, )],
co oznacza, ze zdarzenie E wystgpi pod warunkiem C, gdy nasza wiedza o tym
fakcie wynosi 1. E, C, I sg atrybutami otaczajgcego nas $wiata, przy czym odnosi
sie to do stopnia przekonania konkretnego osobnika.

Zdaniem M. Szredera, przez prawdopodobienstwo tego, ze jakis sad na temat
zdarzenia A4 jest prawdziwy rozumie si¢ stopien pewnosci lub przekonania danej
osoby o prawdziwosci tego sadu [13]. Prawdopodobienstwo subiektywne jest trak-
towane jako personalistyczne i warunkowe. Prawdopodobienstwo personalistycz-
ne ma t¢ zalete, ze moze by¢ stosowane do zdarzen czestych i rzadkich. Prawdopo-
dobienstwo warunkowe jest obliczane przy przyjetych z géry zatozeniach.

De Finetti i Ramuscy wskazali na podstawowa wade prawdopodobienstwa
subiektywnego, tj. aksjomat przeliczalnej addytywnos$ci. Dowodzi si¢ jednak, ze
»| - -] aksjomat przeliczalnej addytywnos$ci czesto jest utozsamiany z matematycz-
ng konwencjg przydatng w dowodzeniu waznych twierdzen rachunku prawdopo-
dobienstwa 1 znajduje uzasadnienie na gruncie subiektywnej interpretacji praw-
dopodobienstwa” [4, s. 134].

Empiryczne badania Marksa (1995) i Irwina (1953) dowiodly, ze przy do-
konywaniu wyboréw ludzie zawyzaja prawdopodobienstwa wynikow pozytyw-
nych i zanizaja prawdopodobienstwa wynikow negatywnych. Prawdopodobien-
stwo subiektywne najczgsciej odnosi si¢ do przekonania konkretnego osobnika.

A. Tverskij i Kahneman PS 13cza z pojeciem ,,dostepnosci” (availability) ,,zda-
rzenia, dla ktorych tatwo mozna poda¢ podobne przypadki jest oceniane jako bar-
dziej prawdopodobne niz zdarzenie, dla ktorego jest to trudne™ [cyt. za 11, s. 66].

Wise’a przyjmuje, ze badani podaja PS na podstawie podobienstw migdzy
zdarzeniami.

G. De Zeeuw oraz W.A. Wagenaar wyrozniajg prawdopodobienstwa osobi-
ste (PO) jako stopien pewnosci idealnego, racjonalnego cztowieka spetniajacego
warunek wewnetrznej zgodnosci, czyli konsystencji. Autorzy ci wskazujg na réz-
nice migdzy PS i PO.

* Zjawisko to jest opisywane w literaturze jako optymizm, myslenie zyczeniowe, a takze okre$lane
jako zalezno$¢ migdzy atrakcyjno$cig wyniku a oceng jego prawdopodobienstwa.
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Punktem wyjs$cia w okreslaniu prawdopodobienstw subiektywnych sg proby
radzenia sobie z niepewnoscig wobec braku danych obiektywnych. Mamy tu do
czynienia z niepewnoscig mozliwych zdarzen co do miejsca, czasu i okoliczno$ci.
Poczucie niepewnosci rejestrowane jest wewnatrz osoby i uzewnetrzniane w po-
staci przekonan i wyglaszanych opinii. Prawdopodobienstwo subiektywne nie ma
jednoznacznej interpretacji. Interpretacje oparte sa na sadach okreslonych posta-
ci: ,,stopien wiary”, ,,stopien przekonania”, ,,szansa sukcesu”, ,,szansa straty”. Sa
to okreslenia powszechnie uzywane w mowie potocznej, psychologii, socjologii
i podejmowaniu decyzji. Prawdopodobienstwo subiektywne jest to ocena zwykle
stowna, lecz niekiedy w postaci liczby na skali 0-1 lub 0-100 wyrazajaca stopien
pewnosci odczuwalnej przez realne, zywe osoby” [14, s. 231].

2. Metody szacowania prawdopodobienstwa subiektywnego

Wedtug J. Peno, mozna wyr6zni¢ bezposrednie i posrednie metody pomiaru
prawdopodobienstwa subiektywnego [10]. Do bezposrednich metod mozna zali-
czy¢ m.in.: metode kolejnych przyblizen, metod¢ kwantylowa, metode wiarygod-
nos$ci, metode Shapiny. Metody te sg szeroko omawiane i stosowane w literaturze
i praktyce. Do metod posrednich nalezy zaliczy¢ metody: kota prawdopodobien-
stwa, urnowa, drzewa zdarzen i innych.

Dotychczasowa praktyka funkcjonowania ubezpieczonych od odpowiedzial-
nosci cywilnej wskazuje, ze mamy do czynienia z nielicznymi przypadkami po-
pehienia btedow. Stad prawdopodobienstwo ich wystapienia jest rzadkie. W ta-
kich przypadkach oszacowanie prawdopodobienstwa subiektywnego jest bardziej
skomplikowanie. Mimo wszystko praktyka oczekuje takze na oszacowanie takie-
go prawdopodobienstwa. Zdaniem J. Peno, w tych przypadkach mozna wykorzy-
sta¢ metody drzew wadliwosci, a takze scenariuszy. Obie te metody wymagaja
dostarczenia szczegdétowych danych o mozliwych prawdopodobienstwach i przy-
czynach strat.

Réznym zjawiskom przyporzadkowuje si¢ wagi decyzyjne odwzorowuja-
ce postawy psychologiczne, ktore ludnos¢ przeksztatca w prawdopodobienstwa.
Wagi decyzyjne niekoniecznie spetniaja zasady rachunku prawdopodobienstwa.
Wielu analitykéw badajacych postawy i oceny dokonywane przez rézne grupy
ludnos$ci zauwazyto, ze ludno$¢ ,,zawyza prawdopodobiefistwo wyniku pozytyw-
nego, a zaniza prawdopodobienstwo wyniku negatywnego” [11, s. 66]. Proby wy-
jasnienia tego zjawiska doprowadzity do idei wag konfiguralnych, ktére dazyty do
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poréownywania tych ocen. Oznaczalo to w rezultacie, ze ocena prawdopodobien-
stwa zalezy od pozycji danego wyniku wsrdd innych wynikéw, tzn. czy to jest np.
wynik pozytywny czy tez negatywny. Zauwazono takze — co potwierdza prakty-
ka — ze im dalej od punktu odniesienia (tzn. od daty powstania negatywnego zja-
wiska), tym mniejsza wrazliwo$¢, czyli nastgpuje dzialanie ,,prawa zmniejszaja-
cej si¢ wrazliwos$ci”.

3. Zasady stosowania prawdopodobienstwa subiektywnego do
kalkulaciji stop sktadek

Przy kalkulacji stop sktadek w obowigzkowych ubezpieczeniach odpowie-
dzialnosci cywilnej sa z gory ustalone ogolne warunki ubezpieczenia. Warunkoéw
tych nie mozna modyfikowaé, gdyz sa to ustalenia rzadowe lub parlamentarne,
majace na celu ochrong okreslonych instytucji i grup zawodowych. Jedyng wiel-
koscig obowigzkowo podawang przez ustawodawce jest minimalna suma gwa-
rancyjna okres$lajgca gorna granice odpowiedzialnosci zaktadu ubezpieczen. Sa to
ubezpieczenia o jednorocznym okresie ochrony ubezpieczeniowe;.

Powstaje pytanie, w jaki sposob uzy¢ prawdopodobienstwa subiektywnego,
aby zaktad ubezpieczen wywiazal si¢ z narzuconego na niego obowiazku i nie po-
ni6st strat? Odpowiedz na to pytanie nie nalezy do tatwych, gdyz szkody z tytu-
hu zawartych uméw ubezpieczenia moga si¢ pojawiaé parg lat po zawarciu umo-
wy ubezpieczenia.

Zasada pierwsza to wykorzystanie wiedzy na temat ubezpieczanego pro-
duktu. Literatura polska i zagraniczna, zwlaszcza opracowania specjalistyczne,
dostarczaja wielu cennych informacji, ktore moga by¢ przydatne przy ocenie ry-
zyka ubezpieczanego. Stawiamy tutaj teze, ze im wigcej wiemy na temat nie-
znanego nam ryzyka ubezpieczanego, tym mniejszy mozemy popehic blad przy
kalkulacji stop sktadek. Ciggle poglebianie wiedzy o przedmiocie ubezpiecze-
nia moze si¢ przyczyni¢ do zmniejszenia marginesu niepewnosci, a tym samym
wzrostu precyzyjnosci obliczen aktuarialnych.

Druga zasada to oszacowanie prawdopodobienstwa subiektywnego. Sta-
wiamy teze, ze w warunkach braku informacji, zwlaszcza statystycznych, zadna
warto$¢ prawdopodobienstwa subiektywnego nie moze zosta¢ uznana za w peni
wiarygodng. A wigc z gory nalezy zaklada¢ popeienie btedu przy kalkulacji sto-
py sktadki. Btad moze polega¢ m.in. na:

— pominigciu istotnych danych,
— zlej interpretacji danych,
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— niewzigciu pod uwage opinii eksperta,

— blednej metodologii pomiaru,

— nieanalizowaniu wyrokow sadowych, rozstrzygajacych sytuacje konfliktowe

na linii ubezpieczony—zaktad ubezpieczen.

Trzecia zasada to postepowanie ostroznosciowe. Mozemy tutaj postepowac
na dwa sposoby:

1) zawieranie kontraktow ubezpieczeniowych na okresy krotsze niz jeden rok;
stawiamy tutaj teze¢, ze ubezpieczenia krotkoterminowe sg bardziej bezpiecz-
ne i optacalne,

2) poréwnywanie migdzy ustalong stopa sktadki a rzeczywista osiagnigta, tzn.
ktora zostala osiggnicta w drodze realizacji ubezpieczen; w tym przypadku
powinnismy dazy¢, aby roznica migdzy tymi wielko$ciami byta jak najmniej-
sza.

Zardwno w pierwszym, jak i drugim przypadku musimy doktadnie (na pod-
stawie akt szkodowych) analizowac¢ zbierane sktadki, jak i kazda powstata szko-
de (przyczyny, proces likwidacji, procedury wyceny itp.). Nie bez znaczenia jest
tutaj obserwacja wyniku rachunku technicznego, ktéry zawiera m.in. parametr re-
zerw techniczno-ubezpieczeniowych. Rachunek ten powinien by¢ sporzadzany na
koniec kazdego miesigca po to, aby mozna byto na biezaco obserwowa¢ ekono-
miczng stron¢ ubezpieczonego ryzyka.

Przez pryzmat wyniku na rachunku technicznym i znanych wskaznikach tech-
niczno-ekonomicznych powinni$§my obserwowac¢ adekwatnos¢ stop sktadek usta-
lonych w przesziosci. Wazne jest, aby przy konstrukcji taryf ubezpieczeniowych
zastosowac¢ odpowiednio skonstruowane franszyzy, udziaty wiasne, a takze zwyzki
1 znizki. Parametry te moga skutecznie chroni¢ zaktad ubezpieczen przed stratami.

4. Mozliwos$ci wykorzystania wiedzy ekspertow i firm
konsultingowych do szacowania prawdopodobienstwa
subiektywnego

W celu oszacowania PS mozemy wykorzysta¢ wiedzg ekspertow. Pod pojeciem
»ekspertow” bedziemy rozumie¢ specjalistow-praktykoéw z wieloletnim do$wiad-
czeniem, posiadajacych znajomo$¢ w ocenie danego zjawiska, ktorzy maja dosta-
tecznie duza wiedzg w przedmiocie objgtym ochrong ubezpieczeniowa. Nie negujac
wiedzy eksperta nalezy podchodzi¢ do oszacowania przez niego PS z ostroznoscig.
Wynika to z faktu, ze sa to osoby mogace si¢ myli¢ w swoich sadach (ocenach i opi-
niach). Do najczesciej popelnianych btedow przez ekspertow zalicza sig:
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— odchylki, gdy np. ekspert wykazuje duze rozbieznosci w ocenie prawdopodo-
bienstwa zdarzenia,

— brak koherencji, tj. odstepstwa od formalizmu teorii prawdopodobienstwa,

— brak kalibracji, tj. zgodnosci szacunkow z rzeczywisto$cig [1].

W naszym przypadku bedziemy zaktadac, ze eksperci postepuja w katego-
riach zachowania racjonalnego.

Warto tutaj zwrdci¢ uwage, ze w przypadku zadania ekspertowi pytania o czg-
sto$¢ wystepowania zjawiska moze on mie¢ trudnosci w oszacowaniu. Stad przy
wyborze eksperta trzeba zwroci¢ uwage na stopien znajomosci eksperta z zakresu
rachunku prawdopodobienstwa i statystyki matematycznej. Wiedza ta z pewnoscia
mogtaby zmniejszy¢ skale bledow popetnianych przez niego przy szacowaniu PS.

W celu ograniczenia niepewnos$ci przy stosowaniu prawdopodobienstwa su-
biektywnego mozliwe jest wykorzystanie wiedzy firmy konsultingowej. Konsul-
ting za Miedzynarodowym Biurem Pracy rozumiany jest jako ,,[...] zestaw ushug
$wiadczonych przez niezalezng i wykwalifikowang osob¢ lub osoby w zakresie
rozpoznania i badania probleméw dotyczacych polityki, organizacji procedur
i metod, zlecania podjecia stosownego dziatania usprawniajacego oraz udzielania
pomocy we wdrazaniu rekomendowanych rozwigzan” [2, s. 23]. Konsulting moze
takze dotyczy¢ doradztwa w szeroko rozumianych finansach, w tym ubezpiecze-
niach. Zadaniem firm konsultingowych jest pomoc klientowi w rozwigzaniu pro-
blemu. Jak dotychczas, rzadko mozna spotka¢ w firmach konsultingowych osoby
zajmujace si¢ doradztwem w zakresie kalkulacji sktadek zarowno w ubezpiecze-
niach na zycie, jak i majatkowych. Stad przy korzystaniu z ustug firmy konsul-
tingowe;j trzeba dokona¢ rozpoznania odno$nie do kompetencji’, zaufania i wia-
rygodnosci $wiadczonych ustug. Innymi stowy, trzeba podchodzi¢ z ostrozno$cia
do uzyskanych wynikow.

5. Mozliwosci wykorzystania intuicji przy szacowaniu stop sktadek

Cztowiek najczesciej szacuje prawdopodobienstwa bardzo niedoktadnie, in-
tuicyjnie. Jak wynika z definicji okreslenia prawdopodobienstwa subiektywnego,
W wyrazaniu opinii towarzyszy nam intuicja. Kazdy cztowiek ma intuicj¢ wynika-
jaca z doswiadczenia, treningu, obserwacji. Pod pojegciem ,,intuicji” bedziemy ro-
zumiec ,,tworczos¢ w pomystach i kreatywnosci [...], momentu ol$nienia [...], na-
glym zwrocie mysli w kierunku rozwigzania analizowanego problemu [8].

" Pojecie ,.kompetencji” zostato szczegbtowo omowione w pracy [9].
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Zdaniem M. Laszczuka, intuicja to ,,forma bezposredniego poznania, ktore-
go wiarygodno$¢ jest zawarta w nim samym i nie wymaga dowodow” [7, s. 63].
Intuicja m.in.:

— jest naturalng czeScig myslenia cztowieka,

— wystepuje w warunkach braku wiedzy przy podejmowaniu decyz;ji, traktowana
jest jako uzupekienie wiedzy,

— nalezy do kategorii subiektywnych,

— subiektywnie postrzega otoczenie przedsigbiorstw.

Wyniki badan przeprowadzonych przez tego autora dowodza m.in. Ze:

— kobiety maja wigksza intuicj¢ niz m¢zezyzni,

— im krotszy staz pracy, tym czg$ciej siggamy po intuicje,

— intuicja skraca czas podejmowania decyzji,

— wobec otaczajacej nas lawiny informacyjnej czgsciej siegamy do intuicji,

— im bardziej przewidywalne otoczenie, tym che¢ wykorzystania intuicji jest
mniejsza.

W warunkach braku informacji o ubezpieczonym przedmiocie mozemy sig-
ga¢ do intuicji. Postepowanie to mozliwe jest do wykorzystania przez kierownic-
two zaktadu ubezpieczen, dziaty oceny ryzyka i dzialy aktuarialne. Stosowanie
intuicji przy szacowaniu stopy sktadki moze by¢ trafne albo chybione, zawodne.
Jesli zastosowanie stopy sktadki bedzie chybione moze doprowadzi¢ do strat, kto-
re bedzie trudno pokry¢ dochodami z innych ubezpieczen, dlatego postugiwanie
si¢ intuicjg musi by¢ bardzo ostrozne i rozwazne.

Wyzej wymienione spostrzezenia i czynniki oddziatywania mozna odnies¢
do decyzji ostatecznych, jakie musza podjac zarzady zaktadow ubezpieczen przy
ustalaniu taryf ubezpieczeniowych w omawianych rodzajach ubezpieczen. Sko-
rzystanie z intuicji — jak si¢ wydaje — jest konieczne, ale trzeba mie¢ na uwadze
dodatkowe utrudnienia. W przypadku ubezpieczen odpowiedzialnosci cywilnej
zawodowej mozemy mie¢ do czynienia z tzw. dlugim ogonem ryzyka. W prak-
tyce np. bledy popehione przez projektanta z zakresu budownictwa moga sie
ujawni¢ dopiero po wielu latach eksploatacji, np. katastrofa hali w Katowicach.
Stad kalkulacja stop sktadek w oparciu o prawdopodobienstwo subiektywne
moze by¢ obarczona duzym btgdem. Nalezy takze zauwazy¢, ze w przypadku
ubezpieczen OC zawodowej bardzo trudno jest oszacowaé¢ maksymalng mozli-
wa szkode [15, s. 16-17]. Wprawdzie mamy minimalng sume¢ gwarancyjnag, jed-
nak znajomo$¢ maksymalnej mozliwej szkody jest istotna dla celow kalkulacji
stopy sktadki. Wykorzystanie i w tym przypadku okreslenia prawdopodobien-
stwa subiektywnego powstania maksymalnej szkody moze by¢ obarczone du-
zym btedem.
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Wazna dla celow kalkulacji stop sktadek jest znajomos¢ tzw. triggerow zda-
rzenia [6]. Triggery zdarzenia odnoszg si¢ do zagadnien procesu szkodowego
i odpowiadaja na pytania: kiedy szkoda powstata?, kiedy zostata ujawniona?, kie-
dy zostata zgtoszona?, kiedy zostata zlikwidowana? Kazde z tych pytan zawiera
trudnosci w okresleniu i dochodzeniu w czasie likwidacji szkod. Dla potrzeb kal-
kulacji stop sktadek wazne jest, ze ze zdarzeniami okreslonymi jako triggery spo-
tykamy si¢ w praktyce ubezpieczeniowe].

Warto w tym miejscu zwrdci¢ uwage na regulacje Kodeksu cywilnego.
W mysl art. 442, roszczenie o naprawienie szkody wyrzadzonej czynem niedo-
zwolonym ulega przedawnieniu z uptywem 3 lat od dnia, w ktéorym poszkodowa-
ny dowiedziat si¢ o szkodzie i o osobie obowigzanej do jej naprawienia. Termin
ten nie moze by¢ dluzszy niz 10 lat od dnia, w ktérym nastgpito zdarzenie wywo-
lujace szkode. W $wietle takich ustalen kalkulacja stop sktadek w przypadku po-
krycia roszczen spornych w OC zawodowej jest bardzo utrudniona. Stosowanie
wigc prawdopodobienstwa subiektywnego przy kalkulacji stop sktadek na tak od-
legte okresy realizacji zobowigzan jest bardzo problematyczne.

Podsumowanie

Przedstawiony na wstepie problem prawdopodobienstwa subiektywnego po-
kazuje ztozono$¢ problematyki. W warunkach skrajnego braku danych o ubez-
pieczonym ryzyku uzycie prawdopodobienstwa subiektywnego budzi watpliwo-
$ci. Zarowno dzialy aktuarialne, jak i zarzady zaktadow ubezpieczen powinny
dazy¢ do ograniczenia jego stosowania. W naszej ocenie lepiej jest wydac srodki
na badania empiryczne niz ponosi¢ straty w przyszto$ci wynikajace z btedu kal-
kulacji stopy sktadki. Rozwaznie takze trzeba si¢ sugerowa¢ opiniami rzeczo-
znawcow, ekspertow i firm konsultingowych. Bardzo ostroznie nalezy stosowaé
intuicj¢ w podejmowaniu ostatecznych decyzji o wysokosci taryf ubezpieczenio-
wych. Wynika to z bardzo ztozonej problematyki odpowiedzialnosci cywilnej za-
wodow zaufania publicznego.

Aby unikna¢ trudnosci w kalkulacji stop sktadek konieczna jest nowelizacja
rozporzadzen, ktdra powinna pojs¢ w kierunku powigkszenia dostepu do danych
o dotychczasowych szkodach réznych ubezpieczonych grup zawodowych. Lezy
to w interesie zaktadow ubezpieczen i samych ubezpieczonych.

Podj¢ta problematyka nie zostata wyczerpana, lecz jedynie zasygnalizowa-
na, konieczne sg dalsze uwagi i polemiki.
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USEFULNESS OF SUBJECTIVE PROBABILITY TO CALCULATE
PREMIUMS IN THE OBLIGATORY CIVIL PROFESSIONAL INSURANCE

Summary

In the years 2003-2009 the several acts of law concerning obligatory insurance of
various professional groups were created. Insurances protect these groups especially from
errors that occur during performing work. The article presents the problem of difficulties
in calculating the contribution rates as a result of lack of data. But in order to calculate the
rate of contribution the article attempts to use of subjective probability.
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OPTYMALIZACJA PORTFELA Z ZASTOSOWANIEM
KOPULI NIESYMETRYCZNYCH

Wprowadzenie

Analizy dotyczace portfeli inwestycyjnych w sposob szczegdlny wymaga-
ja uwzglednienia wspotzaleznosci wystgpujacych pomiedzy sktadowymi port-
fela. Fakt ten ma podstawowe znaczenie z punktu widzenia podejmowania
wiasciwych decyzji ze wzgledu na dwa zasadnicze kryteria, jakie stanowig mak-
symalizacja zysku i minimalizacja ryzyka. Niewlasciwe wychwycenie zalezno-
$ci pomiedzy sktadowymi portfela moze sprawic, ze ryzyko bedzie znaczaco nie-
doszacowane.

Jednym z podej$¢, pozwalajacym na ujecie wspotzaleznosci miedzy sktado-
wymi portfela jest modelowanie za pomocg kopuli. Taka metodologia jest efek-
tywna i do$¢ popularna. Daje si¢ ona stosowaé zarowno w statycznym podejéciu
do danych, w ktoérym analizowane sg bezwarunkowe stopy zwrotu, jak i w po-
dejéciu dynamicznym, uwzgledniajacym m.in. autokorelacje, czy tez warunkowa
zmiennos$¢. Nalezy jednak zwrdci¢ uwage, ze stosowane w praktyce i opisywane
od strony teoretycznej modele bazujg jedynie na kopulach symetrycznych, a do
tego w zdecydowanej wigkszosci przypadkow na archimedesowych. Mimo ze
modele te dajg dos¢ satysfakcjonujace efekty, to jednak ich istota stoi w sprzecz-
nosci z faktem, ze sktadowe portfela (na ogoét) nie moga by¢ traktowane jako wza-
jemnie zastepowalne elementy. Wobec tego symetria wektora losowego jest tu ro-
zumiana jako symetria kopuli (w sensie wymienno$ci jej argumentow) taczace;j
wspotrzedne tego wektora. Oznacza to, ze wektor (Y, ..., Y)) jest symetryczny,
jezeli wektory (F(Y),.... F(Y)) 1 F oY) oo Foy(Yo) maja ten sam rozktad

(k)
dla dowolnej permutacji 1, gdzie F, sa dystrybuantami brzegowymi.
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W zwigzku z powyzszym w opracowaniu zaproponowano odejscie od mo-
delowania zaleznos$ci mi¢dzy rozktadami brzegowymi przy uzyciu kopuli syme-
trycznych na rzecz modelowania kopulami niesymetrycznymi, ktére stuza opiso-
wi zaleznosci miedzy brzegowymi rozktadami stop zwrotu pojedynczych walorow
tworzacych portfel. W tym konteks$cie celem opracowania jest prezentacja mozli-
wosci efektywnego zastosowania kopuli niesymetrycznych do optymalizacji port-
fela. Prezentacja ta jest prowadzona na podstawie przyktadowego, arbitralnie wy-
branego portfela dwusktadnikowego.

Od kilku lat w literaturze zaczyna si¢ odnotowywac fakt, ze modele bazujace
na kopulach symetrycznych sa nieadekwatne. Prezentowane przez autorow ujecia
wywodzg si¢ z grubsza z dwoch nurtow. Pierwszy uwypukla koniecznos$¢ stoso-
wania kopuli o r6znych dolnym i gérnym wspotczynnikach zaleznosci ekstremal-
nych. Drugi dotyczacy tzw. modelu kaskady kopuli dwuwymiarowych, stanowi
probe oddania specyficznych zaleznosci wielowymiarowych [1]. Ujecia te jednak
nie w pelni i nie wprost realizujg istot¢ nadmienionej asymetrii.

1. Optymalizacja portfela

Opis stosowanej w opracowaniu metodologii zaczniemy od prezentacji istoty
optymalizacji portfela ztozonego z walorow X, ... , X®, ktorg mozna uja¢ w na-
stepujacy sposob’:

Zatézmy, ze znane sa oczekiwana stopa zwrotu z portfela R(v) i pewna
przyjeta miara ryzyka M(v) dla wszystkich mozliwych udziatow v = (v ,..., v,)

k

(Z v, =1, v, > 0) waloréw pod wzgledem ilo$ci w portfelu. Wowczas albo przy
i=1

zadanej najmniejszej dopuszczalnej oczekiwanej stopie zwrotu R, wyznacza sig

sktad portfela v minimalizujacy miarg ryzyka (ujgcie optymalizacyjne ozn. (O1)),

albo przy zadanej najwigkszej dopuszczalnej wartoSci miary ryzyka M wyznacza

si¢ sktad portfela v maksymalizujacy oczekiwang stope zwrotu (ujecie optymali-

zacyjne ozn. (02)).

Graficzng ilustracje istoty obu uje¢ optymalizacji w przypadku portfela dwu-
sktadnikowego (k = 2, v = (v, 1 — v)) prezentuja wykresy zamieszczone w le-
wej kolumnie na rys 1. Natomiast w prawej kolumnie tego rysunku umieszczone
sg dodatkowo wykresy odzwierciedlajace zaleznosci udziatu v pierwszej sktado-

* Przedstawione tu ujecie optymalizacji jest bardzo ogélne, a szczegdétowe podejscia mozna zna-
lez¢ np. w pracach [4; 7; 9].
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wej portfela odpowiednio od R (v = w(R), w ujeciu (O1)) badz od M, (v = v(M),
w ujeciu (02)).
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Rys. 1. Tlustracja graficzna sposobu optymalizacji portfela dla umownych przebiegow funkcji R
i M

W dalszym ciggu rozwazane sg opisane pokrotce miary ryzyka oraz metoda
szacowania oczekiwanej stopy zwrotu z portfela.

Po pierwsze, jako miary M przyjete sa warto$¢ zagrozona (VaR) i warunko-
wa warto$¢ zagrozona (CVaR). Dla prostoty miary te sg rozwazane jako stosow-
ne parametry rozktadu stop zwrotu z portfela, w szczegdlnosci VaR jest rozumia-
ne jako kwantyl tego rozktadu, a nie odpowiadajaca temu kwantylowi strata na
warto$ci portfela. Ponadto VaR i CVaR sg wyznaczane z perspektywy krotkiej po-
zycji — odnoszg si¢ zatem do prawych ogonow rozkladu stop zwrotu. Za metode
estymacji tych miar — w prezentowanym dalej przyktadzie empirycznym — przy-
jeto metode symulacji Monte Carlo, a uzyskane tak oszacowania miar przedsta-
wione zostang przez pryzmat wykresow bedacych analogonami wykreséw z pra-
wej kolumny z rys. 1.

" Wykresy z pierwszej kolumny zostaty wykonane w programie MS Excel, natomiast wykresy
z drugiej kolumny, jak rowniez wszystkie pozostate wykresy zamieszczone w opracowaniu —
w srodowisku R.
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Po drugie, stosowana procedur¢ szacowania oczekiwanej stopy zwrotu
z portfela mozna okresli¢ nastgpujaco: dla dowolnego sktadu portfela odtwarzane
sa dzienne realizacje jego stop zwrotu w okreslonym horyzoncie czasowym, kto-
rych $rednia przyjmowana jest jako oczekiwana stopa zwrotu na kolejny dzien.

W dalszym ciggu, bez straty ogoélnosci rozwazan, analizowany jest jedynie
przypadek portfela dwusktadnikowego”.

2. Kopule niesymetryczne

Sposrod wielu mozliwos$ci opisanych w literaturze, w opracowaniu wykorzy-
stany jest szczegblny przypadek ogolniejszej konstrukeji dwuwymiarowych ko-
puli niesymetrycznych zaproponowanej w pracy [2]. Zgodnie z wynikami tej pra-
cy (wnioski 3 14, s. 387-388), kopule niesymetryczng mozna utworzy¢ z dwoch
dowolnych kopuli 4 i B za pomocg m.in. funkcji: f(x) = x* g (x) = xP 0 parametrach
a, B € (0,1). Jesli bowiem a # 1/2 lub B # 1/2, to kopula dana wzorem:

C,p ) =AYyt P) - B(x?, yP) €]
jest niesymetryczna.

W opracowaniu za kopule 4 przyjeta jest archimedesowa kopula Claytona C,
(x,y)=(x"7+y—1)", z parametrem y > 0. Natomiast za kopule B przyjeto tzw.
kopulg przetrwania Claytona, czyli: Cy @y =x+ty-1+C(I-x,1-y), ktora nie
jest archimedesowa. Dobor typu tych kopuli jest arbitralny. Uzycie kopuli prze-
trwania podyktowane jest faktem, ze kopula Claytona ma niezerowy dolny wspot-
czynnik zaleznosci ekstremalnych (rowny 27) i zerowy gorny, za§ w przypadku
kopuli przetrwania wartosci tych wspotczynnikoéw sa zamienione. Dzigki temu
w kopuli utworzonej na podstawie wzoru (1), a wyrazonej jako:

Copps ) =C(0 410 - G ) =
= (x(a—l)v +y(B—1)Y - 1)71/7 . 2)
SOy (1= x) 0+ (1= )9 1) 1)

oba wspoélczynniki zaleznosci ekstremalnych sa niezerowe, cho¢ nie daja
si¢ one w prosty sposOb wyrazi¢ wzorami w zaleznosci od parametrow
a,pBe(0,1)iy,d>0.

* Przypadek wigcejwymiarowy wymaga jedynie uzycia innych metod konstrukeji kopuli niesyme-
trycznych.
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W prezentowanym dalej przyktadzie empirycznym do estymacji parametréw
kopuli danej wzorem (2), a nastgpnie do symulacji prob wedtug tak uzyskanego
rozktadu stosowano metody ogolne [3; 8]. Ponadto z uwagi na brak wzor6w ana-
litycznych stosownych funkcji pomocniczych nieuniknione okazaty si¢ metody
numeryczne”.

3. Metoda Monte Carlo

Niech dane bedg notowania X, , X, , dlaz e {1, ..., T}, walorow X0, X@
oraz zrealizowane stopy zwrotu R, , R,  tych walorow. Przy tych oznaczeniach im-
plementacja metody Monte Carlo (MC) do szacowania miar ryzyka (VaR i CVaR)
portfela dwusktadnikowego przeprowadzona jest w sposob nastgpujacy:

1. Na podstawie zrealizowanych stop zwrotu R, , R, estymowane sg (metoda
najwigkszej wiarogodnosci) parametry rozktadow brzegowych, za ktore przy-
jeto dwustronne uogoélnione rozktady Pareto.

2. Nastepnie (przy uzyciu numerycznej metody najwiekszej wiarogodnosci) es-
tymowane sg parametry kopuli taczacej powyzsze rozktady brzegowe, danej
wzorem (2).

3. W kolejnym kroku zgodnie z rozktadem tacznym, zadanym przez kopule
i rozklady brzegowe, symulowana jest proba liczebnosci T odtwarzajaca re-
alizacje 131’[ 91?2,; stop zwrotu sktadowych portfela.

4. Na podstawie tak otrzymanej proby odtwarzane sa realizacje notowan obu

walorow )?1 , ,)?2 - Z uwagi jednak na mozliwos¢ swobodnego zadania war-

tosci poczqfkowilch ciggdéw notowan przyjeto zasadg rownosci median, tzn.
med(X, ) = med(X, ) i med(X,,) = med(X, ).

5. Proba )?u’ )N(Z‘t, przy zadanym udziale v pierwszego waloru, shuzy do wyzna-
czenia ciagow: ZNt v), 13[ (v) odtwarzajacych realizacje warto$ci oraz realizacje
stop zwrotu stosownego portfela.

6. Z tak otrzymanych ciggow I?t(v) wyznacza si¢ oszacowania VaR(v)
1 CVaR(v).

Kroki 3-6 powtarzane sg 1000 razy, a jako ostateczne oszacowania VaR(v)

1 CVaR(v) przyjmowane sg mediany z warto$ci uzyskanych w poszczegolnych re-

petycjach.

" Wszystkie obliczenia zostaty wykonane w $rodowisku R.
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4. Przykiad empiryczny

Przyktadowym analizom poddany jest portfel tworzony z akcji KGHM i PKN
Orlen na 30.09.2011 r. z horyzontem czasowym wynoszacym 1 dzien roboczy.
Szacowanie oczekiwanej stopy zwrotu bazuje na 7'= 500 ostatnich realizacjach”
stopy zwrotu dla wszystkich mozliwych proporcji udzialow walorow w portfelu
zadanych przez v — stanowigce udziat KGHM — zmieniajace si¢ od 0 do 1 z kro-
kiem 0,001.

Dla kazdego v z podanego zakresu, zgodnie z wczesniej opisang metodo-
logia, wyznaczone zostaly oczekiwane stopy zwrotu (R(v)) oraz miary ryzyka
(VaR(v) 1 CVaR(v)), ktore przedstawiaja odpowiednie wykresy na rys. 2.
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Rys. 2. Stopy zwrotu i miary ryzyka z portfela uzyskane metoda MC (w zaleznosci od v — udziatu
KGHM)

Na tej podstawie wyznaczone sg udzialy v optymalizujace analizowany port-
fel w rozumieniu metod (O1) i (O2). Zalezno$¢ udziatéw v od najmniejszej do-

*

Wobec tego podstawa wszelkich obliczen sa dzienne notowania na zamknigcie kursow akcji obu
spotek z okresu 8.10.2010-30.09.2011 (po 500 obserwacji) z GPW w Warszawie.
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puszczalnej oczekiwanej stopy zwrotu R (w sensie (O1)) prezentujg wykresy
z rys. 3, natomiast zalezno$¢ udzialéw v od najwigkszej dopuszczalnej wartosci
miary ryzyka M (w sensie (02)) — wykresy z rys. 4.
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Rys. 3. Skiad portfela v(RO) uzyskany metoda (O1)
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Rys. 4. Skiad portfela v(MO) uzyskany metoda (O2)

Zaprezentowany przyklad empiryczny pozwala wnioskowac, ze:

— Szacowanie miar ryzyka (VaR, CVaR) poprzez odtwarzanie wektora stop zwro-
tu metoda MC cho¢ jest ztozone metodologicznie (przez co wymaga znacz-
nych ,,naktadéw obliczeniowych”), to jednak daje si¢ efektywnie stosowac.

— Uzyskane oszacowania stop zwrotu oraz miar ryzyka dla réznych sktadow
portfela pozwalajg w prosty sposob zoptymalizowac portfel.
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Podsumowanie

Oproécz wnioskow wynikajacych bezposrednio z zaprezentowanego przy-
ktadu zastosowania kopuli niesymetrycznej nalezy uwypukli¢ fakt ogoélniejszy —
— dotyczacy istoty asymetrii (w sensie zaprezentowanym w opracowaniu) i jej
uwzglednienia w modelu. Mianowicie, stosowanie kopuli niesymetrycznych jest
bardziej zasadne merytorycznie ze wzgledu na specyfike zaleznosci migdzy skta-
dowymi portfela. Niniejsze opracowanie jest swego rodzaju przyczynkiem do
dyskusji nad potrzebg, a zarazem mozliwoscig zastosowan kopuli niesymetrycz-
nych, ktoére poszerzaja perspektywe spojrzenia na modelowanie zalezno$ci mig-
dzy rozktadami brzegowymi. Obszar ten w zakresie aplikacyjnym jest wciaz zbyt
mato eksplorowany.

Wobec powyzszego, w kontekscie przedstawionego przyktadu empiryczne-
go perspektywa dalszych badan powinna obja¢ chociazby takie aspekty, jak: roz-
szerzenie analiz na portfele wielowymiarowe; dynamiczna weryfikacja uzyski-
wanych wynikéw wzgledem pojawiajgcych sie kolejnych realizacji; poréwnanie
z innymi metodami.

Literatura

1. Doman R., Zastosowania kopuli w modelowaniu dynamiki zaleznos$ci na ryn-
kach finansowych, Uniwersytet Ekonomiczny, Poznan 2011.

2. Durante F., Construction of non-exchangeable bivariate distribution func-
tions, ,,Stat Papers” 2009, No. 50.

3. Heilpern S., Funkcje taczace, WAE, Wroctaw 2007.

4. Jajuga K., Jajuga T., Inwestycje. Instrumenty finansowe, aktywa finansowe,
ryzyko finansowe, inzynieria finansowa, Wydawnictwo Naukowe PWN, War-
szawa 2006.

5. Kuziak K., Koncepcja wartosci zagrozonej VaR (Value at Risk), StatSoft,
2003.

6. Liebscher E., Construction of asymmetric multivariate copulas, ,,J. Multiva-
riate Anal.” 2008, No. 99.

7. Markowitz H., Portfolio selection. Efficient diversification of investments,
John Wiley & Sons, Nowy Jork 1959.

8. Nelsen R.B., An Introduction to Copulas, Springer, New York 1999.



Optymalizacja portfela z zastosowaniem kopuli niesymetrycznych 143

9. Tarczynski W., Rynki kapitatlowe. Metody ilosciowe, t. 2, Placet, Warszawa
1997.
10. Tsay R. S., Analysis of Financial Time Series, Wiley, Hoboken 2005.
11. R Development Core Team (2011). R: A language and environment for sta-
tistical computing. R Foundation for Statistical Computing, Vienna, Austria.
ISBN 3-900051-07-0, URL http://www.R-project.org/

APPLICATION OF ASYMMETRIC COPULAS IN PORTFOLIO OPTIMIZATION

Summary

This paper is some kind of a discussion about both the necessity and possibility of
asymmetric copula applications. Presented deliberation is settled in the context of finan-
cial portfolio analysis that, in a specific way, requires taking the correlations of the compo-
nent assets into consideration, which creates an opportunity for asymmetric copula imple-
mentation. Mentioned issues are exemplified by real two-asset portfolio optimization.
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ZALEZNOSCI DLUGOOKRESOWE
ZMIENNOSCI STOP ZWROTU | WIELKOSCI
OBROTOW NA GPW W WARSZAWIE

Wprowadzenie

Jednym z gtdéwnych zagadnien dotyczacych rynku akcji jest badanie procesu
ksztattowania si¢ cen. Rozwazania teoretyczne majace na celu wyjasnienie obser-
wowanych wlasnosci stop zwrotu, np. wystepowanie grubych ogondéw, pojawiaja
si¢ juz od potowy ubiegtego wiceku. Jedng z wazniejszych hipotez dotyczaca pro-
cesu ksztaltowania si¢ cen jest hipoteza o mieszance rozktadéw (Mixture Distri-
bution Hypothesis), zgodnie z ktorg catkowita zmiana cen akcji w ciggu dnia jest
sumg zmian cen akcji dokonujgcych si¢ pod wplywem pojawiajacych si¢ na rynku
nowych informacji. Poniewaz przyblizona miarg tempa naplywu informacji jest
wolumen, oznacza to, ze dzienna wariancja stop zwrotu (mierzaca ich zmienno$¢)
oraz wolumen wspolnie zalezg od nieobserwowalnego procesu naptywu informa-
cji oraz majg zblizone do niego wtasnosci. Poniewaz na rynek stale naptywaja in-
formacje o zréznicowanym znaczeniu i czasie oddzialywania ich akumulacja po-
woduje m.in. wystepowanie zalezno$ci dtugookresowych (tzw. dlugiej pamieci)
w szeregach czasowych zmienno$ci i wolumenu, jak rowniez ich dtugookresowa
wspotzaleznos$¢ (m.in. wspolng dtuga pamigc).

Dotychczasowe wyniki badania dtugookresowych wspotzaleznosci zmien-
nos$ci i wolumenu nie s3 jednoznaczne. Z jednej strony, Bollerslev i Jubinski [1]
na podstawie danych z lat 1962-1995 stu spotek z indeksu S&P100 wykazali,
ze zmienno$¢ 1 wolumen charakteryzujg si¢ zblizonymi warto$ciami parametrow
dlugiej pamigci (tzw. wspolna dtuga pamigc). Z drugiej za$ Lobato i Velasco [7]
oraz Gurgul 1 Wojtowicz [3; 4] wykazali na przyktadzie spotek z indeksow DIIA
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1 DAX, ze pomimo zblizonych wtasnosci dtugiej pamigci, pomiedzy zmiennoscia
a wolumenem nie wystepuje zalezno$¢ dlugookresowa (utamkowa kointegracja).
Ponadto, w przypadku spotek z GPW Gurgul i Wojtowicz [5] stwierdzili brak
wspolnej dlugiej pamigci i odmienng dlugookresowa dynamike zmiennosci 1 wo-
lumenu. We wspomnianych wyzej pracach miarg zmiennos$ci stop zwrotu byty ich
wartosci bezwzgledne lub kwadraty, jednak, jak pokazuja badania ostatnich lat,
lepsza miarg zmienno$ci jest zrealizowana wariancja. Miare t¢ wykorzystali Fle-
ming i Kirby [2]. Ich wyniki sugerujg jeszcze stabszg zalezno$¢ dtugookresowa
niz wynika to z wczesniejszych badan.

W opracowaniu zaprezentowano badanie dtugookresowych zalezno$ci po-
migdzy zmiennoscig stop zwrotu i wolumenem 20 najbardziej plynnych spotek
notowanych na GPW w Warszawie w okresie od stycznia 2005 r. do wrze$nia
2011 r. W dalszej cze$ci zdefiniowano 1 omowiono wlasnos¢ dtugiej pamieci, na-
stepnie scharakteryzowano dane oraz uzyskane wyniki badan empirycznych.

1. Dluga pamieé

Szereg czasowy charakteryzuje si¢ dluga pamiecia, jezeli jego funkcja gesto-
sci spektralnej f(A) jest nieograniczona w otoczeniu zera i spetnia warunek:

S () ~GL (1
gdy A — 0. Jesli parametr dlugiej pamiegci (utamkowej integracji) d jest dodatni,
to powyzszy warunek jest rtOwnowazny hiperbolicznemu zanikaniu funkcji auto-
korelacji p,, tzn.:

P, Je2d-1 (2)
gdy k — +oo. Jesli d < 0,5, to proces jest stacjonarny, natomiast dla d > 0,5 pro-
ces jest niestacjonarny. Wlasnos¢ (2) oznacza, ze nawet pomigdzy oddalonymi od
siebie obserwacjami wystepuja istotne zalezno$ci korelacyjne. Przyktadem proce-
sow z dtugg pamiecig sg m.in. procesy ARFIMA.

Jedna z podstawowych metod estymacji parametru d dtugiej pamigci jest
semiparametryczna metoda zaproponowana przez Robinsona [9], tzw. lokal-
na metoda Whittle’a. Warto$¢ estymatora parametru d jest obliczana na podsta-
wie periodogramu dla m najnizszych czestosci opisujacych dtugookresowe za-
chowanie procesu. Whasciwy dobor parametru m uwalnia estymator d od wptywu
krotkookresowych zaburzen badanego procesu. Estymator Whittle’a jest zgodny
0 asymptotycznym rozktadzie normalnym réwniez w przypadku niektorych nie-
stacjonarnych szeregéw czasowych.
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2. Dane

W przeprowadzonych obliczeniach jako miar¢ zmienno$ci zastosowano zre-
alizowang wariancj¢ obliczong analogicznie, jak w pracy Fleminga i Kirby [2]
jako sume kwadratow pigciominutowych stop zwrotu. Poniewaz wykorzystujac
dane wysokiej czestosci nalezy uwzgledni¢ zjawiska wynikajace z mikrostruktu-
ry rynku, wprowadzono poprawke uwzgledniajgcg autokorelacje pigciominuto-
wych stop zwrotu az do rzedu 3, czyli do opdznienia 15 minut. Przy konstrukcji
zrealizowanej zmienno$ci wykorzystano rowniez stopy zwrotu pomigdzy za-
mknigciem a otwarciem notowan, tzw. overnight returns [6]. Jako miara wielko-
$ci obrotéw zostal zastosowany dzienny wolumen, czyli liczba sprzedanych ak-
cji danej spotki. W celu eliminacji wptywu statego rozwoju gieldy z logarytmow
obu rozwazanych zmiennych usuni¢to sktadnik deterministyczny w postaci wie-
lomianu trzeciego stopnia.

3. Wyniki empiryczne

W pierwszym etapie zbadana zostata dtuga pamig¢ pojedynczych szeregdw
czasowych zmienno$ci i wolumenu rozwazanych spolek. Uzyskane wartosci esty-
matorow parametru dtugiej pamieci w catym okresie 2005-2011 oraz w dwoch row-
nolicznych podokresach (1.01.2005 r.-6.05.2008 r. oraz 7.05.2008 r.-1.09.2011 r.)
zestawiono w tab. 1. Estymacje¢ parametru d przeprowadzono na podstawie pe-
riodogramu obliczonego dla m = 70 najnizszych czgstosci. Wartos¢ ta odpowiada
okresowi o dtugosci co najmniej 24 dni. W ten sposob uzyskano oceng parame-
tru d opisujacego dynamike $rednio- i dtugookresowa. Wszystkie wartosci esty-
matoré6w w tab. 1 sg istotnie wigksze od zera i istotnie mniejsze od 1. Natomiast
w czesci przypadkoéw sg wieksze od 0,5, co wskazuje na ewentualng niestacjonar-
no$¢ danych.

Aby mozliwe byto poprawne wnioskowanie na podstawie uzyskanych wyni-
kow przeprowadzony zostat rowniez test pozornej dtugiej pamigci (spurious long
memory), tzn. wystepowania istotnej wartosci parametru dtugiej pamieci spowo-
dowanej jednak zmianami strukturalnymi, np. zmiang w poziomie $redniej, a nie
zalezno$ciami autokorelacyjnymi. Test pozornej dtugiej pamigci zaproponowany
przez Shimotsu polega na podziale calej proby na k podprob, a nastepnie na wery-
fikacji rownosci parametrow dlugiej pamigci zarbwno w podprdobach, jak i w ca-
lym rozwazanym okresie.
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Tabela 1
Dluga pamig¢ zmiennosci i wolumenu
Zmiennos¢ Wolumen
01.05-09.11 | 01.05-05.08 | 05.08-09.11 | 01.05-09.11 | 01.05-05.08 | 05.08-09.11

ACP 0,339 0,133 0,454 0,226 0,153 0,418
BHW 0,446 0,296 0,533 0,487 0,611 0,427
BRE 0,387 0,077 0,440 0,309 0,260 0,462
BRS 0,416 0,395 0,427 0,458 0,578 0,361
BSK 0,257 0,292 0,240 0,373 0,461 0,373
BZW 0,497 0,459 0,504 0,478 0,356 0,548
GTC 0,375 0,114 0,520 0,522 0,527 0,337
GTN 0,607 0,576 0,591 0,322 0,220 0,454
IPX 0,350 0,291 0,398 0,513 0,550 0,503
KGH 0,486 0,478 0,449 0,360 0,433 0,323
MCI 0,487 0,416 0,446 0,513 0,599 0,485
MIL 0,449 0,424 0,407 0,286 0,255 0,346
NET 0,481 0,624 0,417 0,481 0,567 0,475
PBG 0,394 0,354 0,444 0,453 0,328 0,283
PEO 0,568 0,491 0,536 0,289 0,439 0,258
PKN 0,512 0,473 0,451 0,297 0,132 0,385
PKO 0,409 0,297 0,417 0,385 0,390 0,380
PXM 0,505 0,380 0,516 0,614 0,644 0,614
TPS 0,472 0,552 0,427 0,144 0,049 0,293
TVN 0,443 0,314 0,416 0,485 0,542 0,461

Poniewaz rozwazane szeregi czasowe sg stosunkowo kroétkie, to test pozornej
dlugiej pamieci zostat przeprowadzony z podziatem na dwa réwnoliczne podokre-
sy wyszczegolnione wezesniej. Uzyskane wyniki wskazuja, ze dla wszystkich roz-
wazanych spotek wolumen charakteryzuje si¢ istotng dtuga pamigcig, natomiast
w przypadku zmiennosci trzech spotek (ACP, BRE, GTC) na poziomie istotno$ci
0,05 mozna odrzuci¢ hipotezg o rownosci parametrow dtugiej pamieci w podokre-
sach i catym okresie, co wskazuje, ze wykryta dluga pamig¢ moze by¢ pozorna.

Warto w tym miejscu podkresli¢ istotna réznice w zachowaniu si¢ rynkéw
w rozwazanych podokresach. Pierwszy z nich obejmuje czas hossy poprzedza-
jacej kryzys na rynkach finansowych. Drugi obejmuje juz czas samego kryzysu
i wychodzenia z niego. Jezeli zatem w rozwazanych szeregach mogtaby wystapi¢
jaka$ zmiana strukturalna skutkujgca pozorng dluga pamigcia, to przy takim po-
dziale na podokresy powinna by¢ ona najbardziej widoczna.
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Na podstawie wynikoéw przeprowadzonego testu mozna przyjaé, ze w ba-
danych szeregach czasowych wystepuje dtuga pami¢é. W zwiazku z tym ma
sens badanie czy zmiennos$¢ i wolumen maja podobng dynamike dtugookresows.
Pierwszym etapem jest zbadanie czy ich parametry utamkowej dtugiej pamieci sg
rowne, czy tez roznig si¢ istotnie. Jest to warunek konieczny wystepowania utam-
kowej integracji i istnienia wspolnej sktadowej dtugookresowe;.

Do testowania hipotezy zerowej o réwnosci parametrow diugiej pamigci
zmiennosci 1 wolumenu wykorzystana zostanie statystyka [8]:

Jm(d, —d,)
r= 3)

1 G2 1
=1 - =22
\/2< 611622> i (m
gdzie:

&’1 i&’z — odpowiednie estymatory parametrow dtugiej pamieci,
CA?’.j — elementy estymatora dwuwymiarowej macierzy gestosci spektralnej w 0.

Przy zalozeniu braku kointegracji statystyka 7 ma asymptotyczny rozktad
N(0,1). Wyniki przeprowadzonych testow wraz z wyestymowang wartoscig
wspolnego parametru dlugiej pamigci zestawiono w tab. 2. W wiekszosci przy-
padkoéw nie ma podstaw do odrzucenia hipotezy zerowej o wspolnej wartosci pa-
rametru dlugiej pamigci zmiennos$ci i wolumenu. Hipoteza ta zostata odrzucona
jedynie w przypadku szesciu spotek: GTN, IPX, MIL, PEO, PKN i TPS. Wyniki
te wskazujg, ze w porownaniu do wczesniejszych badan [5] nastgpita zmiana za-
leznosci dtugookresowych pomigdzy wolumenem i zmiennos$cig stop zwrotu ak-
cji spotek notowanych na GPW w Warszawie.

Wystepowanie wspdlnego parametru dlugiej pamigci jest warunkiem ko-
niecznym wystepowania ulamkowej kointegracji. Pojecie to jest analogiczne do
tradycyjnej definicji kointegracji, np. w przypadku procesow /(1). Dwa procesy
z dlugg pamiecig (tzn. X, ~ I(d)) 1 ¥, ~ I(d,)) s3 utamkowo zintegrowane, jezeli:

- d,=d,=d, tzn. majg ten sam stopien utamkowej integracji,

— istnigje a € R, takie, ze X + a¥~ I(b) 1 b < d, tzn. istnieje kombinacja linio-
wa procesow X i Y, ktorej parametr diugiej pamigci jest mniejszy niz parametr
dtugiej pamigci procesow X 1 Y.
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Tabela 2
Wspolna dtuga pamig¢ i utamkowa kointegracja
Wspolna diuga pamigé Utamkowa kointegracja
4 T warto$ci wlasne li.czba rglacji
wsp w, w, kointegrujacych
ACP 0,279 -1,23 1,36 0,64 0
BHW 0,466 0,41 1,12 0,88 0
BRE 0,348 -0,79 1,28 0,72 0
BRS 0,437 0,46 1,47 0,53 0
BSK 0,314 1,21 1,29 0,71 0
BZW 0,488 -0,20 1,21 0,79 0
GTC 0,448 1,46 1,21 0,79 0
GTN 0,464 23,237 1,52 0,48 0
IPX 0,434 1,78" 1,37 0,63 0
KGH 0,423 -1,42 1,60 0,40 0
MCI 0,500 0,32 1,67 0,33 1
MIL 0,367 -1,74 1,42 0,58 0
NET 0,481 0,00 1,36 0,64 0
PBG 0,418 0,48 1,33 0,67 0
PEO 0,428 3,05 1,48 0,52 0
PKN 0,404 -2,40™ 1,48 0,52 0
PKO 0,395 -0,30 1,48 0,52 0
PXM 0,556 1,05 1,29 0,71 0
TPS 0,308 -3,30™" 1,30 0,70 0
TVN 0,464 0,42 1,21 0,79 0

* ok gk

, 7, 77— istotno$¢ na poziomie 0,1, 0,051 0,01.

Badanie ulamkowej kointegracji, podobnie jak w przypadku klasycznym,
polega na analizie warto$ci wlasnych i rzedu macierzy gestosci spektralnej G w 0
(lub alternatywnie macierzy korelacji P). Procedura ustalania liczby relacji koin-

tegrujacych jest nastepujaca [10]:

Niech Si (i = 1,2) beda warto$ciami wtasnymi estymatoraﬁ’ macierzy korela-
cji ustawionymi w kolejnosci malejacej. Wowczas liczbe relacji kointegrujacych
Y mozna wyznaczy¢ jako:

gdzie:

r=argmin{L(0), L(1)}

(4)
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2-u

L) = m°15Q2 — u) —28[ (5)

W tab. 2 zestawiono wyniki odpowiednich obliczen réwniez dla spotek, dla
ktorych hipoteza o wspodlnej dlugiej pamieci zostata odrzucona. Poniewaz w wiek-
szosci przypadkow zadna z wartosci wlasnych macierzy korelacji nie jest bliska
0 oznacza to, ze macierz gestosci spektralnej dwuwymiarowego procesu zmien-
nosci i wolumenu jest petnego rzgdu, czyli nie wystepuje relacja kointegrujaca
te dwie zmienne. Jedynym wyjatkiem sg akcje MCI, dla ktérych zastosowana
procedura pozwolita na wykrycie utamkowej kointegracji pomi¢dzy zmienno$cia
i wolumenem. Oznacza to, ze tylko w przypadku akcji tej spotki mozemy mowié
o wspolnej dlugookresowej dynamice wolumenu i zmiennos$ci.

Podsumowanie

W opracowaniu zaprezentowano wyniki badania wspolnej dlugiej pamig-
ci wolumenu i zmienno$ci stop zwrotu najbardziej ptynnych spotek notowanych
na GPW w Warszawie w latach 2005-2011. Ich celem byta praktyczna weryfika-
cja hipotezy o mieszance rozktaddw, z ktorej wynika podobna dlugookresowa dy-
namika wolumenu i zmiennos$ci. Uzyskane wyniki §wiadczg o istnieniu wspolnej
dlugiej pamigci zmiennos$ci i wielko$ci obrotow. Jednoczesnie wskazujg na r6zng
dtugookresowa dynamike tych zmiennych i brak wspolnej sktadowej dtugookre-
sowej. Swiadcza o tym wyniki badania utamkowej kointegracji. Uzyskane w trak-
cie badania rezultaty s analogiczne do wystepujacych w literaturze wynikoéw ba-
dan rozwinigtych rynkow akeji [np. 7].
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LONG-RUN DEPENDENCIES IN RETURN VOLATILITY
AND TRADING VOLUME ON WSE

Summary

In the paper common long-term dynamics of return volatility and trading volume of
the largest companies listed on Warsaw Stock Exchange in 2005-2011 is examined. The
existence of contemporaneous relationship between volatility and volume is implied by
the Mixture Distribution Hypothesis which states that volatility and trading volume are
jointly generated by information flow process. In the study realized volatility computed on
the basis of high frequency data is used as a measure of return volatility. It is more efficient
measure of daily return volatility than commonly used absolute or squared returns.
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ZMIENNOSC MOMENTOW WYZSZYCH RZEDOW
NA RYNKACH FINANSOWYCH'

Wprowadzenie

Dynamiczny rozwdj chinskiej gospodarki obserwowany od lat 80. XX w. co-
raz czgsciej zwraca uwage na ten kraj jako kandydata na lidera handlu $wiatowe-
go. Wzrost gospodarczy w ciggu ostatnich lat utrzymujacy si¢ na ponad 9% pozio-
mie, ogromny rynek pracy i potezny strumien inwestycji zagranicznych, pomimo
rosnacej inflacji sprawiaja, iz gospodarka Chin stata si¢ drugg gospodarka $wiata
zaraz za gospodarkg USA. Ten gwattowny rozwoj nie bylby mozliwy bez wsparcia
dwoch poteznych gietd w Szanghaju i Hongkongu oraz duzych zmian w prawie. Od
2001 r. stopniowo otwierano rynek finansowy dla instytucji zagranicznych. Chin-
ski fenomen stanowi obecnie przedmiot zainteresowania szerokiego grona poten-
cjalnych inwestorow oraz badaczy (Osinska, Zdanowicz [5] czy Fatdzinski, Osin-
ska, Zdanowicz [2]), szczeg6lnie w latach kryzysu finansowego. Ciekawe rezultaty
uzyskano w ostatniej ze wspomnianych prac, gdzie prezentowane byly wyniki te-
stow przyczynowosci w sensie Grangera dla $redniej, wariancji 1 ryzyka migdzy
szeregami stop zwrotu glownych indekséw 1 walut §wiatowych oraz analogicz-
nymi szeregami dla Chin. Zaréwno testy Pierce’a i Haugha, Cheunga i Ng, testy
oparte na wielowymiarowych modelach GARCH wskazaty na wystgpowanie za-
lezno$ci miedzy analizowanymi szeregami. Troche gorzej na tym tle prezentowaty
si¢ wyniki testu Honga, Liu i Wanga przyczynowosci w ryzyku. Uzyskane wyni-
ki stanowily inspiracje do dalszych badan nad powigzaniami mi¢dzy kursami wa-
lut 1 warto$ciami indeksow, ktore zostang przeprowadzone przy zastosowaniu mo-
deli pozwalajacych na opis zmiennosci catego rozktadu warunkowego. W tym celu
mozna zastosowa¢ modele zmiennej warunkowej funkcji gestosci (ARCD — Auto-
regressive Conditional Density). Modele te pozwalajg na modelowanie zmiennosci

* Publikacja finansowana ze $rodkow na nauke w ramach grantu MNiSW N N 111 328839.
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catego rozktadu warunkowego przy stosunkowo prostej parametryzacji. Szeroki
jest tez wybor mozliwych do zastosowania rozktadow warunkowych. Modelowa-
nie rozktadu warunkowego szybko znalazto zastosowanie przy opisie zmiennosci
asymetrii 1 kurtozy warunkowej, a takze przy wyznaczaniu warto$ci narazonej na
ryzyko (VaR) i oczekiwanego niedoboru (Expected Shortfall — ES).

Celem niniejszego opracowania jest prezentacja wynikow wstepnych badan
dotyczacych modelowania momentoéw warunkowych wyzszych rzedow dla wy-
branych szeregéw. Analiza stanowi cz¢$¢ wigkszego badania majacego da¢ odpo-
wiedz na wptyw gospodarki chinskiej na gospodarki swiatowe.

1. Autoregresyjne Modele Warunkowej Funkcji Gestosci

Klasa modeli ARCD zostata zaproponowana przez Hansena w 1994 r. jako
pewnego rodzaju rozszerzenie modeli GARCH na parametry ksztattu i asymetrii
rozktadu warunkowego. Hansen nie precyzowat konkretnego réwnania dla kaz-
dego z parametrow, przyjat, ze a priori nie ma zadnej informacji o ksztalcie oraz
zmienno$ci rozktadu warunkowego w czasie, stad nalezy wybra¢ odpowiednio
elastyczny rozktad — skosny t-Studenta, a takze zdefiniowac bardzo ogolne row-
nania dla parametrow tego rozktadu. W przypadku parametru asymetrii i ksztattu
objasniajacej w modelu dla bonéw skarbowych zastosowano réwnanie uwzgled-
niajgce opdznienia reszt i zmiennej objasniajacej, ich iloczyn, a takze kwadraty.
W przypadku modelu dla kursu wymiany dolara do franka szwajcarskiego zasto-
sowano tylko op6znione reszty i ich kwadraty. Uzyskane przez Hansena wyniki
potwierdzaly teze o zmiennos$ci parametréw ksztattu i asymetrii rozktadow wa-
runkowych. Nalezy jednak mie¢ na uwadze, ze taki rezultat dotyczy? tylko dwoch
szeregdw. Krotki przeglad literatury zwigzanej z modelowaniem rozktadu warun-
kowego oraz asymetrii i kurtozy warunkowej mozna znalez¢ w pracy [1].

Ze wzgledu na ograniczenie w postaci posiadanej bazy o stosunkowo malej
liczbie obserwacji zdecydowano o wykorzystaniu w pracy dwoch najczesciej spo-
tykanych w modelowaniu finansowych szeregow czasowych rozkladow — skosne-
go t-Studenta, wedtug specyfikacji Hansena (STD) oraz sko$nego uogolnionego
rozktadu bledu (SGED) wedlug parametryzacji Theodossiou [6]. Oba rozklady
maja parametr asymetrii zawierajacy si¢ w przedziale (-1,1) oraz parametr ksztat-
tu. W pracy wprowadzono ograniczenia dla oryginalnych parametréw A i k, tak
aby mozliwa byla estymacja modelu ARCD z wybranymi rownaniami. I tak dla
parametru A przyjeto transformacje¢ logistyczng dang rownaniem 1 oraz nastepu-
jace réwnania opisujace zmienno$¢ parametru — rownania 2 do 6:
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A, =—0,95+19(1+exp(-7)))”" (1)

M =Y FY i FY 8L YA )

A =Yo+YED YA 3)

R TR AL ) RER S A O AR VS 4)
A=Y +YiE YoM (5)

7‘? =Y +YI8t2—l +Y2X:—1 (6)

gdzie I (x)=1,gdyx<0orazl (x)=0,gdyx>=0,1 (x)=1-1 (x).
W przypadku paramertu ksztattu i rozktadu STD wprowadzono tranformacje
dang wzorem 7 dla zapewnienia okreslonosci rozktadu:

K, =0,05+2(1 + exp(— )" (7

natomiast dla rozktadu SGED odpowiednig transformacje zapisano wzorem:
K, =4,1+30(1 +exp(— )" ®)

gdzie dodatkowo parametr k" jest zapisany jednym z rownan 9-12:

K, =9, +9&’, +9.x, (&)
K, =9, +9¢’, +9.x, (10)
K =9, +97" €, )e,_ +9,0 (€, e, + 9%, (11)
K =9,+9¢* +9,0 (€, )et, +9x, (12)

Specyfika wspomnianych modeli wymaga rowniez niestandardowych testow
do oceny ich jakosci. W literaturze najczesciej spotykane sa dwa testy: Nybloma
oraz ortogonalno$ci odpowiednio zdefiniowanych warunkow.

2. Zastosowanie modeli ARCD do opisu zmiennosci rozktadow
warunkowych szeregdw czasowych

Do analizy zostaty wybrane szeregi stop zwrotu z indekséw swiatowych, dla
ktorych przeprowadzano badanie przyczynowosci w sredniej, wariancji i ryzy-
ku. Uzyskane wyniki §wiadcza o wystgpowaniu roznokierunkowych zalezno$ci
w $redniej, wariancji i ryzyku miedzy indeksami gietd i walut §wiatowych oraz
Chin. Dane pochodzity z okresu 01.02.2006-18.02.2011, co tacznie dawato 1325
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obserwacji dla kazdego z indeksow. W przypadku roéwnania dla $redniej i warian-
cji przyjeto standardowy model ARMA-GARCH. Wyboru opdznien w modelu
GARCH dokonano a priori ustawiajac opdznienia cz¢sci ARCH i GARCH row-
ne 1. Zatozenie to wynika z analizy literatury w zakresie modelowania warian-
cji warunkowej z uzyciem modeli GARCH, gdzie w przewazajacej czgsci mo-
del GARCH (1,1) jest preferowany ponad inne z wigkszymi stopniami opdznien.
W przypadku rownania ARMA przyjeto graniczng warto$¢ opoznienia rowng 5.
Wszystkie modele byty estymowane metodg maksymalizacji funkcji wiarygodno-
$ci z uzyciem algorytmu BHHH. Nastepnie wyznaczano statystyki testow Nyblo-
ma. Modele ARCD zdefinowane w tej pracy nie pozwalaja na bezposrednig ocen¢
wplywu zmiennos$ci szeregéw z gietd chinskich na szeregi z innych gietd $wia-
towych. Mozliwa jest jedynie wstgpna ocena zmiennosci rozktadow warunko-
wych badanych szeregow czasowych. Dopiero wprowadzenie do wspomnianych
roéwnan dla poszczegolych parametrow dodatkowej zmiennej objasniajacej — stop
zwrotu indekséw z gield w Szanghaju i Hongkongu, umozliwi weryfikacje wy-
nikow testow przyczynowosci. W pierwszej kolejnosci nalezy jednak zweryfiko-
wac hipoteze o zmiennosci rozktadow warunkowych.

Ze wzgledu na stosunkowo duza liczbg estymowanych modeli w tab. 1 za-
prezentowano przyjete w pracy oznaczenia.

Tabela 1
Oznaczenia estymowanych modeli
Model A K Model N K Model N K"
M_1 const const M_11 2 M_21 4 11
M 2 2 const M 12 2 10 M 22 4 12
M 3 3 const M 13 2 11 M 23 5 9
M 4 4 const M 14 2 12 M 24 5 10
M5 5 const M 15 3 9 M 25 5 11
M 6 6 const M_16 3 10 M 26 5 12
M_7 const 9 M_17 3 1 M_27 6 9
M 8 const 10 M_18 3 12 M_28 6 10
M 9 const 11 M. 19 4 9 M 29 6 11
M 10 const 12 M 20 4 10 M 30 6 12

" const. oznacza, ze w danym modelu estymowany parametr nie zmienial si¢ w czasie, natomiast
kolejne numery odwotuja si¢ do odpowiednich rownan prezentowanych w pracy.

Estymowane byly modele z dwoma rozktadami warunkowymi STD oraz
SGED. W przypadku tego drugiego napotkano duze problemy estymacyjne, co
byto spowodowane problemami przy wyznaczaniu pochodnych oraz trudno$cia-
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mi z osiggni¢ciem zbieznosci w algorytmach optymalizacyjnych. Z tej przyczyny
wyniki estymacji modeli z rozktadem SGED nie beda prezentowane.

Tabela 2 zawiera podsumowanie wynikow modeli z rozktadem STD. Pre-
zentowane sg dwa modele — klasyczny AR-GARCH (M_ 1) oraz najlepszy z mo-
deli konkurencyjnych. Przedstawione zostaty wartosci logarytmu wiarygodnosci
(LogL), wartosci kryteriow informacyjnych Akaike’a i Shwartza oraz statystyka
testu stabilnosci Nybloma dla calego wektora parametrow. Dla wszystkich sze-
regdow lepsze pod wzgledem logarytmu wiarygodnosci okazaty sie modele ze
zmienng funkcja gestosci warunkowej. Nalezy jednak podkresli¢, ze poprawa
warto$ci LogL po dotozeniu dodatkowych parametrow w wiekszosci szeregdw
nie jest istotna. Podobne wnioski mozna wyciagna¢ analizujagc wartosci kryte-
riow informacyjnych. Jest to wynik, ktory wskazuje na brak zmienno$ci para-
metrow asymetrii i ksztattu w rozktadach warunkowych dla badanych szeregow.
Nalezy jednak pamieta¢ o wielkosci proby, ktora zostata wybrana do badania,
w ktorej znajdowaty si¢ szeregi liczace po 1325 obserwacji, podczas gdy Dark
[1] wskazuje minimalng probe do estymacji modeli ARCD — powyzej 3000. Cie-
kawy jest przypadek indeksu HSI, dla ktérego lepszy okazat si¢ model oznaczo-
ny jako M_26 — stosunkowo proste rownanie dla asymetrii i1 bardziej ztozone dla
parametru ksztaltu. Analiza wartosci parametrow tego modelu nakazuje odrzuci¢
go jako faworyta dla HSI. Model ten mial bardzo duze co do modutu wartosci pa-
rametrow, dodatkowo na jego niekorzy$¢ przemawia warto$¢ statystyki testu Ny-
bloma przekraczajaca warto$¢ krytyczng przy 1% poziomie istotnosci. Majac na
uwadze wspomniane ograniczenia nalezy uzna¢ uzyskane wyniki za poprawne,
jednak niepreferujace modeli ARCD nad prostsze w estymacji i interpretacji mo-
dele z klasy ARMA-GARCH.

Tabela 2
Wyniki estymacji modeli AR-GARCH oraz ARCD
AEX AMEX ATG ATX
Model: M 1 M 22 M1 M_14 M I M 14 M 1 M 14

Logl | 395811 | 396527 | 4079.45 | 408248 | 361851 | 362532 | 3650,7 | 3654,13
Aic/Bic |-5,96/-5,94-5,97/-5,93(-6,15/-6,12-6,15/-6,10|-5,45/-5 42| -5,46/-5 41| -5,50/-5,47| -5,50/-5,46
Nyblom | 1,6943 | 22749 | 13057 | 15169 | 26104 | 34743 | 11412 | 1,6575
BEL20 BOVESPA BSESN BUX
Model: M 1 M 14 M 1 M_14 M 1 M 27 M 1 M 22

Logl | 400005 | 4007,51 | 3542,68 | 3549,77 | 364575 | 364736 | 358907 | 359122
Aic/Bic |-6,03/-6,00-6,03/-5,99|-5,34/-5 31|-5,34/-5,30|-5,50| -5,47|-5,50/-5,46 | -5,41/-5,38 | -5.40/-5 36
Nyblom | 13319 | 20235 | 09582 | 15366 | 158232 | 24675 | 08129 | 15931
CAC40 DAX DICA DIIA
Model: M_1 M 26 M 1 M_18 M 1 M 22 M_1 M_9
Logl | 387592 | 3892,95 | 395579 | 396942 | 411235 | 411829 | 424701 | 425046
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cd. tabeli 2
Aic/Bic |-5,84| -5,81|-5,86/-5,82|-5,96/-5,93|-5,98/-5,94|-6,20/-6,17|-6,20/-6,16 | -6,40/-6,37 | -6,40/-6,37
Nyblom | 1,5215 1,7805 1,4363 3,6922 1,4265 2,4354 0,9853 2,2553
FTSE100 HEX HSI IPCMEX
Model: M 1 M_18 M 1 M 22 M 1 M 26 M 1 M_14
Logl 4059,37 | 4062,62 | 3813,88 | 3817,72 | 3704,27 | 3715,68 | 3894,65 | 3898.41
Aic/Bic |-6,12/-6,09|-6,12/-6,08|-5,75/-5,72|-5,75/-5,70| -5,58/-5,55| -5,60/-5,55 | -5,87/-5,84 | -5,87/-5,83
Nyblom 2,04 4,7353 1,0112 1,8478 1,7953 5,4186 1,4628 2,4202
ISE100 JKSE KLSE KOSPI
Model: M 1 M 22 M 1 M 22 M 1 M 20 M 1 M 30
Logl 3489,79 | 3495,96 | 3822,46 | 3833,66 | 4543,74 | 4544,51 | 3928,03 | 3939,57
Aic/Bic [-5,26/-5,23|-5,26/-5,22|-5,76/-5,73 | -5,77/-5,73 | -6,85/-6,82 | -6,85/-6,81 | -5,92/-5,89 | -5,93/-5,89
Nyblom | 1,2351 2,5055 0,9147 2,6673 2,5615 4,9085 0,4993 4,0274
MERVAL NIKK?225 NSDQCOMP NZ50
Model: M 1 M 14 M 1 M 26 M 1 M_19 M 1 M 22
Logl 3647,08 | 3650,73 | 3795,73 | 3795,84 | 39704 | 3970,52 | 467834 | 4683,54
Aic/Bic |-5,50/-5,47-5,50/-5,45|-5,72/-5,70|-5,72/-5,68 | -5,98/-5,96 | -5,98/-5,94| -7,05/-7,02 | -7,05/-7,01
Nyblom | 1,8657 3,1808 1,5434 2,2748 1,9486 3,1647 1,4544 2,1879
OMXSPI PX50 RTS SMSI
Model: M 1 M 13 M 1 M 22 M 1 M 5 M 1 M 14
Logl 3879,21 | 3886,74 | 3801,18 | 380527 | 3390,67 | 3393,53 | 3872,57 | 3879.81
Aic/Bic |-5,85/-5,82|-5,85/-5,81|-5,73/-5,70|-5,73/-5,68| -5,11/-5,08 | -5,11/-5,08 | -5,84/-5,81 | -5,84/-5,80
Nyblom | 2,1099 2,0837 1,5532 2,4626 1,7385 2,041 2,2231 4,5065
SP500 SSE SSMI STI
Model: M 1 M 20 M 1 M 18 M 1 M_ 18 M 1 M_18
Logl 4188,08 | 4188,32 | 3479,14 | 3484,68 | 4187,69 | 419593 | 4027.4 | 4034,97
Aic/Bic [-6,31/-6,28(-6,31/-6,27|-5,24/-5,21|-5,25/-5,21|-6,31/-6,28 | -6,32/-6,28 | -6,07/-6,04| -6,08/-6,04
Nyblom | 1,9017 1,8557 2,0108 2,9147 0,8503 1,7504 1,5037 2,2791

Przeprowadzone badanie miato na celu wstegpne stwierdzenie wystgpowania
zmiennosci rozktadu warunkowego przed dalszym pogiebionym badaniem z uzy-
ciem wybranych indekséw w roli zmiennych objasniajacych — tak jak sugerowa-
lyby to wyniki testow przyczynowosci. Dalsze badania beda musiaty by¢ prze-
prowadzone w oparciu o dluzsza probe, tak aby maksymalnie poming¢ efekt zbyt
krotkiej proby.

Dla zobrazowania zmiennosci trzeciego i czwartego momentu warunkowego
przedstawione zostaty wykresy szeregéw asymetrii i kurtozy warunkowej uzyska-
nych z modelu dla dwoch szeregow HSI i SSE. Wyraznie odznacza si¢ moment
zwigkszonej zmiennosci (okoto 400 obserwacji — potowa 2007 r.) oznaczajacy
poczatek kryzysu finansowego. W pierwszej fazie widoczne sg do$¢ duze zmiany
stop zwrotu, ktérych zmienno$¢ po pewnym czasie stabilizuje sig.
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Rys. 1. Asymetria warunkowa z modelu M_26 — szereg HSI

W okresie kryzysu caty rozktad warunkowy HSI ulegat dos¢ duzym zmia-
nom pod wplywem naplywajacych informacji. Po okresie podwyzszonej zmien-
nos$ci oba momenty warunkowe ulegty stabilizacji.
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Rys. 2. Kurtoza warunkowa z modelu M_26 — szereg HSI
Jednoczesnie kurtoza warunkowa utrzymuje si¢ na zaskakujaco niskim po-

ziomie — okoto 3,7, co oznacza, ze rozktad warunkowy jest bardziej zblizony do
normalnego niz w rozktadzie stop zwrotu, w ktorym kurtoza jest rowna 11.
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Rys. 3. Asymetria warunkowa z modelu M_ 18 — szereg SSE

Podobne wnioski mozna wyciggnac¢ analizujgc otrzymane dane dla szere-
gu stop zwrotu indeksu gietdy w Szanghaju. Okres duzej zmiennosci rozpoczyna
si¢ od 300 obserwacji (marzec 2007 1.), jednak w tym przypadku przebieg kryzy-
su jest duzo spokojniejszy, co moze mie¢ zwigzek z regulacjami obowigzujacymi
w Chinach (w sktad SSE wchodza tylko przedsigbiorstwa chinskie, nie do konca
uwolniony kurs juana). Nie ma bardzo duzych gwaltownych zmian i trudno jest
wskazac poszczegolne okresy analizujac tylko przebieg stop zwrotu.

Rozktad SSE charakteryzuje si¢ za to do$¢ duza lewostronng asymetrig row-
ng -0,4, kurtoza w rozktadzie jest rowna 5,548. Czwarty moment warunkowy jest,
podobnie jak w poprzednim przypadku, na zupelhie innym poziomie niz ma to
miejsce w rozktadzie stop zwrotu.
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Rys. 4. Kurtoza warunkowa z modelu M_18 — szereg SSE
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Uzyskany wynik moze by¢ troche zaskakujacy, jednak nalezy pamietac, ze
w przypadku rozktadu STD asymetria zalezy tylko od parametru A, podczas gdy
czwarty moment centralny zalezy zardwno od A, jak i parametru ksztaltu — «.

Podsumowanie

W pracy zaprezentowano wyniki estymacji autoregresyjnych modeli warun-
kowej funkcji gestosci dla szeregdw stop zwrotu z 35 indeksow gield $wiato-
wych. Badanie bedace kontynuacjg wczesniejszych prac autora nalezy traktowac
jako wstep do glebszej analizy wplywu gospodarki Chin na gtowne gospodarki
$wiata (reprezentowane przez indeksy gieldowe oraz kursy walutowe). Dla anali-
zowanych szeregéw nalezy wskaza¢ modele AR-GARCH jako lepsze niz mode-
le ARCD, co sugerowatoby brak zmienno$ci rozktadu warunkowego. W pewnym
sensie potwierdzaja si¢ wyniki testow przyczynowosci w ryzyku, ktore wskaza-
ly na zalezno$ci miedzy badanymi szeregami w kwantylach rozktadow warunko-
wych — sugeruja jako przyczyne zmienno$ci rozktadu wptyw innych zmiennych
niz uwzglednione w pracy. Przeprowadzone badanie nie jest do konca wiarygodne
ze wzgledu na stosunkowo krotkg probe. Wskazuje to jednoznacznie na potrzebe
przeprowadzenia kolejnych analiz na odpowiednio dluzszych szeregach, zarowno
testow przyczynowosci, jak i estymacji modeli ARCD.
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HIGHER ORDER MOMENTS VARIABILITY IN THE FINANCIAL MARKETS

Summary

The dynamic development of Chinese economy observed since the 80s of the twen-
tieth century, increasingly draws attention to this country as a candidate for the leadership
of world trade. This rapid growth is supported by two powerful stock exchanges in Shang-
hai and Shenzhen. Chinese phenomenon is now of interest to a wide audience of potential
investors and researchers [2]. Modeling time varying conditional asymmetry or kurtosis
becomes more often the subject of analysis, especially during the growing world financial
crisis. Autoregressive Conditional Density Models (ARCD), which were first presented in
1994 by Hansen [3], allow for modeling the conditional volatility of the entire distribution
with a relatively simple parameterization. There are also extension of the classical mod-
el of Hansen on the other conditional distributions, more complex equations of shape and
asymmetry parameters of the distribution. ARCD models was used to model the financial
data of world stock exchanges in relation to the ranks of China’s stock exchange.






